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Ninguno  mejor  que  U.  S.  conoce  lo  que  contribuye  al  adelan,- 
tamiento  de  la  Instrucción :  la  posesión  4e  un  testo  de  la  ciencia 
que  se  trato,  de  ensenar;  en  él  pueden  los  alumnos  meditar  y  com- 
parar las  verdades  que  oyeron  a  sus  instructores,  sin  cuyo  ausilio 
serian  débiles  y  fugaces  la^  impresiones  que  la  mas  empefiosa 
constancia  tratase  de  imprimirles;  loa  resultados  de  esta  verdad  los 
sintió  U.  S«  en  el  tiempo  que  con  tantas  ventajas  en  la  mejora 
de  la  Instrucción  publica»  dirijió  los  estudios  del  Instituto  Nacio- 
nal. Manifiestos  fueron  a  U,  S.  en  todo  este  tiempo  mis  incesantes 
esfuerzos  por  la  jeneralizacion  del  estudio  de  la  Jeometría  des- 
criptivaí  que  con  razón  puede  llamarse  la  ciencia  propagadora  de 
I09  inventos;  y  si  estos  no  fuenm  inútiles  por  ser  constantes  los  ade* 
laQtamientos  que  en  ella  hicieron  los  jóvenes  que  la  estudiaron, 
a  lo  menos,  la  copia  do  cuadernos  y  de  figuras  jeneralmente  com- 
plicadas hechas  por  personas  que  ignoraban  los  primeros  elemen- 
tos de  la  ciencia,  añadieron  a  la  incorrección  consiguiente  de  es- 
tos dos  objetos,  la  pérdida  de  tiempo  necesario  a  las  infinitas  apli- 
caciones que  de  ella  debian  hacerse. 

En  este  estado,  llegó  a  mis  manos  la  primera  edición  de  la  exce- 
lente obra  que  sobre  esta  ciencia  escribió  M.  Leroy,  profesor  de  la 
Escuela  Politécnica  de  París,  y  propuse  a  U.  S.,  cuando  ya  ocupa- 
ba el  alto  puesto  que  tan  dignamente  desempefia,  su  traducción 
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en  beneficio  de  la  juventud  estudiosa,  y  mediante  su  influjo,  de- 
cretó el  Supremo  Gobierno  su  impresión,  y  tuvo  a  bien  encargar 
a  Francia  la  colección  de  láminas  que  el  mismo  M.  Leroy  remitió 
puntualmente  acompañándolas  con  la  segunda  edición  de  su  obra; 
pero  cuemdo  ésta  llegó  habia  ya  impresos  algunos  pliegos  de  la 
primera:  sin  embargo  de  esto,  como  las  variaciones  hechas  en  estas 
primeras  hojas  eran  mui  pocas,  creí  poder  conservar  el  trabajo  ya 
ejecutado  y  continuar  lo  demás  por  la  segunda  edición. 

Nada  tengo  que  decir  a  U.  S.  sobre  la  utilidad  de  esta  ciencia, 
cuyo  estudio  es  indispensable  en  toda  sociedad  que  desee  ponerse 
al  corriente  de  los  innumerables  descubrimientos  que  en  la  maqui- 
naria, artes  y  construcción  de  todas  clases  hacen  las  naciones  mas 
adelantadas;  por  sus  métodos,'  un  pliego  de  papel  es  suficiente  para 
comunicar  a  las  mayores  distancias  el  invento  mas  complicado, 
y  ejecutarlo,  siguiendo  sus  procedimientos,  con  tanta  exactitud  co- 
mo si  su  mismo  inventor  la  hubiese  dirijido;  a  ella  sin  duda  nin- 
guna se  debe  el  grado  de  perfección  que  admiramos  en  toda  clase 
de  contrucciones;  y  persuadido  el  Gobierno  Francés  de  estas  ma- 
nifiestas ventajas,  decretó  el  establecimiento  de  una  escuela  espe- 
cial de  Jeometria  descriptiva  en  cada  departamento. 

He  puesto  todo  el  esmero  posible  en  la  jenuina  versión  y  exacta 
corrección  de  la  obra,  con  el  fin  de  que  la  traducción  se  aproxime 
cuanto  me  ha  sido  posible  a  la  excelencia  del  orijinal,  y  sea,  asi 
como  este  lo  es  en  Francia,  un  tratado  de  publica  utilidad,  y  un  no- 
ble estímulo  a  la  estudiosa  juventud  chilena. 

Dígnese  V.  S.  recibir  este  lijero  obsequio  de  amistad,  como  una 
pequeña  muestra  del  afecto  con  que  siempre  ha  distinguido  a  su 
servidor 

Santiago,  21  de  enero  de  1845. 

AKBKas  Amponrxo  db  oohsba. 
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Los  procedimientos,  ias  mas  veces  injeniosos^dequese  servían  los  Can- 
teros y  Carpinteros  para  construir  un  depurado,  eran  ciertamente  cono- 
cidos desde  mui  atrás;  pero  por  io  común  no  ofrecian  sino  métodos 
aislados,  particulares  a  cada  problema,  y  que  cada  artista  debia  inventar 
a  medida  que  se  aventuraban  en  nuevas  combinaciones  de  bóvedas.  Solo 
a  fines  del  ultimo  siglo  fue  cuando  el  célebre  Monge  compiló  estos  va- 
rios procedimientos  en  un  cuerpo  de  doctrina,  cuyos  principios  jenerales 
espuso  bajo  el  título  de  Jeometría  descriptiva;  de  este  modo,  creó 
una  ciencia,  tan  propia  para  representar  los  cuerpos  con  exactitud,  como 
para  darnos  los  medios  mas  espeditos  de  indagar  las  propiedades 
jenerales  do  la  ostensión  considerada  de  un  modo  abstracto.  La  obra 
que  sobre  la  materia  ha  escrito  este  ilustre  Jeometra,  es  sin  duda  ningu- 
na un  modelo  de  claridad;  pero  deja  vacíos  en  muchas  teorías  importan- 
tes, y  no  presenta  ejemplos  bastante  numerosos  y  variados  para  que  el 
lector  pueda  adquirir  el  hábito  que  require  el  método  de  proyección.  Es 
ademas  mui  esencial  que  los  depurados  estén  siempre  trazados  según 
un  sistema  de  puntuación  sujeto  a  reglas  constantes,  para  que  así  puedan 
manifestar  sin  ambigüedad,  y  por  medio  de  una  especie  de  lenguaje 
sensible  al  ojo  del  espectador,  la  respectiva  posición  de  las  diversas 
partes  del  objeto  definido. 

Con  este  doble  objeto  se  ha  escrito  la  presente  obra,  en  la  cual  he  segui- 
do el  orden  adoptado  por  el  programa  de  la  Escuela  Politécnica;  a  lo  me- 
nos en  cuanto  lo  permiten  las  diferencias  que  necesariamente  hai  entre 
un  tratado  escrito  y  un  curso  oral,  en  que  la  distribución  de  las  materias 
debe  subordinarse  al  tiempo  que  los  alumnos  necesitan  para  ejecutar, 
en  el  intervalo  de  las  lecciones,  los  trabajos  gráficos  que  dicen  relación 
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a  ellas.  Sin  embargo,  al  muntipiícar  ios  ejemplos  relativos  a  los  proble- 
mas de  los  planos  tanjentes  y  de  las  intersecciones  de  las  superficies,  que 
es  lo  que  dará  lugar  a  los  alumnos  para  que  puedan  variar  entre  sí  los  da- 
tos de  una  misma  cuestión,  no  he  creido  deberme  circunscribir  a  los  lími- 
tes de  este  programa,  que  la  corta  duración  de  los  estudios  de  la  Escuela 
Politécnica  ha  motivado  a  restrinj ir  mucho;  sino  qne  he  tenido  el  designio 
de  presentar  a  los  injenieros  y  a  las  personas,  que  ya  sea  por  gusto  o  por 
8u  estado,  quieran  profundizar  esta  ciencia  susceptible  de  tantas  y  tan  di- 
versas aplicaciones,  los  medios  de  estudiar  todos  los  recursos  de  la  Jeome- 
tría  descriptiva.  Por  consiguiente,  me  he  estendido  en  las  superficies  de- 
sarroliabies  y  las  eurolventM,  en  las  haltzoidea  desarroUables  o  f ansas, 
en  la  curbatara  y  evolutas  de  las  curbas  gansas,  en  la  curbatura  de  la«  au^ 
perficies  y  sus  líneas  de  curbatara  cuya  teoría  he  establecido  por  medio 
de  consideraciones  sintéticas,  acompenáudoias  de  diversos  ejemplos. 
En  cuanto  a  las  superficies  gausas,  tan  importantes  por  el  frocnente  oso 
que  de  ellas  se  hace  en  las  artes,  me  ha  convencido  una  larga  esperien- 
cia  que  por  de  pronto  era  mejor  no  citar  sino  algunos  ejemplos  mni  sen* 
cilios  de  estas  superficies,  para  evitar  de  este  modo  que  los  alumnos  las 
confundiosencon  las  que  son  desarroiiables;  y  en  peguida,  reunir  todas  las 
partes  de  la  teoría  completa  de  esta  clase  de  superficies  en  un  libro  sepa* 
rado,  cuya  teoría  he  tenido  cuidado  de  apoyar  también  en  numerosos 
ejemplos,  en  los  cuales  se  realizan  las  construcciones  indicadas  en  la 
esposicion  jeneral.  Este  orden  tiene  ademas  la  ventaja  de  estar  de  acuer- 
do con  la  marcha  del  curso  de  la  Escuela  Politécnica,  en  el  que  no  so 
presentan  las  propiedades  jenerales  de  las  superficies  gausas,  smo  en  una 
época  próxima  a  sus  aplicaciones  a  la  Estereotomía,  que  hace  resaltar 
mas  toda  su  importancia.  Finalmente,  se  han  reunido  en  las  Adiecienes 
algunos  teoremas  útiles  para  las  Sombras  y  la  Perspectiva,  con  una  espo- 
sicion sucinta  del  método  de  los  Planos  de  acotación  que  sirve  para  los 
dibujos  de  Fortificación. 

En  esta  segunda  *edicion,  he  añadido  muchos  depurados  nuevos,  y  la 
teoría  y  trazado  de  los  Engargantes,  ha  aumentado  en  nuete  el  numero 
de  las  Láminas.  En  cuanto  a  la  obra  que  he  anunciado  sobre  las  Som- 
bras^ la  Perspectiva  y  la  Estereotomía  ya  están  terminados  la  redacción 
y  los  dibujos  para  los  dos  tercios  del  volumen,  y  me  esforzaré  eu  com^ 
pletar la  tan  ptx^uto  como  me  sea  posible. 
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CAPITULO  PRIMERO. 
Nociones  preliminares. 

1.  Cada  paso  que  damos  en  las  ciencias  o  en  las  artes,  nos  con- 
vence mas  de  la  necesidad  de  trasmitir  a  los  demás  hombres  el  co- 
nocimiento -exacto  de  las  formas  que  caracterizan  a  los  <^uerpos ,  ya 
sea  para  manifestar  las  razones  jeométrícas  que  en  ellos  se  descn- 
bren,  o  ya  para  guiar  a  los  artistas  encargados  de  reproducir  estos 
objetos,  según  fbrmas  y  dimensiones  determinadas  con  anticipación. 
Entre  todos  los  medios  conocidos  el  mas  eficaz,  y  algunas  vec^s  el 
único  capaz  de  llenar  completamente  este  fin  es  la  descripción  grá- 
fica de  los  cuerpos,  y  este  es  también,  el  primer  objeto  de  la  Jeomé- 

1 


Digitized  by 


Google 


3  LIBRO  I.   DB  LA«  KBCTAt  T  DB  LOS  PLANOS. 

tría  dcncriptiva,  ctiyoA  métodos  jenerales  llegan  a  aer  por  so  íecaft- 
didad,  lo8  medios  de  indagación  mas  acomodados ,  para  descubrir  pro- 
píedadcH  nuevas  de  la  extensión,  proporciona  ademas ,  el  conocimien-- 
to  do  los  procederes  necesarios  para  resolver  los  diferentes  proble- 
mas do  perH])ectivay  estereométria,  fortificación,  etc« 

2.  P(.*ro  aquí  se  nos  presentan  dos  jéneros  de  dificultades;  eii 
primer  lugar,  los  cuerpos  constan  siempre  de  tres  dimensiones,  y 
conocemos  muí  bien  que  el  efectuar  sus  construcciones  en  el  espacio; 
Horíu  nmí  incómodo,  cuando  no  impracticable ;  es  por  consiguiente 
uoctiHurío  hallar  métodos  que  nos  permitan  referir  todos  los  puntos 
del  espacio  a  un  solo  y  mismo  plano,  o  por  lo  menos  que  reduz- 
can todas  las  operaciones  gráficas  a  que  puedan  ejecutarse  en  este 
plano   único. 

ii.  Kn  segundo  lugor,  estos  métodos  deben  servir,  no  a  establecer 
teorías  puramente  especulativas,  sino  a  la  ejecución  de  operaciones 
reales,  es  pues  indispensable  que  presenten  una  precisión  completa  en  el 
modo  do  expresar  los  datos  y  los  resultados  gráficos  de  cada  cues' 
tion;  y  en  esto  es  en  lo  que  principalmente  se  diferencian  de  los" 
procedimientos  empleados  en  la  jeometría  ordinaria,  a  lo  menos  cuando 
se  consideran  las  tres  dimensiones  del  espacio.  Con  efecto,  como  en 
la  jeometría  ordinaria,  no  están  dibujados  las  figuras,  sino  para  que 
sirvan  do  guia  a  la  imajinacion  en  la  serie  de  raciocinios  necesarios 
para  demostrar  la  verdad  de  un  teorema,  no  están  trazadas  sino  de 
mi  modo  vago,  o  según  ciertos  convenios  tácitos  que  contienen  siem^ 
pro  nnicho  do  arbitrario.  Para  convencerse  de  esto,  basta  recordemos 
el  método  do  resolver  el  problema  de  la-  menor  distancia  entre 
dos  rectas  que  no  están  colocadas  en  un  mismo  plano;  o  si  no,  aquel 
on  qua  so  trata  de  hallar  el  centro  y  radio  de  una  esfera  que  se  quiere 
hacer  |>aaar  por  cuatro  puntos  dados ,  veremos  fácilmente  que  en  es*- 
tas  cue»tíom>s,  la  Jeometría  ordinaria  indica  mui  bien  la  serie  dcr 
operacionotii  que  es  preciso  ejecutar,  para  llegar  a  la  sdncioD  del  pro^ 
bl«itia  s  pero  que  no  da  los  medios  de  efectuar  realmente  estas  cons'^ 
tnicciones »  y  da  obtener  un  resultado  determinado  respecto  a  la  mag' 
uitud  y  posición  de  la  menor  distancia»  como  tampoco  respecto  a  la  Ion-- 
jitud  4^1  ratlio  y  |Miaicion  del  centro  de  la  esfera;  es  por  coBsiguieote 
inUiai^iisablu  adoptar  eu  la  Jeometría  descriptiva  otro  aiétodo  de  c^hw^ 
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tracción,  que  no  deje  nada  que  seaarfoitrarío  en  la  representación  de  los 
datos  y  resultados,  y  que  nos  permita  también  efectuar  todas  las  opera- 
ciones gráficas  en  uno  solo  y  mismo  plano;  pero  estas  dos  ventajas  no 
se  podrán  adquirir  sino  por  el  método  de  las  proyecciones,  cuyos  prínci* 
pios  vamos  a  exponer. 

4.  Si  desde  un  punto  a  situado  en  el  espacio ,  bajamos  aun  plano  fi-  »•"«•  ^^ 
jo  VXY  una  perpendicular  «A,  el  pie  A  de  esta  recta  se  llama  la  proyec- 
ción del  punto  a  sobre  el  plano  de  que  se  trata.  Del  mismo  modo  ba* 
jando  perpendiculares  de  todos  los  puntos  de  la  recta  abd...  la  serie  de 
los  puntos  A,B,D....  forma  lo  que  se  llama  proyección  de  la  recta  abd 
«obre  el  plano  fijo;  y  esta  proyecciou  es  precisamente  rectilínea,  porque 
todas  estas  perpendiculares  están  contenidas  evidentemente  en  el  plano 
tirado  por  una  de  ellas ,  tal  como  a  A  y  por  la  recta  ad ,  la  intersección 
del  plano  proyectante  da  A  con  el  plano  de  proyección  VXY  es  la  que 
nos  da  la  proyección  ABD, 

En  jeneral ,  la  proyección  de  una  curba  cualquiera  mnp  es  la  serie 
de  los  pies  délas  perpendiculares  mM,  nN,  jpP....  bajadas  délos 
diversos  puntos  de  la  curba  al  plano  fijo ,  y  esta  proyección  MNP... 
es  una  línea  cuya  curbatura  se  diferencia  jeneralmente  de  la  de  la  cur* 
ba  dada  en  el  espacio.  El  conjunto  de  estas  perpendiculares  compone 
una  superficie  cilindrica,  en  el  sentido  jeneral  de  esta  voz,  y  se  le  da 
el  nombre  de  cilindro  proyectante  de  la  curba  mnp. 

5  Esto  supuesto,  decimos  que  un  punto ,  una  recta  o  una  curba,  que- 
dan completamente  determinadas  de  posición ,  cuando  se  señalan  sus  pro- 
yecciones sobre  dos  planos  fijos  cuya  situación  es  conocida ,  sin  que 
sean  paralelos.  Con  efecto,  sean  VXY  y  XYZ  dos  planos  de  esta  clase, 
A  y  A'  las  proyecciones  dadas  de  un  punto  colocado  en  el  espacio  : 
si  por  el  punto  A  levantamos  una  perpendicular  indifinida  Aa 
al  plano  VXY,  esta  perpendicular  pasará  necesariamente  por  el  pun- 
to pedido:  este  punto  deberá  también  hallarse  sobre  la  recta  A^a 
levantada  perpendicularmente  al  plano  XYZ;  y  como  no  puede  ocu- 
par en  el  espacio  sino  una  sola  posición^  ésta  quedará  determinada  por 
la  intersección  de  estas  dos  perpendiculares.  Si  las  dos  rectas  Aa  y  A'a 
no  se  encontrasen ,  no  existiría  ningún  punto  del  espacio  que  tuviese 
pw  proyecciones  a  A  y  A\*  esto  nos  prueba  que  las  dos  proyeccio- 
nes de  un  punto  no  deben  tomarse  arbitrariamente,  y  que  ^ai  entre 
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ellas  uña  dependencia  que  muí  pronto  esplicaremos  (n?  10)# 
Pío.  1.  6.  Sean  AD  y  A'D'  las  proyecciones  de  una  recta  desconocida,  da- 
das sobre  los  dos  planos  fijos  VXY  y  XYZ.  Suponiendo  que  por  la 
primera  pasa  un  plano  indefinido  DAa  perpendicular  al  VXY,  este 
plano  contendrá  evidentemente  la  recta  pedida,  estase  hallará  también 
en  el  plano  D'A'a  tirado  por  D'A'  perpendicular  a  XYZ;  luego  la  línea 
incógnita  se  hallará  necesariamente  en  la  intersección  de  estos  dos 
planos,  que  es  una  recta  única  y  determinada.  No  habrá  en  eslo  mas 
excepción ,  que  la  del  caso  en  que  los  dos  planos  proyectantes  D Aa 
y  D'A'a  se  confundan  en  uno  solo;  lo  que  supone  que  la  recta  dada 
en  el  espacio,  así  como  también  sus  dos  proyecciones  son  exacta- 
mente perpendiculares  a  la  intersección  XY  de  los  dos  planos  fijos:  en 
cuyo  caso  no  son  suficientes  estas  dos  proyecciones  para  definir  la 
recta  en  cuestión ,  y  seria  preciso  pedir  otra  tercera  proyección  efec- 
tuada sobre  otro  plano  fijo  que  no  fuese  paralelo  a  la  intersección 
de  los  dos  primeros. 

7.  Finalmente,  si  se  nos  dan  las  proyecciones  MNP  y  M'NT'  de  una 
curba  desconocida ,  supondremos  que  por  la  primera  pase  un  cilindro 
perpendicular  al  plano  VXY,  y  por  la  segunda  otro  cilindro  perpen* 
dicular  al  plano  XYZ;  la  curba  pedida  deberá  hallarse  evidentemen-^ 
te  situada  sobre  cada  una  de  estas  superficies,  y  por  consiguiente  que^ 
darán  determinadas  su  posición  y  forma  por  medios  de  su  intersección 
mnp ,  la  cual  podrá  muí  bien  ser  uria  curba  de  doble  curbatura;  es 
decir,  una  curba  que  no  tenga  todos  sus  puntos  situados  en  un  mismo 
plano.  • 

Así  es  que  desde  aquí  en  adelante,  difinirémos  gráficamente  un 
punto  o  una  línea  por  medio  de  sus  dos  proyecciones ,  y  cuando  diga- 
mos que  se  nos  da  tal  punto  o  tal  línea ,  deberemos  entender  que  son 
sus  proyecciones  las  que  conocemos.  En  cuanto  a  las  superficies,  vere- 
mos mas  adelante  como  debemos  modificar  el  uso  de  las  proyecciones 
para  representarlas  cómodamenter 

8.  En  cuanto  llevamos  dicho,  hemos  supuesto  que  las  proyecciones 
se  ejecutan  por  medio  de  rectas  bajadas  perpendicularmente  al  pla- 
no fijo.  Es  cierto  que  algunas  veces,  hacemos  uso  de  rectas  oblicuas  al 
plano,  aunque  siempre  son  estas  paralelas  a  una  dirección  dada,  y  las 
consecuencias  que  hemos  establecido  en  los  números  5 ,  6  y  7  siempre 
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snbdisten  las  mismas;  pero  es  preciso  tener  graves  motivos  para 
adoptar  este  jénero  de  proyecciones ,  por  ser  en  jeneral  menos  sencillo 
y  presentar  menos  exactitud  los  resultados  gráficos  y  en  virtud  de  que 
cuando  las  rectas  se  cortan  oblicuamente ,  hai  mucha  incertidumbre  en 
determinar  la  posición  exacta  de  su  punto  de  encuentro.  Así  es  que 
a  no  ser  que  lo  advirtamos  expresamente ,  siempre  consideraremos  las 
proyecciones  ortogonales. 

Por  iguales  motivos  ,  se  elijen  jeneralmente  los  planos  de  proyección 
VXY,  XYZ  perpendiculares  entre  sí  y  para  concebirlos  con  mas 
facilidad ,  supondremos  que  el  primero  es  horizontal  y  el  otro  vertical. 
Su  intersección  XY,  que  es  una  línea  interesante ,  se  llama  línea  de 
tierra. 

9.  He  aquí  un  método  suficiente  para  expresar  gráficamente  los  da- 
tos de  un  problema,  sin  que  de  él  resulte  ninguna  indeterminación:  rés- 
tanos ahora  modificarlo  de  modo  que  puedan  ejecutarse  todas  las  cons- 
trucciones en  un  solo  plano.  Para  conseguir  este  objeto ,  nosfiguramos, 
que  después  de  haber  proyectado  los  puntos  y  las  líneas  de  que  se 
trata  sobre  los  dos  planos  rectangulares  VXY,  XYZ ,  ha  jirado  este 
último  al  rededor  de  la  línea  de  tierra  XY,  hasta  abatirse  sobre  el  plano 
horizontal,  de  modo  que  no  forme  con  él  sino  un  solo  y  mismo  plano  VZ', 
y  sobre  este  ultimo  es  sobre  el  que  realmente  trazaremos  todas  las  cons- 
trucciones que  hubiéramos  debido  hacer  sobre  los  dos  planos  primi- 
tivos. Esto  no  obstante ,  no  debemos  perder  de  vista  que  si  admitimos 
este  abatimiento  no  es  sino  como  un  medio  de  facilitar  la  ejecución; 
y  siempre  que  queramos  explicar  una  operación  por  medio  de  con- 
sideraciones jeométricas ,  deberemos ,  idealmente,  considerar  el  plano 
vertical  levantado  y  suponerlo  en  una  situación  perpendicular  al  pla- 
no horizontal. 

10.  Ejecutado  que  sea  el  abatimiento  de  los  planos  fijos ,  veremos  que 
existe  entre  las  dos  proyecciones  de  un  mismo  punto  del  espacio  una  de- 
pendencia cuyo  cononocimiento  es  importantísimo ;  con  efecto,  las  dos 
rectas  Aa  y  Xa'  que  proyectan  el  punto  a  a  A  y  A',  son  perperdiculares 
una  al  plano  horizontal  y  otra  al  plano  vertical :  y  así  es  que  el  pla- 
no AtíA' ,  tirado  por  estas  dos  rectas ,  será  perpendicular  a  los  dos 
planos  de  proyección ,  y  por  consiguiente'  lo  será  también  a  su  in- 
tersección común  XY ;  luego  el  plano  AaA'  cortará  a  estos  dos,  se- 
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gun  dos  rectas  AF  y  AT  perpendiculares  ambas  en  un  mismo,  pnn^ 
to  F  de  esta  línea  de  tierra.  Esto  supuesto,  cuando  el  plano  ver- 
tical XYZ  jira  al  rededor  de  XY;  lleva  consigo  la  recta  A'F,  que  du- 
rante este  movimiento »  permanece  siempre  perpendicular  al  ejeXY; 
por  consiguiente,  después  del  abatimiento  del  plano  vertical ,  la  rec- 
ta FA'  tomará  una  posición  FA^',  que  será  evidentemente  la  prolon- 
gación de  FA.  Y  así  las  dos  proyecciones  A  y  A^'  de  un  mismo  pung- 
ió del  esp€íciOy  deben  hallarse  siempre  sobre  una  niismu  recta  perpendi- 
cular a  la  linea  de  tierra  XY ,  después  de  haber  abatido  los  planos 
de  proyección  uno  sobre  otro:  de  modo  que,  si  arbitrariamente  ele- 
jimos  una  de  estas  proyecciones ,  la  A  por  ejemplo ,  será  preciso  ti- 
rar una  recta  indefinida  AF  perpendicular  a  XY ,  y  colocar  en  algún 
pmito  de  la  prolongación  de  AF ,  la  segunda  proyección  A.^ 

11.  En  cuanto  a  la  recta  a€¿,  si  abatimos  del  mismo  modo  el  punto 
D'  a  D",  tendremos  que  la  proyección  vertical  A'D'  será  después 
de  abatida  la  A^'D'';  pero  esta  no  tendrá  con  la  proyección  horizon|Ql 
AD  ninguna  dependencia  necesaria,  de  modo  que  podremos  trazar 
arbitrariamente  las  líneas  AD  y  A"D''  para  representar  las  dos  pro- 
yecciones de  una  misma  recta  colocada  en  el  espacio.  Sin  embargo, 
es  necesario  exceptuar  el  solo  caso  en  que  AD  es  perpendicular  a 
la  línea  de  tierra  XY ;  porque  entonces  la  proyección  vertical  debe- 
rá también  ser  la  prolongación  de  AD  ;  pero  hemos  dicho  ya  (  n?  6.  ) 
que  en  este  caso  particular,  las  dos  proyecciones  indicadas  dejan  a  la 
recta  en  una  posición  indeterminada 

12.  De  aquí  en  adelante  colocaremos  los  planos  de  proyección 
abatidos »  de  modo  que  la  línea  de  tierra  X Y  tenga  la  posición  indi- 
cada Jig.  2  y  como  en  este  caso  la  parte  VXY  de  la  hoja  de  dibujo  re- 
presenta al  mismo  tiempo  la  parte  anterior  del  plano  horizontal, 
y  la  inferior  del  plano  vertical  que  ha  venido  a  confundirse  con  la 
primera,  mientras  que  la  parte  XYZ  comprenderá  la  porción  su- 
perior del  plano  vertical  y  la  posterior  del  plano  horizontal,  sigúese  que 
no  será  ya  suficiente  para  que  un  punto  del  espacio  quede  enteramente 
determinado  gráficamente ,  el  dar  indistintamente  sos  dos  proyeccicmes 
A  y  A\  Será  preciso  aun  enunciar  si  el  punto  A  es  la  proyección  faorí- 
sontal ,  o  si  es  la  vertical ;  porque  cualquiera  de  estas  dos  hipótesis  es 
admisible,  y  so  variación  produciría  una  gran  diferencia  en  la  poaickNi 
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reo]  del  punto  en  el  espacio.  Con  el  fin  de  que  podamos  conocer  a  la  siiti^ 
pie  vista,  el  plano  a  que  se  refiere  cada  proyección ,  convendremos  en 
marcar  jeneralmente,  con  letras  sin  acento  las  proyecciones  karitanta- 
les  de  los  puntos  o  de  las  rectas ,  y  con  letras  acentuadas  las  proyec- 
ciones verticales.  Y  así  es  que  el  punto  (  A ,  A' )  representará  un  pun-  ■'*®-  ^• 
to  del  espacio  9  cuya  proyección  horizontal  se  halla  en  A  y  la  vertical  en 
A':  el  ( B,  B' )  representará  otro  punto  que  tiene  por  proyección  hori- 
zontal a  B  y  por  vertical  a  B' ,  lo  mismo  sucederá  con  el  punto  (  C  ,  C'^) 
y  con  el  (D ,  D' )  :  pero  el  lector  hará  mui  bien  en  ejercitar  su  imajina- 
cion  en  la  representación  de  las  diversas  posiciones  de  varios  de  estos 
puntos,  figurándoselos  colocados  encima  o  debajo,  delante  o  detrás  de  los 
planos  de  proyección,  para  que  en  adelante  pueda  reconocer  con  facili- 
dad en  cual  de  los  cuatro  ángulos  diedros,  formado  por  estos  dos  planos, 
es  en  el  que  está  colocado  un  punto  definido  por  sus  proyecciones. 

13«  Los  mismos  convenios  deben  aplicarse  a  las  líneas ;  y  así  es 
que  la  recta  (  AB ,  A'B' )  será  la  que  tiene  por  proyección  horizon- 
tal a  AB  y  por  proyección  vertical  a  A'B':  pero  como  ademas  una 
recta  queda  determinada  de  posición  cuando  se  conocen  dos  de  sus 
puntos  ,  vamos  a  dar  el  medio  jeneral  de  hallar  las  trazas  de  una  rec- 
taj  es  decir ,  los  puntos  en  que  va  a  encontrar  a  los  dos  planos  de 
proyección. 

Como  la  traza  vertical  de  la  recta  (  AB  ,  A'B' )  es  un  punto  común 
al  plano  vertical  y  a  la  recta,  debe  proyectarse  horizontalmente  sobre  la 
línea  de  tierra  XY,  y  también  sobre  la  línea  AB  prolongada  indefinida- 
mente :  luego  esta  traza  tiene  por  proyección  horizontal  el  'punto  C ,  y 
por  consiguiente  se  hallará  en  algún  punto  de  la  vertical  CC  :  pero  es* 
ta  misma  traza  debe  evidentemente  estar  situada  sobre  la  proyección  ver- 
tical indefinida  A'B' ;  luego  se  halla  en  el  punto  C.  De  aquí  deducimos 
esta  regla  jeneral,  cuya  apHcacion  deberemos  procurar  nos  sea  mui  fami- 
liar; prolongúese  la  proyección  horizontal  de  la  recta  hasta  la  línea  de 
tierra^  y  en  este  punto  levántese  una  vertical  indefinida  al  encuentro 
de  ésta  con  la  proyección  vertical ,  nos  dará  a  con^Kcr  la  traza  ver- 
tical de  la  recta  propuesta. 

La  traza  horizontal  de  la  misma  recta ,  es  un  punto  situado  al  mis- 
ma tieB^>o  en  el  plano  hcMrizontal  y  sobre  kt  línea  propuesia,  por  consi- 
f  ttiente  se  proyectará  vertic^knente  sobre  la  línea  de  tierra  X  Y ,  y  sobre 
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la  A'B'  indefinida ;  luego  esta  traza  tendrá  por  proyección  vertical, 
el  panto  D' ,  y  ademas  se  hallará  colocada  en  algún  punto  de  la 
perpendicular  D'D  a  la  línea  de  tierra.  Pero  como  también  esta  tra- 
za debe  necesariamente  hallarse  sobre  la  proyección  horizontal  AB 
indefinida^  sígnese  que  seliallaráen  el  punto  D.  Y  así,  en  jeneral^j^r^Zón- 
guese  la  proyección  vertical  hasta  la  línea  de  tiei^a ,  y  en  este  pun- 
to  levántese  a  esta  últimn  línea  una  perpendicular  indefinida  que,  por 
su  encuentro  con  la  proyección  horizontal ,  determinará  la  traza  ho- 
rizontal de  la  recta  ^  eji  cuestión. 

14.  Recíprocamente ,  si  se  nos  diesen  las  dos  trazas  D  y  C  de 
una  recta,  nos  seria  fácil  deducir  de  ellas  las  proyecciones  de  esta:  por- 
que como  el  punto  C  pertenece  a  la  recta  misma,  la  perpendicular  C'C 
bajada  a  la  línea  de  tierra,  nos  dará  a  conocer  un  punto  C  de  la  proyección 
horizontal,  y  esta  proyección  será  evidentemente  la  recta  DC.  Asimismo, 
si  proyectamos  el  punto  D  que  pertenece  a  la  recta  ,  a  la  línea  de  tierra, 
nos  dará  un  punto  D'  de  la  proyección  vertical,  y  esta  proyección  será 
la  D'C. 

Creemos  muí  útil  el  ejercicio  en  resolver  estas  dos  cuestiones  re- 
cíprocas ,  en  rectas  colocadas  de  varios  modos ,  tales  son  las  que  en 
la  figura  3  tienen  las  líneas  (EF,  E'F'),  cuya  traza  horizontal 
se  halla  en  F  y  la  vertical  en  G',  y  la  (HK,  H'K'),  cuya  traza  ver- 
tical es  K'  y  la  horizontal  L. 

15.  Al  concluir  estas  nociones  preliminares  ,  daremos  algunas  re- 
glas cuya  práctica  es  esencial  observarse  al  poner  en  limpio  la  resolu- 
ción de  los  problemas.  Con  efecto,  debiendo  estos  dibujos  servir  para 
representar  exactamente  la  forma  de  los  objetos,  es  preciso  que  los  va- 
rios modos  de  puntuación  que  empleemos  en  ellos  ,  presenten  una  es- 
pecie de  lenguaje  intelijible  al  ojo ,  es  decir,  que  manifiesten  claramen- 
te la  situación  relativa  de  las  diferentes  paites,  distingan  las  que 
están  ocultas  de  las  que  son  visibles  al  observador ,  y  hagan  discer- 
nir los  resultados  de  un  problema  de  las  líneas  que  no  han  servido 
sino  como  medios  auxiliares  para  hallar  su  resolución :  esta  es  la  ra- 
zón porque  constantemente  adoptaremos  las  reglas  siguientes: 

1?  Las  líneas  principales,  es  decir ,  las  que  representan  los  da- 
tos o  los  resultados  de  un  problema ,  estarán  señaladas  con  una  ra^ 
ya  unida  y  continua,  siempre  qne  sean  visibles ;  pero  si  estas  líneas 
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princi¡>ales  fueren  invisibles »  las  haremos  de  puntos ,  es  decir  traza* 
das  cou  puntos  redondos.  Vemos  ejemplos  de  estos  dos  modos  de 
puntuación  en  las  lííieas  ABCD  y  EFGH  de  la  Jig.  S  bis. 

2?  Las  líneas  auxiliarcs  ,  es  decir ,  todas  las  que  no  se  hallan  com*- 
prejndidas  en  la  clase  precedente ,  y  cuyo  único  objeto  es  llegar  a  la 
solución  del  problema,  serán  punteadas  o  compuestas  de  pequeñas  lí- 
neas interrumpidas  :  tal  es  la  línea  P  en  la^.  3.  bis.  En  cuanto  a  es-* 
tas  líneas  auxiliares ,  no  tendremos  nunca  necesidad  de  distinguir  si  se 
ven  o  no ,  porque  siempre  se  miran  como  que  no  existen  sino  en  la  ima- 
jinacion  del  jeometra ,  que  es  quien  las  concibe  para  llegar  al  resul- 
tado que  se  le  pide. 

3?^  Cuando  entre  estas  líneas  auxiliares  se  halla  alguna  que  pre- 
sente mas  interés  e  importancia  que  las  demás,  y  queramos  llamar  la 
atención  hacia  ella  de  un  modo  particular,  podremos  expresarla  por 
una  recta  tnista  compuesta  de  rayitas  pequeñas  separadas  por  uno  %  dos 
puntos  redondos,  según  se  ve  en  las  rectas  M  y  N  de  la  Jig.  3  bis.  Sin 
embargo  de  esto,  debemos  evitar  cuidadosamente  no  aumentar  mucho 
esta  puntuación,  y  consultar  sobre  este  particular  el  buen  gusto  y  los  mo- 
delos selectos;  ademas,  es  preciso  que  no  empleemos  jamas  estas  líneas 
mistas,  para  expresar  las  rectas  cuyo  único  objeto  es  reunir  las  dos 
proyecciones  de  un  mismo  punto. 

16.  Solo  nos  resta  ahora  explicar  como  discerniremos  entre  las  líneas 
PRINCIPALES  de  cada  cuestión,  las  que  son  visibles  y  que  por  consiguiente 
deben  señalarse  con  línea  seguida,  de  las  que  son  invisibles  y  que  deben 
trazarse  de  puntos.  No  podremos,  por  ahora,  dar  reglas  completas  sobre 
este  asunto  hasta  tanto  que  hayamos  hablado  de  las  superficies  curbas 
y  de  sus  planos  tanjentes;  pero  como  en  los  primeros  problemas,  que 
van  a  ser  el  objeto  de  nuestras  indagaciones,  no  se  hallan  sino  rectas  y 
planos,  nos  bastará,  por  ahora,  sentar  los  convenios  siguientes: 

Supondremos,  siempre  ,  que  el  observador  que  considera  la  proyec- 
ción de  un  objeto  sobre  el  plano  horizontal ,  está  colocado  sobre  este 
plano  a  una  distancia  infinita  en  la  vertical  que  pasa  por  un  pun- 
to cualquiera  de  este  objeto ,  pero  delante  del  plano  vertical ;  y  este 
convenio  que  simplificará,  según  veremos  mas  adelante,  la  traza  del 
contorno  aparente  de  las  superíicies  curbas ,  lo  ha  sn}erido  el  modo  de 
que  nos  servimos  para  proyectar  los  puntos  del  espacio  sobre  un  pía- 
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lio.  Con  efecto ,  los  rayos  visnales  que  salen  desde  el  ojo  del  obeeira- 
dor  a  todos  los  puntos  de  un  cuerpo  ,  se  aproximan  tanto  mas  a  ser 
perpendiculares  al  plano  horizontal ,  cuanto  mas  se  eleve  el  observa- 
dor sobre  la  misma  vertical,  de  modo  que  cuando  el  punto  de  vista 
está  a  una  di.stancia  infinita ,  estos  rayos  son  paralelos  y  coinciden  cen- 
ias rectas  que  sirven  para  proyectar  los  puntos  del  cuerpo.  De  don- 
.de  se  signe  que  la  jf^'oyeccion  horizontal  de  un  objeto^  no  es  otra 
rosa  que  vs\  vista  de  este  objeto ,  tomada  desde  un  punto  infinita- 
mente distante^  colocado  sobre  la  vertical \  este  resultado  justifica 
suficientemente  el  convenio  enunciado  mas  arriba. 

Por  una  razón  semejante,  toda  proyección  vertical  se  considera 
como  una  vista  del  obseri^ador  colocado  a  una  distancia  infinita  so- 
bre 71  na  perpendicular  al  plano  vertical ^  levantada  a  este  plano  en 
la  parte   anterior  y  encinta  del  plano  horizontal. 

Sógun  esto,  toda  línea  o  porción  de  línea  principal  que  se  halle 
debajo  del  plano  horizontal ,  o  detras  del  plano  vertical ,  la  reputa- 
remos como  invisible ,  y  como  tal  será  de  puntos  redondos.  Si  ade- 
mas se  halla  en  la  cuestión  algún  plano  que  exista  realpiente ,  y  al- 
guna parte  de  línea  principal  está  situada  detras  de  este  plano  o 
debajo  de  él,  con  respecto  al  observador,  también  esta  parte  debe- 
rá j^u^tiiarse ;  pero  es  preciso  recordemos  que  estas  distinciones  no 
deben  tener  lugar  respecto  a  las  líneas  auxiliares,  por  la  razón  citada 
(n?  15,  2?)  Desde  luego,  podemos  reconocer  la  aplicación  de  estas 
reglas  en  la  fig.  3. ,  y  tendremos  cuidado  de  recordarlas  en  la  ma- 
yor parte   de  los   problemas   que  vamos  a   resolver. 

•  CAPITULO  II. 
Problemas  sobre  las  línea  rectas  y  los  planos^ 

FÍO.  4.  17.  Construir  la  recta  que  pasa  por  dos  puntos  dados  (A,  A') 
y  ( M ,  M* )  y  hallar  en  seguida  la  verdadera  distancia  de  estos  dos 
jmntos  (*). 

{*)  Antes  de  construir  un  depurado,  es  esencial  observar  las  precau- 
ciones siguientes.  Primeramente,  se  traza  con  lápiz,  una  recta  indefinida 
hacia  el  inedia  de  la  hoja  en  que  se  vá  a  dibujar  y  próximamente  para- 
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Según  IsM  d^nicíones  establecidas  en  el  n9  4 ,  es  evidente  que  la 
piroyeccion  horizontal  de  la  recta  que  buscamos^  pasará  por  los  pun- 
tos AyM^al  propio  tiempo  que  la  proyección  vertical  lo  efectuará 
por  A'  y  M';  luego  esta  recta  indefinida  se  halla  proyectada  según  AMB 
y  A'M'B' ,  y  de  este  modo  queda  enteramente  determinada  su  posi- 
ción (  n9  6. )  Podemos  ademas  construir  sus  trazas  (  n?  13.)  ,  que  son 
los  puntos  (B,  B')  y   (C,  C). 

£n  cuanto  a  la  distancia  de  los  dos  puntos  dados  ;  está  medida  en 
el  espacio,  por  la  porción  de  recta  proyectada  sobre  AM  y  A'M';  pe- 
ro nos  es  fácil  ver  que  una  recta  finita  es  siempre  mas  larga  que  su 
proyección  sobre  un  plano ,  exceptuando  el  caso  de  que  la  primera  sea 
paralela  al  plano  sobre  que  se  proyecta;  porque  en  este  caso,  la  recta 
dada  en  el  espacio^  es  evidentemente  de  la  mhma  longitud  que  su  proyec- 
ción. Según  esta  observación,  supongamos  que  la  línea  (AM,  A'M') 
jira  alrededor  de  la  vertical  proyectada  en  A,  sin  cambiar  de  inclina- 
ción con  esta  ultima,  fácilmente  nos  persuadiremos  que  en  virtud  de  este 
movimiento ,  el  extremo  (A,A')  permanecerá  inmóvil ,  y  que  el  otro 
extremo  (M,M')  se  mantendrá  a  una  altura  constante,  y  solo  des- 


lela  a  su  largo]  en  seguida  ie  traza  otra  segunda  recta  exactamente  per- 
pendicular a  la  primera^  sirviéndonos  para  ejecutarlo  de  arcos  de  círcu- 
lo; pwg^te^Za^ícwarfra  no  es  un  instrumento  en  cuya  exactitud  debemos 
confiar^  para  emplearla  en  levantar  j^^p^ndiculares  que  deban  tener 
una  lonjitud  algo  considerahle.  Pero  la  ^  escuadra  puede  mui  bien 
servimos  para  tirar  paralelas  por  un  procedimiento  mui  exacto  y  expe- 
dito,  que  consiste  en  hacerla  resbalar  a  lo  largo  de  una  regla  fija;  y  asi  es- 
que  por  este  medio  debernos  trazar,  en  cada  depurado,  la  línea  de  tierra 
y  todas  las  demás  líneas  que  son  perpendiculares  o.  paralelas  a  ella, 
dirijiéndonos^  siempre,  sobre  las  dos  rectas  rectangulares  cuya  construc- 
ción oxeábamos  de  recomendar]  que  forman  lo  que  los  prácticos  llaman 
la  traza  en  cuadro. 

A  esto  debemos  añadir  que  a  pesar  de  la  importancia  de  la  línea  de 
tierra ,  no  débemeos  señalarla  con  unu  línea  rnas  gruesa  que  las  demás 
lineas  principales;  pOT^u^  si  así  se  ejecutase,  nos  producirla  jcneralmente 
i$$exactitudes  respecto  al  verdadero  jnmto  en  que  la  encontraban  las 
demos  UneoÉ  del  depurado. 
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cribirá  un  arco  de  círculo  al  reiledor  del  eje  de  rotación.  EflCo  su- 
puesto, si  se  continúa  este  movimiento,  hasta  tanto  que  la  recta  mó- 
vil llegue  a  ser  paralela  al  plano  vertical ,  lo  que  sucederá  cuando 
la  proyección  AM  haya  tomado  la  situación  AP ,  paralela  a  la  línea 
de  tierra  X Y ,  en  este  caso,  el  extremo  M  que  ha  venido  a  parar  a 
P ,  se  hallará  proyectado  verticalmente  (n?  10)  en  algún  punto  de  la 
PIP'  perpendicular  a  XY;  y  como  esta  recta  debe  hallarse  a  la  mis- 
ma altura  que  M\  si  tiramos  la  horizontal  HMT\  tendrémios  que 
el  punto  P'  será  la  proyección  vertical  del  extremo  móvil  de  la  recta 
en  cuestión.  Como  ademas  sabemos  que  el  otro  extremo  (A,A')  ha  per* 
manecido  invariable ;  sigúese  que  la  recta  (AM ,  A'M')  se  hallará  aho- 
ra  proyectada  según  AP  y  AT';  y  su  verdadera  lonjitud  es  precisamen- 
te  la  proyección  vertical  A'P',  según  la  observación  hecha  al  principio 
de  este  artículo.  De  aquí  deducimos  la  regla  siguiente,  que  procuraremos 
nos  sea  mui  feuniliar. 
FiG.  4.  Para  /¿aliar  la  distancia  que  hai  entre  dos  puntos  (A,A')y 
(  M,M' ),  formaremos  un  triángulo  rectángulo  A'HT'  en  el  cual  ten  c»- 
leto  A'H'  sea  la  diferencia  de  alturas  A'R  y  M'K  de  estos  dos  puntos 
sobre  el  plano  horizontal ,  y  el  otro  HT'  sea  igual  al  intercalo  AM  d 
sus  dos  proyecciones  horizontales:  la  hipotenusa  AT'  será  la  distancia 
pedida. 

18.  Hubiéramos  hallado  el  mismo  resultado,  construyendo  sobre  el 
plano  horizontal,  un  triángulo  rectángulo  qu£  tuviese  un  cateto  igual  a  la 
dijerenda  de  las  distancias  AR  y  MK  que  hai  al  plano  vertical  desde 
los  dos  puntos  dados,  y  el  otro  cateto  el  intervalo  A'M'  que  hai  entre  sus 

.  proyecciones  verticales;  la  hipotenusa  AQ  expresaria  también  la  distancia 
a  que  se  hallan  los  dos  puntos  en  el  espacio;  está  distancia,  deberá  ser  en- 
teramente igual  a  AT'.  Para  explicar  esta  nueva  construcción ,  bastará 
nos  figuremos  qué  la  recta  propuesta  ha  jirado  al  rededor  de  la  hori- 
zontal que  está  proyectada  verticalmente  en  A',  sin  cambiar  de  inclina- 
ción respecto  a  esta  última,  hasta  tanto  que  esta  recta  móvil  llegue  a 
ser  paralela  al  plano  horizontal. 

19.  También  hubiéramos  podido  abatir  la  recta  (AM,A'M')  sobre 
el  plano  horizontal ,  haciendo  jirar  el  trapecio  invariable,  formado  por 
la  recta  propuesta  y  por  las  verticales  que  sirven  para  proyectar  sos 
extremidades  a  A  y  M,  alrededor  de  AM  como  charnela»  En  todo  este 
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movimieiito  tas  dos  verticales  permanecerán  siempre  perpendiculares  a 
a  charnela  AM ,  y  tomarán  las  posiciones  AA"=RA^  MM"3==KM^ 
de  modo  que  trazando  la  recta  A"M'',  hubiéramos  también  obtenido  la 
verdadera  distancia  de  los  dos  puntos  (A,  A')  y  (MyM*).  Aquí  se  nos 
presenta  una  comprobación  del  problema  y  que  nunca  debemos  despre- 
ciar en  las  operaciones  gráficas ;  y  es ,  que  la  prolongación  de  la  línea 
A''  M''  debe  ir  a  pasar  por  B,  porque  siendo  este  último  punto,  la  traza 
horizontal  de  la  recta  primitiva,  debe  estar  situado  sobre  la  charnela 
AMB,  y  por  esto ,  ha  debido  permanecer  inmóbil  mientras  duró  la  re-- 
volucion  de  la  recta. 

20.  Recíprocamente  9  si  se  nos  diese  la  recta  indefinida  (AB/  A'B') 
y  uno  de  sus  puntos  (A,  A'),  y  quisiéramos  hallar  sobre  esta  línea 
otro  punto  (M,  M'^  que  distase  del  primero  una  cantidad  dada  d 
abatiríamos  la  recta  propuesta  al  plano  horizontal ,  según  lo  hemos 
hecho  anteriormente  9  haciendo  a  A  A^'=::RA' ,  y  tirando  la  A"B.  Toma- 
ríamos, en  seguida,  sobre  esta  última  línea  un  intervalo  A^M'^ss^;  le- 
vantando después  la  recta  abatida  A"B ,  hallaríamos  que  el  punto  M^', 
correspondia  al  M,  por  medio  de  una  perpendicular  bajada  desde  él 
a  la  charnela  AB :  finalmente,  de  la  proyección  horizontal  M  ,  dedu- 
ciríamos ( n?  10. )  la  otra  proyección  M' ;  con  lo  cual  quedaría  com- 
pletamente determinado  el  punto  pedido. 

21.  Tirar  por  un  punto  dado  (D ,  D')  una  recta  que  sea  para-'  fig,  6. 
lela  a  otra  recta  conocida  (AB,A'B'). 

Siempre  que  dos  rectas  son  paralelas  en  el  espacio ,  los  planos  que  las 
proyectan  son  evidentemente  paralelos  entre  sí,  y  por  consiguiente  son 
también  paralelas  las  intersecciones  de  estos,  con  el  plano  de  proyección; 
es  decir,  que  las  proyecciones  de  las  rectas  serán  indispensablemente  pa- 
ralelas una  a  otra.  Y  recíprocamente ,  siempre  que  las  proyecciones 
horizontales  de  dos  rectas  son  paralelas ,  y  sucede  esto  mismo  con 
las  proyecciones  verticales  ,  los  cuatro  planos  proyectantes  serán 
paralelos  de  dos  en  dos :  de  esto  se  sigue ,  que  sus  mutuas  interse- 
ciones ,  es  decir,  las  rectas  situadas  en  el  espacio,  serán  también  pa- 
ralelas entre  sí.  De  aquí  concluiremos  que  si  tiramos  por  d  punto  D  ui^ 
paralela  DE  a  la  AB ,  y  por  el  punto  D'  otra  D'E'  también  para- 
lela a  A'B",  la  recta  en  cuestión  tendrá  por  proyeccines  a  DE  y 
D'E';  y  de   este  modo  quedará  completamente   determida:  las  trazas 
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de  esta  recta,  que  son  loa  pantos  F  y  £\  se  construyen  según  lo  hMAOs 
dicho  ya  n?  13. 
FIO.  6.      22.     Construir  un  plano  que  pase  por  tres  puntos  dados  (  A,A'  ) 
(B,B')  y(C,C^)- 

En  primer  lugar  observemos  que  para  determinar  gráficamente  la  po- 
sición de  un  plano ,  será  suficiente  señalar  sus  dos  trazáis  ,  es  de- 
cir las  intersecciones  de  este  plano  con  los  planos  de  proyección.  Es- 
tas dos  trazas,  deberán  cortar  siempre  a  la  línea  de  tierra  en  un  mis- 
mo punto ,  pero  el  ángulo  que  estas  trazas  forman  entre  sí  j  en 
el  abatimiento  de  los  planos  de  proyección ,  no  es  igual  al  que 
estas  líneas  forman  en  el  espacio.  Es  ademas  mui  evidente,  que  siem- 
'  pre  que  una  recta  esté  colocada  sobre  un  plano ,  las  trazas  de  esta 
recta  (u?  IS)  deben  hallarse  situadas  en  alguno  de  los  puntos  de  las 
trazas  del  plano. 

Esto  supuesto ,  unamos  los  puntos  dados  de  dos  en  dos  por  medio  de 
las  rectas  (  AB,  A'B' ) ,  (  BC  ,  B'C  ),  y  (  AC,  A'C  ),  como  cada  una  de 
estas  rectas  tiene  dos  puntos  en  el  plano  que  buscamos  ,  todos  los  puntos 
de  ellas  se  hallarán  también  sobre  este  mismo  plano,  y  estarán,  por  con- 
siguiente, todas  ellas  sobre  dicho  plano;  construyamos  en  seguida ,  así 
como  lo  hicimos  en  el  n9  13 ,  las  trazas  verticales  E' ,  F'  y  G^  de  estas 
rectas.  Estos  tres  puntos  que  evidentemente  deben  pertenecer  a  la  in- 
tersección del  plano  pedido  con  el  plano  vertical  de  proyección ,  es- 
tarán precisamente  en  línea  recta ,  y  serán  mas .  que  suficientes  para 
determinar  la  teaza  r^rfíraZ  E'F'G'  del  plano  pedido.  Asimismo ,  la 
traza  horizontal  DHK  de  este  mismo  plano,  se  obtendrá,  con  cons- 
truir las  trazas  horizontales  D,  H  y  K  de  las  tres  rectas  auxiliares; 
las  dos  líneas  E'G'  y  DH  halladas  por  este  medio ,  deberán  ademas 
ir  a  encontrar  a  la  línea  de  tierra  XY  en  un  mismo  punto  Q ;  esta 
circunstancia,  nos  proporciona  otro  nuevo  modo  de  comprobarlas  cons- 
trucciones  anteriores. 

Si  quisiéramos  hacer  pasar  un  plano  por  una  recta  y  un  jmn- 
toldado  y  imiriamos  este  punto  con  otro  cualquiera  de  la  recta,  o  si- 
no, tiraríamos  una  paralela  a  esta  por  el  punto  dado ;  eñ  este  caso, 
conoceríamos  dos  rectas  situadas  sobre  el  plemo  que  buscamos,  y 
las  trazas  de  estas  líneas  serian  suficientes  para  determinar  las  del 
plano  pedido. 
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23.  Pi)r  un  punto  dado  (A,  A' )  hacer  pa^ar   un  plano  que  sea  fio.  7. 
paralelo  a  otro  plano  cuya  traza  horizontal  es  ST  y  la  vertical  TV\ 

Es  evidente,  que  dos  planos  paralelos  deben  tener  sus  trazas  res- 
pectivamente paralelas ;  y  en  virtud  de  esto ,  será  suficiente  hallar  un 
solo  punto  de  cada  una  de  las  trazas  del  plano  pedido.  Para  conse- 
guirlo, figurémonos  tirada  por  el  punto  dado  (  A,  A' )  una  recta  auxiliar 
que  esté  situada  en  el  piano  desconocido;  la  elección  mas  sencilla  es 
la  de  tirar  esta  recta  paralelamente  a  la  traza  horizontal  de  este  mismo 
plano,  o  lo  que.es  lo  mismo,  paralela  aST.  Por  consiguiente,  si  tira- 
mos en  esta  dirección  la  recta  AB  y  la  A'B'  paralela  a  la  línea  de 
tierra ,  estas  serán  evidentemente  las  dos  proyecciones  de  la  horizon 
tal  situada  en  el  plano  desconocido.  Hecho  esto ,  si  construimos 
(n?  13)  el  punto  B'  en  que  la  recta  penetra  al  plano  vertical  de 
proyección ,  este  punto  pertenecerá  precisamente  a  la  traza  del  pla- 
no que  buscamos,  que  por  consiguiente  será  la  recta  B'Q  paralela 
a  VT;  como  la  otra  traza  debe  pasar  por  el  punto  Q,  será  la  línea 
PQ  paralela  a   TS. 

Podemos  también ,  como  por  medio  de  verificación,  construir  di- 
rectamente un  punto  de  la  traza  horizontal  del  plano  incógnito.  Para 
esto,  nos  imajinarémos  que  en  este  plano  y  por  el  punto  (A,A') 
pasa  una  recta  auxiliar  paralela  a  la  traza  vertical  de  este  plano,  esta 
recta,  tendrá  evidentemente  por  proyecciones  a  la  AC  paralela  a  la 
línea  de  tierra  y  A'C  paralela  a  VT.  Si  ahora  determinamos  (n?  13.) 
el  punto  C  en  que  esta  recta  auxiliar  penetra  al  plano  horizontal  de 
proyección ,  este  punto  pertenecerá  necesariamente  a  la  traza  del 
plano  pedido ;  y  así  será  indispensable  que  la  recta  PQ,  ya  construi- 
da, pase   por  el  punto.  C. 

24.  Obsérvase  que  sí  en  el  depurado  de  la  figura ,  hubiésemos  con- 
siderado a  los  dos  planos  STV  y  PQR'  como  si  realmente  exis- 
tiesen ;  el  primero  de  ellos  hubiera  ocultado  al  segundo ,  y  en  este 
caso  debiamos  haber  hecho  de  puntos  las  trazas  de  este  último 
(n?  15,  1?),  cuya  operación  hubiera  multiplicado  mucho  If^s  puntos 
redondos ,  y  sobre  todo,  hubiera  tenido  el  grave  inconveniente  de  no 
dejar  distinguir  tas  partes  de  las  trazas  situadas  hacia  la  parte  an- 
terior de  los  planos  de  proyección ,  de  las  que  están  detras.  Esta 
es  la  razón  porque  suponemos  en  este  problema  que  solo  se  trata 
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de  hallar  Im  trazas  de  un  plano  paralelo  al  qae  tuvieae  por  tra- 
zas a  ST  y  TV,  sin  que  realioeiite  se  construya  ninguno  de  estoa 
{^ano6.  Esta  misma  restricción,  cuyo  objeto  es  únicamente  dar 
mas  claridad  a  los  dibujos,  se  ha  seguido  también  en  los  depu- 
rados 8,  9  y  16* 

25.  Las  consideraciones  de  que  nos  hemos  valido  en  los  núme- 
ros 22  y  2Sy    pueden    servirnos  para  resolver  la  cuestión  siguien- 

Fio.  6.  te :  dada  la  proyección  horizontal  AB  ds  una  recta  que  sabemos  ha- 
llarse situada  en  un  plano  coHocidoFQR\  determinar  la  otra  proyección. 
La  recta  incógnita  penetrará  al  plano  vertical  en  un  punto  que  de- 
berá proyectarse  horizontalmente  en  E  (n?  13. );  por  otra  parte,  como 
la  traza  vertical  de  la  recta  no  puede  hallarse  fuera  de  la  traza  ver- 
tical QR'  del  plano  que  la  contiene ,  dicho  punto  estará  situado  pre- 
cisamente en  E',  y  este  es  uno  de  los  puntos  de  la  proyección  pedida. 
Por  iguales  motivos  ,  vemos  que  la  recta  en  cuestión  va  a  penetrar  al 
plano  horizontal  de  proyección  en  D ;  luego  si  proyectamos  D  a  D' 
sobre  la  línea  de  tierra  XY,  tendremos  que  D'E'  será  la  proyección 
vertical  de  la  recta  propuesta.  Conocemos  mui  bien,  que  seria  igual- 
mente fácil  hallar  la  proyección  DE ,  cuando  solo  se  nos  diese 
la  proyección  vertical  D'E'  déla  recta  y  el  plano  que  la  contuviese. 
Si  la  proyección  AB  que  se  nos  diese  de  la  recta  sobre  el  plano 

FIO.  7.  horizontal,  fuese  como  en  la^g^.  7,  paralela  a  la  traza  PQdel  plano 
dado  :  obtendríamos  desde  luego  la  traza  vertical  B'  de  la  recta  incógnita 
del  mismo  modo  que  anteriormente;  pero  no  existiría  la  traza  horizontal 
de  esta  recta ,  porque  AB  no  encuentra  a  PQ,  por  consiguiente,  con- 
cluiríamos de  aquí  que  la  línea  pedida  es  paralela  al  plano  horizon- 
tal ,  y  que  según  esto',  su  proyección  vertical  es  la  recta  B'A'  para- 
lela a  la  línea  de  tierra  XY. 

Del  mismo  modo  veremos  que  si  la  proyección  horizontal  dada,  es 
la  línea  AC  paralela  a  XY ,  la  recta  situada  en  el  espacio  es  pa- 
ralela al  plano  vertical,  y  su  proyección  sobre  este  último  plano  es 
la  linea  C'A'  paralela  a  la  traza  QR\ 

FiG.  6.  ^*  ^^^  ^^^^  ^^^^  cuestión  análoga:  conociendo  la  proyección  Jior 
rizontal  A  de  un  punto  que  sabemos  se  halla  sobre  un  plano  dado 
PQJl',  hallar  la  otra  proyección.  Tiraremos  por  el  punto  dado  A  una 
recta  cualquiera  DAE,  que  miraremos  cojno  la  proyección  faorizon- 
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tal  de  una  línea  situada  en  el  plano  PQR' ;  nos  será  fócU  después  de 
ejecutar  esto  el  construiri  según  lo  hemos  hecho  arribaí  la  proyección 
Vertical  D'E'  de  esta  recta,  y  en  seguida  no  tendremos  mas  que  ha*^ 
cer  que  referir  el  punto  A  al  punto  A'  de  dicha  proyección,  por  medio  de 
una  perpendicular  a  la  línea  de  tierra  (  n?  10  ).  Con  la  misma  facili- 
dad hallariamos  la  proyección  A  si  conociésemos  la  A'. 

Entre  las  diferentes  direcciones  que  podemos  dar  a  esta  recta 
auxiliar  DAE ,  la  mas  cómoda,  por  lo  jeneral,  es  tirarla  paralela  a  la 
trasa  horizontal  PQ  del  planp,  según  lo  hemos  hecho  con  la  línea 
AB  en  la^^ra  ?• 

27.  Hallar  la  intersección  de  dos  planos  que  tengan  par  trazas  d  pic.  8. 
primero  a  TCt  y  QR',  y  el  segundo  a  ST  y  TV\ 

&i  prolongamos  las  dos  trazas  horizontales  hasta  que  se  corten  en 
B,  este  punto  será  común  evidentemente  a  los  dos  planos ;  pertene* 
cera  por  consiguiente  a  su  común  intersección,  y  como  se  halla  en  el 
plano  horizontal,  será  también  la  traza  horizontal  de  la  recta  que  bus- 
camos: así  mismo  el  punto  A',  en  que  se  cortan  las  trazas  vertica- 
les de  los  planos  dados ,  será  la  traza  vertical  de  esta  recta.  Cono-^ 
cídas  de  este  modo  las  dos  trazas  de  la  común  sección,  deducire- 
mos inmediatamente  de  ellas  ( n?  14 )  sus  proyecciones  que  serán 
las  AB  y  A'B'. 

28.  Si  fuesen  paralelas  dos  de  las  trazas,  como  sucede  con  los  pla- 
nos WQp  y  V'TS ,  el  punto  B  se  alejaría  al  infinito  y  por  ío  tanto 
la  intersección  de  los  dos  planos  sería  una  horizontal  que  tendría 
por  proyección  a  A'¿'  paralela  a  la  línea  de  tierra,  y  a  A¿ ,  paralela 
a  TS;  cuyo  resultado  es  fácil  proveer ,  porque  pasando  entonces  los 
dos.  planos  dados  por  las  dos  rectas  paralelas  Ctp  y  TS,  no  pueden 
cortarse  sino  según  una  recta  paralela  a  estas. 

29*  Cuando  las  trazas  son  respectivamente  paralelas  sobre  los  dos  pm.  9. 
planos  de  proyección,  los  planos  dados  serán  evidentemente  para- 
lelos entre  sí ,  y  no  habrá  intersección ,  a  no  ser  que  estas  trazas  sf  an 
también  paralelas  al  mismo  tiempo  a  la  línea  de  tierra ,  como  suce- 
de con  PQ  y  P'Q'  respecto  a  un  plano,  y  con  TS  y  T'S'  respecto  al 
otro;  porque  dod  planos  colocados  de  este  modo  pueden  también  cor- 
tarse según  una  recta  paralela  a  XYi  pero  en  este  caso,  no  es  suf| 
el  método  anterior  para  hallar  esta  interjección. 
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£n  el  caso  presente ,  tiraremos ,  a  discreion ,  un  plano  secante  auxi* 
lar  «67';  este  cortará  al  plano  [  PQ ,  FQ"]  segan  una  recta  (CD  C'D') 
que  construiremos  por  el  método  jeneral;  y  al  plano  [  TS  T'S'  ]  se- 
gún la  recta  (  EF,  ET'  );  etítas  dos  \ínet3^  nos  darán  a  conocer,  por 
medio  de  su  punto  de  encuentro,  un  punto  (  M,  M'  )  que  evidente* 
mente  será  común  a  los  dos  planos  (PQ,P'Q')  y  (TS,  T'S'),  y  por  <A>n* 
siguiente  estos  planos  tendrán  por  intersección  a  la  recta  (AMB,  A'M'B^ 
tirada  paralelamente  a  la  línea  de  tierra  XY. 

Podríamos  también  servirnos,  en  este  caso,  de  un  plano  de  per/U 
tirado  perpendicularmente  a  XY:  este  plano  cortará  a  los  dos  pla- 
nos primitivos  de  proyección  según  las  dos  rectas  XV  y  XZ ,  esta  úl- 
tima, tomará  evidentemente  la  posición  XZ",  cuando  abatamos  el  péj- 
ñl  sobre  el  plano  horizontal,  jirando  al  rededor  de  VX  como  char- 
nela. Esto  supuesto ,  el  plano  de  perfil  encontrara  a  las  trazas  verti- 
cales de  los  planos  propuestos  en  los  puntos  P^  y  T'  cuyos  puntos  ven- 
drán en  el  abatimiento  a  colocarse  en  P"  y  T";  luego  PP"  y  TT"  son 
las  trazas  de  estos  planos  sobre  el  plano  de  perfil  abatido  según  Z'^XV: 
y  como  estas  trazas  se  cortan  en  A";  este  es  un  punto  de  la  intersección 
que  se  nos  ha  pedido,  la  cual  tendrá  evidentemente  por  proyección  ho- 
rizontal a  la  recta  AB  paralela  a  XY.  Si  ahora  restablecemos  el  plano 
de  perfil  a  su  posición  primitiva,  tendremos  que  el  punto  A"  se  pro- 
yectará verticalmente  a  A'  y  A'B'  paralela  a  XY,  será  la  2.  *  proyec- 
ción déla  intersección  de  los  planos  propuestos* 

Si  sucediese  que  las  trazas  de  estos  planos,  sin  ser  paralelas  entre 
sí,  pasasen  las  cuatro  por  un  mismo  punto  de  la  línea  de  tierra,  seria 
también  necesario  en  este  caso  recurrir  a  uno  de  los  dos  planos  au. 
xiliares  de  que  acabamos  de  servirnos;  desearíamos  que  el  lector  cons- 
truyese el  depurado  de  este  caso  particular. 
FIO.  JO.  30.  Construir  el  punto  de  intersección  de  una  recta  (AB,  A'B')  con 
un  plano  dado  PQR\ 

Para  resolver  esta  cuestión ,  es  preciso  tirar  por  la  recta  dada  y 
en  una  dirección  cualquiera,  un  plano  secante  :  constrc^r  la  intersección 
de  este  plano  eon  el  plano  dado  PQR',  y  como  esta  líné^  pasará  preci- 
samente por  el  punto  que  buscamos,  quedará  determinado  este  punto 
por  medio  del  encuentro  de  esta  intersección  con  la  recta  dada. 

Adoptemos  desde  luego  por  plano  secante ,  el  plano  vertical  que 
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8Ínre  para  proyectar  a  la  recta  según  AB;  esta  misma  línea  será  la 
traza  horizontal  de  este  plano,  y  su  traza  vertical  será  la  perpendicu- 
lar GC  a  la  línea  de  tierra.  Esto  supuesto ,  el  plano  ACC  corta  al 
plano  dado  PQR'  según  una  recta  que  se  halla  proyectada  (  n?  27  )  en 
C'D'  y  CD;  y  como  esta  intersección  encuentra  a  la  recta  dada  (  A'B', 
AB)  en  el  punto  M',  en  este  se  halla  la  proyección  vertical  del  punto 
pedido.  La  segunda  proyección  de  este  punto  no  se  conoce  inmediata- 
mente, porqne  en  el  caso  presente  se  hallan  las  dos  rectas  proyectadas 
sobre  el  plano  horizontal  una  sobre  otra  en  la  recta  ADBC;  pero  la  de- 
duciremos del  punto  M'  bajando  (n?  10)  una  perpendicular  M'M  sobre 
la  línea  de  tierra.  Y  así  (M',M)  es  el  punto  en  que  la  recta  (A'B^  AB) 
penetra  al  plano  PQR'. 

También  podremos  emplear  por  plano  secante,  el  plano  proyectante 
de  la  recta  sobre  el  plano  vertical,  el  cuál  tendrá  por  trazas  a  A'B'  y 
B'F  perpendicular  a  XY.  Este  plano  ausiliar  A'BT  cortará  al  PQR' 
según  la  recta  ( FG,  B'G'),  la  que  por  medio  de  su  encuentro  con  AB, 
nos  deberá  dar  el  mismo  punto  M  hallado  ya  por  la  primera  construc- 
ción ;  de  este  modo  empleando  los  dos  métodos  simultáneamente, 
servirán  de  comprobación  uno  de  otro. 

Observemos  que  el  plano  dado  PQR'  es  una  magnitud  principal 
(ni  15)  que  realmente  existe,  y  que  hace  que  sea  invisible  la  porción  de 
la  recta  (AB,  A'B')  situada  debajo  del  punto  de  sección;  por  esta  razón 
se  ha  construido  la  parte  (MB,  M'B')  de  puntos.  En  cuanto  a  {a  pro- 
longación BC,  no  se  mira  sino  como  una  línea  auxiliar  relativa  al  pla- 
no secante  que  sirve  de  medio  para  la  solución. 

31.  Aun  cuando  los  dos  procedimientos  empleados  en  el  n.^  30  son 
los  mas  cómodos,  será  mui  bueno  que  para  ejercitarnos  en  la  combin^b- 
cion  de  los  planos  con  las  rectas,  resolvamos  también  el  mismo  proble- 
ma, valiéndonos  de  un  plano  secante  cualquira:  como  este  plano  de- 
berá contener  a  la  recta  dada  (AB,  A'B'),  cuyas  trazas  son  B  y  C,  será  hg.  i  l 
preciso  hacer  pasar  por  estos  puntos  las  trazas  del  plano  secante  que 
adoptemos.  Tireipos  pues  por  el  punto  B  la  recta  arbitraria  SBT,  y  por 
las  puntos  T  y  C  la  recta  C'TV;  y  estas  serán  las  trazas  de  un  plano 
auxiliar  que  contendrá  a  la  línea  (AB,  A'B').  Esto  supuesto  ,  los  planos 
STV  y  PQR'  se  cortan  (n.^  27)  según  la  línea  (SV,  S'V);  y  como  es- 
ta encuentra  a  la  (AB,  A'B')  en  (M,  M'),  este  mismo  es  el  punto  en  que 
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la  recta  dada  penetra  al  plano  PQR':  pero  ett  preciso  cercioramos  para 
comprobar  las  construcciones,  que  la  recta  M  M'  qne  une  estas  dos  pro- 
yecciones es  exactamente  perpendicular  (n«®  10)  a  la  línea  de  tierra. 

32.  Par  un  punto  dado,  tirar  una  recta  que  encuentre  a  atrae  da$ 
rectas  dadas  deposición. 

No  haremos  mas  que  indicar  la  solución  de  este  problema ,  propo- 
niéndolo al  lector  como  un  ejercicio  conveniente  para  familiarizarle  con 
los  métodos  precedentes.  Por  el  punto  dado  y  la  primra  recta  tirára- 
mos un  plano,  en  seguida  tiraremos  otro  por  el  mismo  punto  y  la  se- 
gunda recta,  hecho  esto,  determinaremos  la  intersección  de  estos  dos 
planos  y  hallaremos  una  recta  que  evidentemente  cumplirá  con  las 
condiciones  pedidas. 

Puede  también  no  emplearse  sino  el  primero  de  los  dos  planos  de 
que  acabamos  de  hablar,  y  hallar  en  seguida  (n.^  30)  el  punto  en  que 
este  corta  a  la  segunda  recta,  uniendo  entonces  este  mismo  punto  con 
el  punto  dado,  hallaremos  una  recta  que  resolverá  el  problema.  En  je- 
neral  no  habrá  sino  una  sola  solución  ,  a  no  ser  que  las  dos  rectas  pro- 
puestas se  hallan  en  el  mismo  plano  que  el  punto  dado. 
riQ.  12.  33.  Teorema.  .  Siempre  que  una  recta  (AB,  k'W)  es  perpendicular 
a  un  plano  PQR',  se  verijica,  que  las  proyecciones  de  esta  línea  san  res- 
pectivamente perpendiculares  a  las  trazas  del  plano. 

Con  efecto,  el  plano  que  proyecta  a  la  recta  en  AB  es ,  por  su  mis- 
ma definición,  perpendicular  al  plano  horizontal ;  y  lo  es  también  al 
plano  dado  PQR',  supuesto  pasa  por  una  recta  que  es  perpendicular  a 
este  plano;  y  según  esto,  dicho  plano  proyectante  es  aun  mismo  tiem- 
po perpendicular  a  los  otros  dos,  y  por  consiguiente  a  su  intersección 
qne  es  la  traza  horizontal  PQ;  luego  esta  misma  traza  será  también 
perpendicular  a  la  proyección  AB,  que  se  halla  en  el  plano  proyectan- 
te. De  un  modo  enteramente  semejante  a  este ,  demostraríamos  que 
también  la  traza  vertical  R^Q  es  perpendicular  a  la  proyección  A'B\ 

Y  reciprocamente,  si  las  dos  proyecciones  AB  y  A'B'  de  una  recta  son 
respectivamente  perpendiculares  a  las  trazas  PQ  y  QR'  de  un  planOf 
este  plano  y  la  recta  son  perpendiculares  uno  a  otra.  Con  efectOi  el  pla- 
no proyectante  que  tiene  por  traza  a  AB  es  evidentemente  perpeadicn- 
lar  a  la  recta  PQ,  y  por  consiguiente  al  plano  PQR'  que  contiene  a  es- 
ta línea :  así  mismo  el  plano  proyectante  que  tiene  por  traza  a  A'B'  es 
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perpendicular  a  la  recta  QR',  y  por  consiguiente  al  plano  PQR'«  Y  co«>. 
mo  este  plano  es  perpendicular  a  un  mismo  tiempo  a  los  dos  planos 
proyectantes,  lo  será  también  a  su  intersección  que  es  la  misma  recta 
dada  en  el  espacio* 

34.  Ademas  ,  observaremos  que  no  es  cierto  este  teorema ,  cuando 
se  trata  de  las  proyecciones  oblicuas  (n?  8) ;  y  que  debemos  guar* 
darnos  creer  que  existe  la  relación  ya  dicha,  entre  las  proyecciones  de 
dos  rectas,  cuando  estas  son  perpendiculares  entre  sí;  porque  sus  pro- 
yecciones ortogonales,  sobre  un  mismo  piano,  no  formarán  ángulo  rec- 
to, a  no  ser  que  sea  una  de  las  líneas  propuestas  parálela  al  plano  de 
proyección. 

35.  Hallar  la  menor  distancia  que  kai  desde  un  punto  (A,  A')  a  un  fig.  12. 
plano  dado  PQR\ 

Para  resolver  el  problema,  bajaremos,  en  primer  lugar,  desde  el  punto 
(A,  A')  una  perpendicular  indefinida  al  plano,  tirando  (n.^'  33)  las  pro- 
yecciones AB  y  A'B'  perpendiculares  respectivamente  a  las  trazas  PQ 
y  QR'  :  hallaremos  en  seguida  el  punto  (M,  M')  en  que  esta  recta  en* 
cuentra  al  plano,  esta  parte  la  ejecutaremos  como  en  el  n.^  30,  cuyos 
raciocinios  se  aplican  a  la  presente  figura,  en  la  que  se  han  conservado 
las  mismas  anotaciones.  Hecho  todo  esto,  veremos  que  AM  y  A'M'  son 
evidentemente  las  proyecciones  de  la  menor  distancia  pedida;  y  en  se* 
guida  hallaremos  la  magnitud  absoluta  de  esta  distancia  (n.^  17)  tiran- 
do la  horizontal  HM'M'^  igual  a  AM  y  la  recta  A'M"  quo  será  la  ver- 
dadera distancia  que  hai  desde  el  punto  al  plano. 

36.  Hallar  la  menor  distancia  de  un  punto  (C,  C)  a  una  recta  da-  fig.  13. 
da  (AB,  A'B'). 

Tiremos  en  primer  lugar  jw>r  el  punto  (C^C^)  un  plano  perpendicu- 
lar a  la  recta  dada;  sabemos  que  las  trazas  de  este  serán  perpen- 
diculares (n.^  33)  a  las  proyecciones  AB  y  A'B'  de  la  recta;  y  para  de- 
terminar uno  de  los  puntos  de  estas  trazas,  nos  figuramos  tirada 
sobre  este  plano  una  horizontal  que  pase  por  el  punto  (C,C').  Esta 
recta ,  que  será  precisamente  paralela  a  la  traza  horizontal  que  bas- 
camos, tendrá  por  proyecciones  a  CD  perpendicular  a  AB,  y  a  C'D' 
paralela  a  XY;  en  virtud  de  esto,  eirta  recta  irá  a  penetrar  al  plano 
vertical  en  (D,D'):  ni  ahora  tiramos  la  D'Q  perpendicular  a  la  A'B' 
y  la  QP  perpendicular  a  AB,  estas  dos  serán  las  trazas  del  plano  que 


Digitized  by 


Google 


>BS  LIBBO   I.      DS   LAS   RECTAS   T   DE   LOS   FLANOS* 

buscamos.  Hecho  esto,  si  construimos  (n.®  30)  el  punto  (M,  M')  en  que 
este  plano  encuentra  a  la  recta  (AB,  A'B')  y  te  unimos  con  (C;C'),  ten- 
dremos que  la  línea  (CM,  CM')  se  hallará  evidentemente  contenida  en 
el  plano  D'QP  y  por  lo  tanto,  será  perpendicular  a  la  (AB,  A'B^);  por 
consiguiente  dicha  recta  (CM,  CTM')  medirá  la  distancia  mas  corta  pe- 
dida, su  ma^itnd  absoluta  C'M"  se  deducirá  de  las  proyecciones  CM, 
y  C'M'  sirviéndonos  para  ello  de  la  regla  jeneral  expuesta  n.**  17. 

En  este  depurado,  vemos  que  como  el  plano  D'QP  no  es  ni  un 
dato  ni  tampoco  un  resultado  del  problema  primitivo,  y  sí  solo  un  me- 
dio auxiliar  para  resolver  el  problema  propuesto,  deberemos  expresar 
sus  trazas  como  líneas  auxiliares  (n.^  15).  Esta  misma  observación  se 
aplica  a  la  figura  14,  cuya  explicación  vamos  a  dar. 
14.  37.  Otra  sóliLcion.  Hagamos  pasar  un  plano  por  el  punto  (C,C')  y 
por  la  recta  dada  (AB,  A'B')  para  conseguirlo,  bastará  unir  el  punto 
(C,C')  con  el  (A,  A')  y  determinar  las  trazas  verticales  de  las  dos  rectas 
(AB,  A'B')  y  (AC,  A'C);  y  hallaremos  que  B'D'Q  y  QA  serán  las  tra- 
zas del  plano  auxiliar  de  que  acabamos  de  hablar.  Hecho  esto ,  abata- 
mos este  plano  moviéndolo  al  rededor  de  su  traza  horizontal  AQ,  y  su- 
pongamos que  lleva  consigo  a  la  recta  y  al  punto  dados.  En  este  movi- 
miento de  revolución,  el  punto  (B,  B')  no  saldrá  fuera  del  plano  ver- 
tical BF  que  es  perpendicular  a  la  charnela  AQ :  ademas,  la  distan- 
cia B'Q  que  hai  desde  este  punto  al  punto  fijo  Ct,  permanecerá  invaria- 
ble; en  virtud  de  todo  esto,  si  con  el  radio  QB'  describimos  un  arco  de 
círculo  que  corte  a  la  BF  en  B",  este  punto  será  el  abaitmiento  del  (B, 
B')  y  la  recta  propuesta ,  así  como  también  la  traza  QB'  quedarán  a- 
batidas  en  AB"y  QB".  Asimismo,  tirando  las  perpendiculares  DD"  y 
ce  a  la  chamela  AQ,  veremos  que  la  línea  ( ACD,  A'C'D')  quedará 
abatida  en  AD"  y  el  punto  C  lo  estará  en  C".  Hecho  esto,  como  todos 
los  datos  del  problema  están  abatidos  sobre  el  plano  horizontal  sin  que 
hayan  cambiado  sus  posiciones  respectivas;  podremos  bajar  la  parpen- 
dicular  C"M"  a  la  AB"  y  será  la  menor  distancia  pedida  en  «w  ver- 
dadera magnitud.  Este  resultado  es  por  lo  común  el  único  que  intere- 
sa: sin  embargo,  si  también  quisiéramos  fijar  la  posición  de  la  menor 
distancia,  no  tendríamos  que  hacer  otra  cosa  que  levantar  todo  el  sis- 
tema hasta  que  ocupe  su  posición  primitiva :  el  punto  M"  se  referirá  a 
M  por  medio  de  una  perpendicular  a  la  charnela  AQ,  y  de  aquí  nos 
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será  fácil  deducir  la  proyección  vertical  M'  (o.®  10);  de  modo  que  por 
último  la  distancia  en  cuestión  estará  proyectada  en  (OM,  C'M'). 

38.  Este  modo  de  resolver  la  cuestión  es  mui  útil  para  el  caso  que 
queramos  hallar  sobre  la  retta  ( AB,  A'B')  un  punto  que  diste  del  (C,  C) 
UTuí  cantidad  dada  <í.  Porque  después  Je  haber  abatido  según  lo  hemos 
hecho  arriba,  la  recta  y  el  punto  dados  como  lo  están  la  AB''  y  el  C" 
describiremos  con  «I  radío  C"N"=(í  un  arco  de  círculo  que  cortará  a 
la  AB"  en  N",  y  este  será  el  abatimiento  del  punto  que  se  nos  pide ; 
levantando,  en  seguida,  todo  el  sistema  a  su  posición  primitiva  hacién- 
dolo jirar  al  rededor  de  la  charnela  AQ,  tendremos  que  el  punto  N"  se 
referirá  a  N,  y  tendrá  por  proyecciones  a  N  y  N\  Conocemos  mui  bien 
que  en  jeneral  este  problema  tiene  otra  solución,  porque  el  arco  descrito 
con  el  radío  d,  corta  jeneralmente  a  la  recta  AB"  en  dos  puntos  N"  y  n'\ 

39.  Hallar  los  ángulos  que  forma  un  plano  dado  PQR'  con  los  no.  15. 
dos  planos  de  proyección. 

Sabemos  que  para  medir  la  inclinación  de  dos  planos,  basta  cortarlos 
con  otro  tercer  plano  que  sea  perpendicular  a  su  intersección,  y  que 
las  dos  rectas  trazadas  sobre  este  plano  secante,  forman  entre  sí  un  án* 
guio  que  expresa  la  inclinación  que  buscamos.  Según  esto,  cortemos  el 
plano  PQR'  y  el  plano  horizontal  con  un  plano  perpendicular  a  la  tra- 
za PQ.  Este  plano  secante,  que  será  vertical,  tendrá  por  trazas  una 
línea  AD  perpendicular  a  PQ,  y  la  vertical  DD';  por  consiguiente  cor^ 
tara  al  plano  dado  según  una  recta  que  en  el  espacio  unirá  al  punto 
A  con  el  D',  y  será  la  hipotenusa  de  nn  triángulo  rectángulo  cuyos 
catetos  serán  AD  y  DD'.  Si  ahora  hacemos  jirar  este  triángulo  al  re- 
dedor de  DD'  hasta  aplicarlo  sobre  el  plano  vertical  de  proyección,  este 
triángulo  será  el  D'A"D  y  el  ángulo  del  mismo  nombre  medirá  la  in- 
clinación del  plano  PQR'  sobre  el  plano  horizontal. 

Para  hallar  el  ángulo  que  el  mismo  plano  PQR'  forma  con  el  plano 
vertical,  cortaremos  a  los  dos  con  un  plano  CDB'  perpendicular  a  la  tra- 
za vertical  QR',  y  esto  nos  producirá  un  triángulo  rectángulo  cuyos  ca- 
tetos serán  CD  y  DB',  por  consiguiente  si  este  triángulo  le  abatimos  , 
haciéndole  jirar  alrededor  de  CD,  será  el  DB"C,  en  el  cual  el  ángulo 
B"  expresará  la  inclinación  pedida  (*). 

(*)  En  algunas  artes,  se  define  muchas  veces  un  plano,  por  la  traza  ha^ 
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FIO.  15.      ^0*     Tirar  un  plana,  por  un  punto  dado,  de  modo  que  fiarme  un 
angiulo  OL  con  el  plano  horizontal  y  otro  6  con  el  vertical. 

En  primer  logar  obaervomos,  que  en  el  problema  precedente,  Íob 
dos  planos  secantes  D'DA  y  B'DC  deben  cortarse  según  una  rec- 
ta perpendicular  al  plano  PQR',  que  será  la  misma  que  medirá  la 
menor  distancia  que  hai  desde  este  plano  al  punto  D  de  la  línea  de 
tierra.  Como  ademas,  esta  perpendicular  abatida  succesivamente  con 
los  dos  triángulos,  está  manifiestamente  representada  por  las  rectas 
DF  y  Dfj  bajadas  perpendicularmente  a  las  hipotenusas,  sígnese  de  a- 
quí  que,  sea  cual  fuere  el  plano  PQ.R',  siempre  deberemos  hallar  la  rela- 
ción DF=:D/.  Esto  supuesto,  si  sin  conocer  al  plano  PQR'  que  supo- 
nemos tener  con  los  planos  fijos  las  inclinaciones  a  y  g,  construimos 
a  discreción  sobre  la  línea  de  tierra  un  triángulo  rectángulo  D'DA'* 
en  el  cuál  el  ángulo  A"  sea  igual  a  a;  y  en  seguida  describimos  con 
la  perpendicular  DF  un  arco  de  círculo,  y  le  -tiramos  una  tanjente 
WyC  de  modo  que  forme  el  ángulo  B^'  igual  a  g:  esta  tanjente  (*)  de- 
terminará, por  medio  de  su  encuentro  con  la  prolongación  de  la  vertid 
t»il  D'D,  un  punto  C  de  la  traza  del  plano  PQR\  Hecho  esto  y 
tirando  la  recta  CQ  tanjente  al  arco  de  círculo  descrito  con  el  radio 


Hzontal  PQy9u  inclinación  a  sobre  el  plano  horizontal.  Con  solos  es^ 
tos  datos j  es  siempre  fácil  hallar  su  traza  vertical  empleando  para  ello  el 
plano  de  perfil  AD  perpendicular  a  PQ^y  que  contenga  al  ángulo  oí:  por 
que  acostando  a  DA  según  A'U  y  formando  el  ángulo  DATDr:^  a,  tenr 
dretnos  que  el  lado  A!*D  prolongado  irá  a  cortar  a  la  vertical  DU  en  d 
punto  D'  por  el  cual  debe  tirarse  la  traza  QD'K.  También  algunas  ve- 
ces deja  de  emplearse  el  plano  vertical  de  proyección^  y  se  abate  el  perfil 
alrededor  de  AD  formando  el  ángulo  DA^ssz  a,  lo  que  espresa  de  un 
modo  suficientemente  claro  la  posición  del  plarío  propuesto^  permitiendo 
deducir  de  ella  las  consecuencias  que  pódameos  necesitar.  En  sustancuv 
el  plano  deperJU  ocupa  d  lugar  del  plano  vertical  de  proyección. 

(^)  Como  es  evidente  que  d  ángulo  CDf=R'=z  g,  pudiéramos,  en 
lugar  de  tirar  esta  tanjente,  construir  el  triángulo  rectángulo  CDf  sobre 
la  base  DF;  y  en  seguida  tradadar  su  hipotenusa  desde  D  hasta  C  sobre 
la  prolongaciott  de  la  vertical  D^D. 
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DA",  y  uniondo  en  seguida  los  pTintos  Q  y  D\  obtendremos  las  tra- 
zas de  iin  plano  CQD',  que  tendrá  las  indicaciones  a  y  $  oon  los 
planos  fijos:  para  resolver  en  seguida  el  problema  primitivo,  no  ten- 
dremos  mas  que  tirar  por  el  punto  dado  otro  plano  paralelo  al 
CQD'(n.«    23). 

41.     Construir    el  ángulo  comprendido   entre    dos  planos  dados  pig.  10, 
PQR'  y  PSR^ 

Para  resolver  este  problema,  es  preciso ,  según  hemos  dicho  ante* 
riormente,  cortar  a  estos  dos  planos  con  otro  tercero  que  sea  per- 
pendicular a  su  intersección.  Y  como  esta  recta,  que  se  halla  proyec- 
tada (n*^  27)  según  las  PR  y  P'R\  es  la  hipotenusa  de  un  triángulo 
rectángulo,  cuyos  catetos  son  PR  y  RR';  este  triángulo  abatido  sobre 
el  plano  horizontal,  será  el  PRR*'.  Si  ahora  levantamos  una  perpen- 
dicular A"B  a  esta  hipotenusa  en  un  punto  arbitrario  A"  de  ella  y 
levantamos  en  seguida  el  triángulo  R''RP  hasta  que  tome  la  situa- 
ción vertical  PR,  es  evidente  que  entonces  la  línea  A"B  se  hallará 
en  el  plano  secante  que  debemos  tirar  perpendicularmente  a  la  in- 
tersección por  este  punto  A";  en  seguida  como  A"B  irá  a  penetrar 
al  plano  horizontal  en  B,  tendremos  que  la  recta  CBD  perpendicular 
a  la  proyección  PR,  será  (n.®  33)  la  traza  horizontal  del  plano  se- 
cante. Según  esto  veremos  que  este  último  plano  cortará  a  los  planos 
propuestos  según  dos  rectas  que  partiendo  del  punto  levantado  A"  ter- 
minarán en  C  y  D,  formando  un  triángulo  cuya  base  será  CD,  y  el  án- 
gulo del  vértice  A"  será  el  mismo  que  se  nos  pide;  y  así  no  habrá  mas 
que  construir  este  triángulo.  Pero  como  la  altura  de  este  triángulo  es 
precisamente  la  A"B,  porque  después  de  haber  alzado  esta  recta  se  ha- 
lla en  el  plano  vertical  RP,  que  es  perpendicular  a  la  base  CD;  ademas 
si  abatimos  este  triángulo  haciéndolo  jirar  al  rededor  de  CD  como 
chamela,  veremos  que  el  vértice  A'  no  saldrá  fuera  del  plano  vertical 
PR  que  es  perpendicular  a  la  charnela  :  luego  si  tomamos  sobre  PR 
la  distancia  BA=s=BA",  hallaremos  que  CAD  es  el  triángulo  pedido,  y 
el  ángulo  expresado  por  el  mismo  nombre  es  el  que  mide  la  inclinación 
de  los  dos  planos  PQR  y  PSR'. 

Hubiéramos  podido  también  aplicar  sobre  el  plano  vertical ,  la  inter- 
sección de  los  dos  planos  propuestos ;  en  cuyo  caso  esta  recta  hubiera 
estado  representada  por  la  RT",  y  levantándole  en  seguida  uifa  per- 
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pendicolar  en  un  punto  cualquiera,  tal  como  la  A'B\  trasladaríamos  so 
pie  B '  a  B,  y  en  seguida  haríamos  de  esto  el  mismo  uso  que  el  que  he- 
mos hecho  arriba. 

FIO.  17.  42.  Cuando  los  pldnos  propuestos  tienen  sus  trazas  paralelas  en 
uno  de  los  dos  planos  de  proyección ,  como  sucede  con  los  planos 
R*QP  y  R'ST,  la  construcción  precedente  pide  una  lijera  modificación, 
que  hace  que  la  solución  sea  mas  sencilla :  porque  sabemos  (n.o  28) 
que  en  este  caso,  la  intersección  es  la  recta  horizontal  (RT\RV)  para- 
lela a  las  trazas  horizontales.  Por  consiguiente,  si  tiramos  un  plano 
vertical  CRR'  perpendicular  a  esta  intersección,  este  plano  cortará  a 
los  planos  propuestos,  según  dos  rectas  que  formarán  con  CD  un  trián- 
gulo que  tendrá  por  vértice  al  punto  R  y  por  altura  la  vertical  RR:  de 
modo  que  abatiendo  este  triángulo  sobre  el  plano  horizontal  moviéndolo 
alrededor  de  su  base  CD,  tendremos  que  el  vértice  R  vendrá  a  caer 
en  R',  y  el  ángulo  CR'D  será  la  medida  de  la  inclinación  de  los  pla- 
nos propuestos. 

Finalmente  si  todas  las  trazas  fuesen  paralelas  a  la  línea  de  tierra 
como  se  vé  en  la  fig.  9.,  cortaríamos  a  los  planos  dados  con  el  plano 
de  perfil  ZXV,  del  cual  hemos  hecho  ya  uso  en  el  n.^  29 ,  y  por  medio 
del  abatimiento  de  que  nos  hemos  servido  en  dicho  numero,  hallaríamos 
el  ángulo  PA"T,  que  es  la  inclinación  de  los  planos  en  cuestión. 

FIG.  18.  43. '  Hallar  el  ángulo  que  forman  dos  rectas  dadas  (AB,  A'B')  y 
(BC,  V¿). 

Por  ángulo  de  dos  rectas ,  que  muchas  veces  no  se  encuentran ,  se 
entiende  el  ángulo  que  comprenderían  entre  sí,  dos  rectas  tiradas  por 
el  mismo  punto  del  espacio  paralelas  respectivamente  a  las  prime- 
ras: principiaremos  por  examinar  si  las  líneas  propuestas  se  cortan. 
Si  dichas  rectas  tienen  un  punto  común,  este  deberá  proyectarse  ho- 
rizontalmeute  en  B  y  verticalmente  en  h\  Mas  para  que  estos  puntos 
sean  las  proyecciones  de  un  mismo  punto  del  espacio ,  será  preciso 
(n?.  10)  que  la  recta  Bé'  sea  perpendicular  a  la  línea  de  tierra ,  cuya 
condición  vemos  que  nb  queda  satisfecha  en  el  caso  presente;  por 
consiguiente  las  rectas  propuestas  no  se  cortan.  En  este  caso ,  vamos 
a  tirar  una  paralela  a  la -línea  (BC,  ¿V)  por  un  punto  cualquiera  de  la 
otra  recta,  y  para  simplificarlo  mas,  elejiremos  el  punto  que  se  halla  pro- 
yectada en  B,B\  Esta  paralela  tendrá  también  por  proyección  horizon* 
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tal  a  la  recta  BC  ,  dada  ya ,  y  por  proyección  vertical  a  la  línea  B'C 
paralela  a  la  V¿  ;  de  modo  que  el  problema  quedará  reducido  a  hallar 
el  ángulo  formado  por  las  dos  rectas  (AB,  A'B'J  y  (BC,  B'C)  que  mi- 
raremos como  los  datos  inmediatos  de  la  cuestión. 

Construyendo  las  trazas  horizontales  A  y  C  de  estas  rectas,  tendre- 
mos que  la  línea  AC  será  la  base  de  un  triángulo  que  tendrá  por  vérti- 
ce al  punto  (B3')  en  que  se  cortan  las  rectas  propuestas,  y  cuyo  ángu- 
lo en  el  vértice  será  el  mismo  que  buscamos.  Pero  como  la  altura  de 
este  triángulo  es  evidentemente  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectán- 
gulo que  tiene  por  base  la  perpendicular  BH  bajada  a  la  AC,  y  por 
altuta  la  vertical  que  proyecta  el  vértice  a  B,  cuya  vertical  es  igual  a 
B'K;  sígnese,  que  si  tomamos  a  KH"=BH,  y  en  seguida  tiramos  la 
B'H",  esta  recta  será  la  altura  del  triángulo  primitivo*  Esto  supuesto, 
si  abatimos  esto,  triángulo  primitivo  sobre  el  plano  horizontal ,  hacién* 
dolo  jirar  alrededor  de  su  base  AC,  veremos  que  el  vértice  no  saldrá 
nunca  fuera  del  plano  vertical  HB  perpendicular  a  esta  base;  luego  to- 
mando la  altura  B'H"  desde  H  hasta  B'',  tendremos  que  el  triángulo 
que  buscamos  estará  abatido  según  AB"C,  y  el  ángulo  de  esta  misma 
denominación,  será  el  que  forman  en  el  espaciólas  dos  rectas  (AB 
A'B')y(BC,BC'). 

44.  Cuando  una  de  estas  rectas  ,  la  segunda  por  ejemplo ,  es  pa- 
ralela al  plano  horizontal,  no  existirá  el  triángulo  de  que  nos  hemos 
servido ;  pero  la  traza  .horizontal  del  plano  de  las  dos  rectas  propues- 
tas ,  que  en  el  caso  jeneral  era  AC  ;  será  en  este  caso,  una  paralela  a 
BC  tirada  por  el  punto  A;  de  modo  que  abatiendo ,  según  lo  hemos  he- 
cho arriba ,  este  plano  alrededor  de  su  traza,  hallaremos  también  el  án- 
gulo pedido. 

No  hablaremos  del  caso  en  que  ambas  rectas  son  paralelas  al  plano 
horizontal,  porque  en  este  caso  el  ángulo  que  dichas  rectas  forman  en 
el  espacio,  es  igual  al  comprendido  por  sus  proyecciones. 

45.  Finalmente ,  si  en  el  caso  jeneral ,  se  nos  propusiese  dividir  en  pig.  18. 
dos  partes  iguales  el  ángulo  que  forman  dos  rectas  que  se  cortan  en  el 
espacio,  ejecutaríamos  esta  división  después  de  haber  abatido  este  án^ 

guio  sobre  el  plano  horizontal;  en  seguida  levantaríamos  el  ángulo  y  la 
recta  q  .ie  le  divide  ,  observando  que  el  punto  en  que  esta  última  línea 
va  a  cortar  a  la  traza  horizontal  del  plano  de  las  rectas  dadas,  perma- 
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necerá  íiiinóvil  en  todo  este  movimiento  de  rotación.  Aconsejamos  al 
lector  el  ejercicio  en  las  diversas  operaciones  indicadas  en  los  nümeros 
44  y  45. 
FiG.  19.      46.     Hallar  el  ángulo  formado  par  una  recta  (AB,  A'B' )  con  un 
lylano  PQR'- 

El  ángulo  que  una  recta  forma  con  un  plano,  seria  una  cantidad 
indeterminada,  si  no  hubiese  un  convenio  de  entender  por  esta  locución 
el  ángulo  que  la  recta  propuesta  fomia  con  su  proyección  ortogonal 
9obre  el  jilano ;  y  esta  elección  se  funda  en  que  este  ángulo  es  eviden- 
temente el  menor  de  todos  los  que  forma  la  recta  con  todas  las  demás 
líneas  que  pueden ,  pasando  por  su  pie  ,  trazarse  en  el  plano  de  que  tra- 
tamos. De  aquí  se  sigue  que,  si  desde  un  punto  cualquiera  de  esta  rec- 
ta bajamos  una  perpendicular  al  plano  propuesto ,  el  ángulo  com^H-en- 
dido  entre  esta  perpendicular  y  la  recta  primitiva  será  complemento  del 
que  queremos  hallar,  y  será  suficiente  para  deducir  de  él  este  último. 

Por  consiguiente,  tiremos  por  un  punto  (B,B')  tomado  arbitraiia- 
mente  sobre  la  recta  dada ,  una  perpendicular  (  BC ,  WC^ )  al  plano 
PQR\  y  en  seguida  construyamos  el  ángulo  formado  por  las  dos  recesa 
(AB,  A'B')  y  (BC,  B'C-).  Si  a  este  caso  aplicamos  el  método  del  nú- 
mero 43,  veremos  que  será  preciso  bajar  la  perpendicular  BH  a  la 
AC,  tomar  a  KH' =  BH ,  y  trasladar  la  hipotenusa  B'H"  desde  H  a 
B";  hecho  esto,  tendremos  que  AB'*C  será  el  ángulo  lie  las  dos  rec- 
tas. En  seguida ,  construiremos  su  complemento^  tirando,  por  ejemplo, 
la  B"D  perpendicular  a  la  CB";  y  por  último  AB"D  será  el  ángulo 
formado  por  la  recta  (AB,  A'B')  con  el  plano  PQR\ 

47.  Este  mismo  método  nos  puede  servir  para  hallar  los  ángulos 
de  una  recta  con  sus  proyecciones ,  porque  estos  son  los  mismos  án- 
gulos que  dicha  recta  forma  con  el  plano  liiorizontal  y  vertical ;  solo  que 
las  construcciones  precedentes  padecen,  en  este  caso^  simplificactones 
que  advertiremos  con  facilidad.  Prescindi^ido  de  esto ,  llegaremos  a 
obtener  estos  mismos  resultados  de  un  modo  mas  proato,  abatiendo  la 
recta  sobre  uno  de  los  planos  fijos ,  segan  lo  hemos  ejecutado  en  el  nu- 
mero 17,  en  el  cual,,  el  ábgulo  ABA"  es  la  inclinación  de  la  recta  (^AB, 
A'B')  sobre  su  proyección  AB,  o  sobre  el  plano  horízoBtal. 

48.  Comtru^  la  posición  y  magnitud  de  la  línea  que  nmb  la  me-^ 
ner  distancia  entre  dos  recta»  colocadas  en  eferentes  planos. 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO    II.    PROBLEMAS   SOBRE   LAS   LINEAS   RECTAS   T  LOS    PLANOS.  00 

Sabemos  que,  en  el  espacio,  pueden  muí  bien  dos  rectas  no  encon^^ 
trarse  sin  ser  paralelas:  en  este  caso  tiene  lugar  la  cuestión  de  inda^ 
gar  entre  todas  las  líneas  que  unen  dos  puntos  cualesquiera  dé  ellas, 
cual  es  la  mas  corta ;  con  el  objeto  de  poder  elejir  mejoor  la  serie  de 
operaciones  que  debemos  efectuar  para  resolver  este  problema,  vamos 
a  indicarlas  primeramente  en  una  figura  en  perspectiva,  en  la  cual  AB  fig.  20. 
y  CD  representen  las  dos  rectas  propuestas.  Si,  por  ün  punto  cualquier 
ra  B  de  la  primera,  tiramos  una  recta  BE  paralóla  a  CD ,  y  en  segui- 
da concebimos  el  plano  ABE,  este  mismo  plano  será  también  paralelo 
a  la  línea  CD;  y  así ,  si  bajamos  de  un  punto  cualquiera  de  esta  úhima 
recta  una  perpendicular  DF  al  plano  ABE,  no  podr&$er  la  dütanciñ 
que  huscamos  menor  que  DF.  Pero  para  hacer  ver  que  una  recta  igual 
a  DF  puede,  con  efecto,  unir  dos  puntos  de  las  líneas  propuestas ,  tire* 
raos  por  el  pie  F  de  esta  perpendicular  una  paralela  FG  a  CD;  esta  lí- 
nea FG  encontrará  precisamente  a  la  AB  en  un  punto  tal  como  G, 
porque  de  no  ser  así  la  AB  seria  paralela  a  CD,  lo  que  es  contra  la 
hipótesis  admitida.  Ahora  bien ,  si  en  el  punto  G  levantamos  la  per-^ 
pendicular  GH  al  plano  ABE,  dicha  perpendicular  estará  evidentemen- 
te  contenida  en  el  plano  CDFG,  que  es  perpendicular  al  ABE,  y  por 
consiguiente  la  GH  encontrará  a  la  CD.  Esta  linea  GH  ,  igual  y  para^ 
lela  a  DF,  medirá  la  distancia  mas^corta  que  hai  entre  las  rectas  AB 
y  CD,  vemos  también  que  dicha  línea  GH  será  perpendicular  a  un  mis- 
mo tiempo  a  ambas,  por  serió  al  plano  ABE  que  es  paralelo  a  estas 
rectas. 

Para  confirmar  a  posteriúri  la  primera  de  estas  dos  consecuencias; 
basta  observar  que  uniendo  dos  puntos  cualesquiera  m  y  ^  de  las  líiieas 
propuestas ,  la  recta  mn  saldrá  fuera  del  plano  CDFG,  siempre  que  el 
punto  n  sea  diferente  del  G;  en  cuyo"  caso  mn  será  una  oblicua  respec- 
to al  plano  ABE ,  y  como  tal ,  será  mas  larga  que  la  perpendicular 
mp  que  es  igual  con  GH.  En  cuanto  al  caso  en  que  el  punto  n  coinci- 
diese con  el  G,  tendríamos  que  la  recta  mG  seria  oblicua  respecto  a  CD, 
y  por  consiguiente  mas  larga  que  la  perpendicular  GH  ,  que  según  ve- 
mos es  siempre  ía  mas  corta  de  todas  las  líneas  que  pueden  unir  dos 
puntos  cualesquiera  de  las  rectas  propuestas. 

49*  Realicemos  ahora  las  construcciones  que  no  hemos  hecho  arri- 
ba sino  indicar,  y  nos  convencefémos  (según  lo  antinciamos  ya  ri?  3)  de 
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la  diferencia  esencial  que  hai  entre  loa  procedimientos  de  lajeóme- 
tría  ordinaria  y  los  métodos  empleados  en  la  jeometría  descriptiya, 
para  obtener  resultado  completamente  determinados^  en  la  solución  de 
los  problemas,  relativos  a  las  tres  dimensiones  del  espacio. 
21.  Sean  (AB,  A'B')  y  (CD,C'D')  las  dos  rectas  dadas ;  nos  cercioramos 
que  no  se  hallan  en  el  mismo  plano ,  observando,  primeramente,  que  no 
son  paralelas,  y  en  seguida,  viendo  que  los  puntos  en  que  se  cortan  sus 
proyecciones  verticales  y  horizontales ,  no  están  situados  (n?  43)  sobre 
una  misma  perpendicular  a  la  línea  de  tierra.  Esto  supuesto,  elijamos 
el  punto  (B,B')  de  la  primera  recta,  para  tirar  por  él  una  paralela  (BE, 
B'E')  a  la  segunda,  y  construyamos  las  trazas  AEQ  y  QB'  del  plano 
que  contiene  a  las  líneas  (AB,  A'B')  y  (BE,  B'E');  en  seguida,  bajemos 
desde  un  punto  (D,  D')  de  la  segunda  recta,  una  perpendicular  (DF, 
D'F')  al  plano  AQB',  y  determinemos  (n9  30)  por  medio  del  plano  pro- 
yectante DRR'  el  punto  (F,  F')  en  que  esta  perpendicular  encuentra 
al  plano  AQB'.  Hecho  esto ,  será  preciso  tirar  por  el  pie  (F,  F'),  y  pa- 
ralelamente a  (CD,  C'D' ),  una  recta  ( FG,  F'G' )  que  necesariamente 
deberá  cortar  (n?  47)  a  la  (AB,  A'B');  y  por  consiguiente  los  dos  pun- 
tos G  y  G'  deberán  hallarse  sobre  una  misma  perpendicular  a  la  línea 
de  tierra.  En  seguida  tiraremos  por  el  punto  (G,  G')  y  paralelamente 
a  (DF,  D'F')  la  línea  (GH,  G'H');  y  como  esta  debe  asimismo  encontrar 
a  la  recta  (CD,  C'D'),  será  también  indispensable  que  H  y  H'  se  cor- 
respondan sobre  una  misma  perpendicular  a  la  línea  de  tierra.  Con- 
cluido todo  esto,  tendremos  que  GH  y  G'H'  serán  las  proyecciones  de 
la  menor  distancia  pedida ;  para  hallar,  en  seguida,  su  magnitud  abso- 
luta, tomaremos  ( n?  17 )  sobre  la  horizontal  tirada  por  el  punto  G',  una 
parte  KG"  =  GH,  y  en  seguida  tiraremos  la  recta  G"  H'  que  final- 
mente será  la  verdadera  lonjitud  de  la  distancia  en  cuestión. 

50.  Podríamos  también  resolver  el  mismo  problema,  hallando  la 
intersección  de  dos  planos  perpendiculares  al  AQB',  que  pasasen 
uno  por  la  recta  (AB,  A'B'j,  y  el  otro  por  la  (CD,  C'D^.  Sabemos 
que  estos  planes  se  determinarían  bajando  una  perpendicular  al  plano 
AQB'  por  un  punto  de  cada  una  de  las  rectas  propuestas ;  pero  de- 
jaremos al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  estas  construcciones. 

51.  Si  las  dos  rectas  propuestas  fuesen  paralelas  entre  sí,  su  dis* 
tancia  seria  la  misma  en  todos  dus  puntos,  y  para  obtenerla ,  bastaría 
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hallar  la  menor  distancia  de  la  primera  recta  a  un  punto  de  la  segun- 
da; ala  traza  horizontal  de  esta  y  por  ejemplo ,  pero  este  es  un  proble- 
ma f  cuya  solución  hemos  dado  en  los  números  36  y  37. 

Las  diversas  cuestiones  que  acabamos  de  recorrer ,  contienen 
los  elementos  necesarios  para  resolver  los  problemas  en  que  no  haya 
mas  combinaciones  que  las  de  rectas  con  planos  ^  y  hallaremos  aplica- 
ciones mui  útiles  de  ellos,  en  el  capítulo  siguiente.  Aquí  solo  haremos 
observar  que  dadas  las  proyecciones  de  todos  los  cúspides  de  un  po- 
liedro, sabremos  determinar  la  posición  y  lonjitud  de  cada  una  de  sus 
aristas,  la  inclinación  de  cada  cara  sobre  el  plano  horizontal,  o  el  án- 
gulo que  forman  entre  sí  dos  caras;  también  podremos  construir  el 
abatimiento ,  y  en  sus  verdaderas  dimensiones ,  el  polígono  que  forma 
una  cualquiera  de  sus  caras ,  y  hallar  en  seguida  la  sección  que  pro- 
duciría en  el  poliedro  un  plano  cuya  posición  conociésemos.  Y  recípro- 
camente, si  está  definida  la  situación  del  poliedro  por  medio  de  otras 
condiciones  suficientes  en  número,  podremos  concluir  de  ellas  sus  dos 
proyecciones ;  pero ,  como  los  procedimientos  variarán  necesariamente 
con  la  elección  de  los  datos ,  no  citaremos  sino  un  solo  ejemplo  ,  que 
será  suficiente  para  indicar  Ja  marcha  que  debemos  seguir  en  otros 
casos. 

52.  Se  nos^  pide  construir  la  proyección  horizontal  y  vertical  de  un  wg.  22. 
paralelipípedo  rectángulo,  cuya  base  se  halla  sobre  un  plano  inclinado 
al  horizonte  la  cantidad  ta  y  que  tiejie  por  traza  horizontal  a  PQ; 
una  de  las  aristas  de  la  base  del  cuerpo  está  proyectado  horizontal- 
mente  en  AB,  y  las  otras  dos  aristas  contiguas  a  esta,  tienen  las  Ion- 
jitudes  dadas  V  y  1". 

Figurémonos  que,  por  el  cúspide  B,  pasa  un  plano  de  perfil  PRR'  per- 
pendicular a  la  traza  PQ;  dicho  plano  cortará  al  plano  dado  según  una 
recta  que  formará  con  PR  el  ángulo  oa ;  por  consiguiente,  si  abatimos 
este  perfil  moviéndolo  alrededor  de  RP,  y  construimos  el  ángulo  RPR" 
=  ü> ,  y  en  seguida  trasladamos  el  punto  R''  a  la  vertical  RR,'  tendremos 
que  la  recta  R'Q  será  (n?  39)  la  traza  vertical  del  plano  dado  sobre  el 
cual  reposa  la  base  del  paralelipípedo.  Ademas,  si  abatimos  este  último 
plano  haciéndolo  jiral  alrededor  de  PQ,  el  punto  B  que  está  proyec-  ' 
fado  sobre  el  perfil  en  B^',  se  trasportará  evidentemente  a  b;  de  modo 
que  Ab  será  la  verdadera  lonjitud  de  la  arista  AB  abatida  sobre  el 
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plano  horizontal.  Si  en  egte  estado,  tiramos  la  recta  Ad  igual  a  T  y 
perpendicular  a  Ab,  obtendremos  dos  de  los  lados  de  la  base  abatida; 
levantando  en  seguida  esta  cara,  estos  lados  estarán  proyectados  seguu 
AB  y  AD,  y  el  paralelógramo  ABCD  será  la  proyección  horizontal  de 
la  base  del  paralelipípedo.  Esto  supuesto,  la  arista  perpendicular  a  esta 
base ,  que  parte  desde  el  ángulo  B,  está  proyectada  horizontalmente 
(n9  33)  sobre  la  recta  indefinida  BF  perpendicular  a  FQ;  cuando  en  el 
plano  de  perfil,  está  representada  esta  arista  en  su  v  erdadera  magnitud 
por  la  línea  B'T"  igual  a  Z"  y  tirada  a  ángulo  recto  sobre  PR";  por  con- 
siguiente, si  proyectamos  la  estremidad  F"  a  F,  BF  sera  la  proyección 
horizontal  de  la  arista  en  cuestión;  formando,  en  seguida,  el  paralelóga-  . 
mo  ABFE,  y  acabando  las  otras  caras  por  medio  de  diversas  parale- 
las, obtendremos  fiícilmente  la  proyección  completa  ABCDHEFG  de 
todo  el  cuerpo  sobre  el  plano  horizontal. 

En  cuanto  a  la  otra  proyección,  observaremos  que  los  lados  AD  y 
CD  se  hallan  en  el  plano  PQR',  y  que  así  (n?  25)  sus  proyecciones  ver- 
ticales son  A'K'  y  M'N'  que,  por  medio  de  su  encuentro ,  determinan 
el  punto  D',  proyección  vertical  del  ángulo  D  (*).  Si  ademas  proyecta- 
mos el  cúspide  C  a  C,  sobre  la  recta  M'N',  podremos  acabar  el  parale- 
lógramo A'D*C'B';  y  después  de  haber  tirado  por  los  cuatro  ángulos  de 
esta  base ,  perpendiculares  a  la  traza  Q.R',  será  suficiente  proyectar  so- 
bre estas  rectas  indefinidas  los  puntos  E,  F,  G,  H,  a  E',  F',  G',  H',  lo 
cual  deberá  ademas  producimos  rectas  que  serán  paralelas  a  los  lados 
de  la  base  inferior  A'B'G'D'. 

Por  ultimo,  solo  nos  resta  ya  discernir  cuáles  son  las  aristas  visibles  en 
cada  uno  de  los  planos  de  proyección ,  observando  las  reglas  estableci- 
das números  15  y  16,  y  recordando  que  siendo  e\  punto  de  vista  diferente 
en  el  plano  vertical,  y  en  el  horizontal  (n?  16),  una  misma  aris- 
ta, tal  como  en  el  caso  presente  la  (AD,  A'D')  puede  ser  visiblesobre 
uno  de  los  planos  e  invisible  sobre  el  otro. 


(*)  También  se  podrían  hallar  los  puntos  D%C\  y  B'  por  sus  pro- 
yecciones horizontales  y  sus  alturas  sobre  la  línea  de  tierra:  parque 
eOas  alturas  nos  las  daria  el  perfil ,  en  el  cual  los  puntos  en  cuestión  eslían 
todos  proyectados  sobre  la  recta  PR\ 
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CAPITULO  UL 
Re$9luci»n  del  ángulo  triedro. 

53.  En  todo  ángulo  triedro  SABC ,  el  cúspide  S  nos  presenta  tres  fio.  23. 
ángulos  planos  y  tres  ángulos  diedros:  loa  primeros  son  los   ángu* 

los  rectilíneos  que  forman  entre  si  las  aristas ,  los  otros  son  las  incli* 
naciones  mutuas  de  las  caras.  Dados  tres  9  cualesquiera,  de  estos  seis 
ángulos ,  se  tratan  de  hallar  los  otros  tres,  cuya  cuestión  nos  presenta 
seis  problemas  distintos ;  porque  representando  por  A,  B  y  G  los  án- 
gulos diedros  que  tienen  por  aristas  respectivas  a  SA,  &B  y  SC,  y 
por  cCfS  y  y  los  ángulos  planos  o  car€ís ,  que  están  opuestas  a  estos 
ángulos  diedros ,  se  nos  pueden  dar 

19  Las  tres  caras  o  ángulos  planos •  •  «>  S»  y 

2?  Dos  caras  y  el  ángulo  comprendido a,  g,  C 

3?  Dos  caras  y  el  ángulo  diedro  opuesto  a  una  de  ellas  oc,  6»  B 
4?  Dos  ángulos  diedros  y  una  de  las  caras  opuestas.  .  A,  B,  g 

5?  Dos  ángulos  diedros  y  la  cara  comprendida A,  B,  y 

6?  Los  tres  ángulos  diedros A,  B,  C 

Estas  son,  evidentemente,  las  únicas  combinaciones  verdaderamente 
distintas ;  y  aun  las  tres  últimas  pueden  reducirse  a  las  otras  tres  por 
medio  de  un  ángulo  triedro  suplementario. 

54.  Desde  un  punto  cualquiera  8'  tomado  en  el  interior  del  ángulo 
triedlo  S,  bájese  una  perpendicular  a  cada  una  de  sus  caras;  y  para 
^ar  mas  las  ideas,  miremos  al  plano  BSC  como  horizontal,  y  a  la  arista 
SA  como  situada  encima  de  este  plano.  De  este  modo  formaremos  otro 
ángulo  triedro  S\  que  tendrá  por  aristas  a  la  vertical  S'A',  a  una  con  las 
otras  dos  rectas  8'B'  y  S'C  perpendiculares  respectivamente  a  las  ca- 
ras ASO,  y  ASB;  a  este  nuevo  ángulo  triedro  se  da  el  nombre  suplemen^ 
tario  del  primitivo,  porque  los  ángulos  de  las  caras  y  los  ángulos  diedros 
del  uAo,  son  «aplementos  de  los  ángulos  diedros,  y  ángulos  planos  del 
otro.  Pero  cuites  de  deaiostrar  estas  relaciones  recíprocas,  observaremos 
que  no  es  indiferente,  para  formar  el  nuevo  ángulo  triedro,  el  que  las 
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perpendiculares  se  bajen  de  este  o  el  otro  pnnto  del  espacio;  porqae 
tres  rectas  o  tres  planos  que  se  cortan  on  un  mismo  punto  &\  y  están  pro- 
longadas por  una  y  otra  parte  de  este  punto ,  determinan  siempre  ocho 
ángulos  triedros  diferentes,  entre  los  cuales  no  hai  sino  dos  (simétricos 
uno  de  otro  y  opuestos  por  el  cúspide)  que  son  verdaderamente  su- 
plementarios del  ángulo  dado  SABC.  Y  así,  para  no  cometer  error  en 
el  modo  de  prolongar  las  perpendiculares,  bemos  recomendado  d  ba- 
jarlas, desde  un  punto  tomado  en  el  interior  del  ángulo  triedro,  a  las 
caras  de  este ;  en  seguida  podremos  trasportar  al  lugar  del  eq[>acio  que 
queramos  al   ángulo  S'  formado  de  este  modo. 

55.  Esto  supuesto ,  y  representando  por  A',  B',  y  C%  los  ánguloer 
diedros  comprendidos  entre  las  caras  que  se  cortan  según  S'A',  8'B', 
y  S'C,  y  por  a\  &\  y'  las  caras  opuestas  a  estas  arista»,  veremos  que 
el  plano  A'S'B',  que  es  perpendicular  a  las  dos  caras  BSC  y  ASC,  las 
corta  según  dos  rectas  A'E  y  B'E  que  ambas  son  también  perpendicu- 
lares a  la  se,  y  que  en  virtud  de  esto  el  ángulo  A'EB'  será  la  medida 
del  ángulo  diedro  C.  Y  como  el  cuadrilátero  plano  S*A'EB*  tiene  dos 
de  sus  ángulos  que  evidentemente  son  rectos,  y  son  los  A'  y  B*,  sígne- 
se que  los  otros  dos  serán  suplementarios ,  y  tendremos  que 

A'S'B'  -1-  A'EB'  =  180«,  .o  bien /  -|-  C  =  180>, 

del  mismo  modo  probaríamos  que g'  -i-  B  =  180®, 

a'H-A=18(y>, 

considerando  a  los  cuadriláteros  S'A'DC  y  S'C'FB'  como  que  están 
formados  por  las  secciones  de  las  caras  A'S'C  y  B'S'C  en  el  ángulo 
triedro  S*  Luego  las  cetras  del  ángulo  triedro  SV  son^  según  vernos^ 
implementos  de  los  ángulos  diedros  de  8. 

56.  Considéretelos,  ahora ,  los  ángulos  diedros  de  &*;  las  dos  caras 
B'S'A'  y  G'S'A'  cortan  al  plano  BSC,  al  cual  es  cada  uno  de  ellos 
perpendicular,  según  las  rectas  A'E  y  A'D  :  luego  el  ángulo  rectilíneo 
DA'E  es  la  medida  del  ángulo  diedro  A\  Pero  en  el  cuadrilátero  SDA'E 
los  ángulos  D  y  E  son  evidentemente  rectos,  por.  ser  la  cara  A'SB* 
perpendicular  a  SC,  y  la  A'S'C  a  la  SB;  por  c<msiguiente  los  otrbs  dos 
ángulos  de  este  cuadrilátero  son  suplementarios ,  y  tendremos  que 
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DA'E  -I-  DSE  =  180^  o  bien. A'  -i-  a  =  180^ 

del  imamo  modo  probariamoe  que B '  -i-  g  =  180^, 

C'H-y  =  180o, 

«irviéadonofi  para  estaa  últimas  ecuaciones,  de  los  cuadriláteros  SEB'F 
y  BDC'F.  Luego  las  ángulos  diedros  de  S'  son  los  suplementos  de  las 
caras  de  S,  y  podremos  decir  que  este  último  ángulo  triedro  es  tam- 
bién suplementario  del  ángulo  &\ 

57.  Observemos  ahora,  que  si  desde  el  punto  S  como  centro  y  con 
un  radio  arbitrario  tal  como  el  SA,  describimos  una  esfera ,  esta  que« 
dará  cortada  por  las  caras  del  ángulo  triedro  en  S,  según  los  tres  arcos 
de  círculo  máximo  AB,BC,  y  C A,  que  entre  los  tres  formarán  un  trian* 
guio  esférico,  cuyos  lados  medirán  a  los  ángulos  planos  oe,  6,  y  7,  y  sus 
ángulos  no  serán  otra  cosa  que  las  inclinaciones  A,  B  y  C  de  las  caras 
del  ángulo  triedro.  Por  consiguiente,  la  construcción  de  este  último,  por 
el  conocimiento  de  tres  de  s:us  elementos,  viene  a  ser  la  solución  grá- 
fica de  los  problemas  de  que  trata,  por  medio  del  cálculo  la  trigonome- 
tría esférica.  Ademas ,  si  trasportamos  al  centro  S,  el  ángulo  triedro  8% 
sos  caras  cortarán  a  la  misma  esfera  según  otro  triángulo  que  será  el 
suplementario  o  polar  de  ABC,  que  también  se  emplea  en  la  trigono- 
metría esférica  (*). 


(*J  En  todo  rigor,  para  obtener  el  triángulo  polar  de  ABC  en  la 
misma  situación^  en  que  ordinariamente  se  emplea  en  la  trigonometría^ 
seria  preciso  adoptar  d  ángulo  triedro  simétrico  del  S^A^B'O,  el  cual  se 
obtiene  prolongando  las  tres  aristas  de  la  otra  parte  del  punto  S';  es  dedrj 
que  hubiera  sido  preciso,  desde  un  principio,  levantaren  el  cúspide  8  tres 
perpendiculares  a  las  caras  de  este  ángulo  triedro,  una  a  la  cara  BSC,  y 
situada  del  mismo  lado  de  esta  cara  que  la  arista  SA:  otra  sobre  CSA  y 
al  mismo  lado  que  la  arista  8B;  finalmente  la  tercera  sobre  ASB  y  al 
mismo  lado  que  SC*  El  ángulo  triedro  construido  de  este  modo,  kabria 
cortado  precisamente  a  la  esfera  según  el  triángulo  polar  de  ABC\  pero 
la  figura  hubiera  sido  poco  intelijible  sin  d  auxilio  de  los  triángulos  es* 
f  trieos:  y  e^a  es  la  razan  por  qué  hemos  preferido  la  construcion  del 
n.^  54;  con  tanta  mas  razón,  cuánto  que  aquí ,  en  que  no  se  trata  sino 
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58.  VolvamoB  ahora  a  los  seis  {Nroblemas  qae  hemos  enonciado  nú- 
mero 53y  y  observemos  que  siempre  que  se  nos  den  los  tres  ánfulos 
diedros  A ,  B  y  G,  podremos  inmediatamente  hallar  sus  suplementos, 
que  son  (n?  55)  los  ángulos  planos  a\  6%  y  y*  de  otro  ángulo  triedro 
S' :  pero  si  por  el  primer  caso  del  número  53  sabemos  dedncir  de  estos 
nuevos  datos  los  ángulos  diedros  A\:  B'  y  C  no  habrá  mas  que  hacer 
que  tomar  los  suplementos  de  estos  para  obtener  ( n?  56)  los  ángokNi 
planos  oíf&fY  y  del  ángulo  triedro  primitivo  8.  En  todo  esto  vemos  que 
el  cuarto  caso  se  refiere  al  primero ;  así  como  el  quinto  se  reduce  al 
segundo,  y  el  sesto  al  tercero.  Por  consiguiente,  vamos  ahora  a  ocu- 
pamos solamente  de  la  resolución  de  loe  tres  primeros  problemas» 
Pío.  24.  59.  Primer  caso.  Dados  los  tres  ángulos  planos  a^^^yy  de  ws 
ángulo  triedro^  hallar  los  tres  ángulos  diedros  A,  B,  y  G. 

8ean  A'^SB,  BBC  y  C8A',  los  tres  ángulos  dados ,  que  supondre- 
mos- abatidos  en  el  plano  mismo  de  la  cara  BBC,  al  cual  eoniídenue- 
mos  como  si  fuese  el  plano  horizontal  del  depurado ;  es  evidente  que 
para  volver  a  formar  el  ángulo  triedro ,  bastará  que  hagamos  jírar  las 
dos  caras  laterales  A'^BB  y  A'SC  al  rededor  de  las  rectas  BB  y  8C 
como  si  estas  fuesen  unas  chamelas ,  hasta  tanto  que  las  dos  lii^aa 
BA"  y  BA'  lleguen  a  coincidir  una  con  otim ,  y  su  postcion  común  en 
el  espacio  será  la  de  la  tercera  arista,  cuya  proyección,  desconocida  aun^ 
la  espresarémos.por  BA.  Para  determinarla,  tomemos  sobre  las  rectas 
abatidas  iSfA'  y  BA"  dos  distancias  cualesquiera,  pero  iguales,  BD'=: 
BD'\  Hecho  esto ,  es  evidente  que  los  puntos  D'  y  D  *'  deberán  reunir- 
se cuando  formemos  el  ángulo  triedro ;  y  como  al  jirar  al  rededor  de 
las  rectas  BC  y  SB  ,  dichos  pantos  no  saldrán  fuera  de  los  píanos  ver- 
ticales DTD  y  D''ED  que  son  perpendiculares  a  estas  chamelas ,  sí- 
gnese de  aquí  que  los  puntos  abatidos  en  D*  y  D"  iríui  a  cdncidir  con 
el  punto  del  espacio  que  tiene  por  proyección  horizontal  a  D,  y  por 
consiguiente  la  tercer  arista  del  ángulo  triedro  tendrá  por  proyección 
a  SDA. 


de  los  ángulos  triedrios^  los  que  son  simHficos  unos  de  otros  se  compantm 
de  los  mismos  elementos,  solo  que  el  orden  tn  que  están  dispuestos  es  di* 
ferente,  y  que  las  relaciones  suplementarias  son  €Mmismo  dertas. 
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Por  otra  parte,  el  plano  rertical  FD  perpendicular  a  SC,  deberá 
cortar  a  las  dos  caras  que  pasan  por  esta  arista ,  segnn  las  rectas 
FD  y  FD^  que  después  de  levantadas ,  comprenderán  entre  sí  un  án- 
gulo igual  a  la  inclinación  de  estas  caras ,  y  formarán  con  la  verti- 
cal D  un  triángulo  rectángulo;  por  consiguiente»  si  abatimos  este 
triángulo  haciéndolo  jirar  alrededor  de  FD,  y  levantamos  sobre  esta 
base  una  perpendicular  indefinida  DG'  que  terminaremos  por  me- 
dio de  un  radio  FG'  =  FD',  hallaremos  por  este  medio  el  ángulo 
rectilíneo  G'FD  que  será  la  medida  del  ángulo  diedro  C  que  tratába- 
mos de  hallar. 

Asimismo ,  el  plano  vertical  ED  cortará  a  las  dos  caras  que  pa- 
san por  SB,  según  las  rectas  ED  y  ED"  que  después  de  levantadas, 
comprenderán  entlre  sí  la  medida  del  ángulo  diedro  B ;  y  como  estas 
mismas  rectas  forman  también  con  la  vertical  D  un  triángulo  rectángu- 
lo del  cual  componen  la  base  y  la  hipotenusa ,  podrios  construir  con 
facilidad  el  al>atimiento  G"ED  de  este  triángulo,  y  la  medida  del 
ángulo  en  B  será  el  DEG".  Observaremos  también  que  las  dos  verti- 
cides  DG'  y  DG"  deberán  hallarse  iguales  ^  porqué  una  y  otra  expresan 
la  altura  de  un  solo  punto  de  la  arista  SA,  que  es  el  mismo  que  está 
proyectado  en  D. 

Para  hallar  el  tercer  ángulo  diedro  A,  tiraremos  un  plano  secante 
perpendicular  a  SA  por  el  punto  de  esta  arista  que  está  proyectado 
en  D,  y  abatido  por  un  lado  en  D'  y  por  el  otro  en  D".  Este  plano 
cortará  a  las  caras  laterales  según  las  rectas  D'N  y  D'^M,  perpendicu- 
lares respectivamente  a  SA'  y  SA";  y  por  una  consecuencia  necesaria^ 
su  intersección  con  la  cara  B3C  será  la  recta  MN,  que  evidentemente 
deberá  ser  perpendicular  a  la  proyección  horizontal  SA  de  la  tercer 
arista.  Si  ahora  construimos  con  las  tres  líneas  D"M,  MN,  y  ND'  el 
triángulo  PMN,  el  ángulo  T  del  vértice  será  precisamente  la  medida 
del  ángulo  diedro  que  tiene  por  arista  a  SA. 

Observemos  ademas  que  este  triángulo,  antes  de  haberlo  aba- 
tido alrededor  de  MN  tenia  su  vértice  P  situado  en  el  punto  de  la  aris- 
ta S A  opvd  está  proyectado  en  D.  Y  como  esta  charnela  MN  es  por- 
pendícidar,  segun  lojacabamos  de  decir,  al  plano  vertical  SA ,  sigúese 
que  el  punto  P  no  hakurá  podido  salir  fuera  de  este  plano ,  y  por  consi- 
guiaite  seiá  preciso  <}ue  el  abatimiento  de  este  punto  venga  a  caer 
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sobre  la  prolongación  de  la  retrta  SDA  que  es  una  verificación  que  de* 
bemos  observar. 

60.  Las  constrnccionee  precedentes  son  también  aplicables  al  caso 
en  que  los  tres  ángulos  a,  6 >  y  y>  o  algunos  de  ellos  son  obtusos: 
solo  que  es  siempre  preciso,  para  la  posibilidad  del  problema ,  1?  que 
los  tres  ángulos  ' »  6  y  y  cocipopgan  una  suma  menor  que  cua- 
tro rectos ;  2?  que  ademas  el  mayor  de  estos  ángulos  sea  menor  que 
la  suma  de  los  otros  dos.  Con  efecto ,  si  los  datos  de  la  cuestión  no 
cumpliesen  con  estas  condiciones ,  venarnos  con  facilidad  que  las  ope* 
raciones  gráficas  daban  en  la  construcción  de  ios  triángqlos  FDG'  y 
EDF'^  hipotenusas  que  serían  mas  cortas  qu5)  las  bases  :  mientras  que 
estos  triángulos  podrán  construirse ,  siempre  que  las  dos  condiciones 
enunciadas  arriba,  queden  satisfechas,  y  por  consiguiente  podremos 
componer  el  ángulo  triedro  con  los  datos  del  problema. 

61.  Reducir  un  ángulo  al  horizonte.  Este  problema ,  cuya  utilidad 
se  manifiesta  en  el  levantamiento  de  planos  topográficos,  tiene  por  ob* 
jeto  el  hallar  la  proyección  horizontal  de  un  ángulo  a  conocido  en  mag- 
nitud, y  cuyos  lados  forman  con  la  vertical  bajada  desde  el  vértice,  los 
ángulos  dados  g  y  y.  Pero  si  nos  fi|raramos  un  ángulo  triedro ,  cuyas 
tres  aristas  sean ,  esta  vertical  y  los  dos  lados  del  ángulo  propuesto  o, 
en  tal  caso ,  conoceremos  los  tres  ángulos  planos  a ,  6 »  y  y  de  este 
ángulo  triedro ,  y  la  proyección  pedida  será  manifiestamente  el  ángulo 
rectilíneo  que  mide  al  ángulo  diedro  A  comprendido  entre  las  dos  ca- 
ras verticales ;  por  consiguiente  este  problema  está  incluso  en  el  del 
número  59 ,  y  podrá  resolverse  del  mismo  modo ,  si  la  suposición  de 
ser  en  este  caso  una  de  las  aristas  vertical,  no  nos  proporcionase  dar  a 
la  figura  una  disposición  mas  cómoda. 

FIO,  25.  Formemos,  en  un  plano  cualquiera,  los  ángulos  ASB  ==  y  y  ASG  =  & 
con  la  vertical  AS :  dejando  invariable  la  magnitud  del  segundo 
ángulo,  hagámosle  jirar  idrededor  de  SA,  hasta  tanto  que  el  lado 
móvil  se  forme,  en  el  espacio,  un  ángulo  a  con  el  lado  fijo  SB; 
de  este  modo  obtendremos  el  ángulo  dado,  en  la  misma  situación 
exactamente  que  la  que  le  señala  el  problema ,  y  en  seguida  nos  será 
íacil  deducir  de  aquí  la  proyección  horizontal.  Pero,  en  este  movimiento 
de  revolución  alrededor  de  SA ,  el  pie  C  del  lado  móvil  describirá  un 
arco  de  círculo  CC,  cuyo  centro  se  hallará  en  A ;  y  se  detendrá  ^i  sa 
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movimiento  en  tin  punto  C  de  este  arco ,  colocado  de  tal  modo  que 
su  distancia  al  pnnto  fijó  B  será  evidentemente  la  base  de  un  trían- 
guio  que  tendrá  por  lados  rectas  iguales  a  SB  y  SC,  y  el  ángulo  com- 
prendido entre  ellas  será  igual  a  a.  Por  consiguiente,  si  construimos 
sobre  el  plano  vertical,  un  ángulo  BSC*'=  a,  y  tomamos  a  SC"  =  SC, 
la  recta  BC"  será  la  distancia  de  que  hablamos ;  trasladándola  en  se- 
"guida  de  B  a  C  por  medio  de  un  arco  de  círculo ,  conoceremos  la  po- 
sición ,C'  en  que  debe  pararse  el  pie  del  lado  móvil  SC,  y  por  con- 
siguiente esta  recta  estará  proyectada  horizontal  mente  según  AC. 
Por  otra  'parte,  como  el  lado  fijo  SB  está  proyectado  sobre  AB,  con- 
cluimos de  aquí  que  el  ángulo  ct,  situado  en  el  espacio,  tiene  por 
proyección  horizontal  a  BAC;  y  así  este  ángulo,  que  puede  ser 
mayor  o  menor  que  a ,  es  el  que  debemos  emplear  en  una  carta  to- 
pográfica ,  en  la  cual  deben  representarse  todos  los  objetos  por  sus  pro- 
yecciones- 

62*     Segundo  caso.    Dados  dos  ángulos  planos  a  y  &  de  un  ángulo 
triedro ,  y  el  ángulo  diedro  comprendido  C,  hallar  las  otras  partes. 

Sean  BSC  =a  y  CSA'=  6  los  dos  ángulos  planos  abatidos  sobre  pig.  26. 
el  plano  horizontal ;  haciendo  ahora  jirar  el  segundo  ángulo  plano  al- 
rededor de  SC,  hasta  que  forme  con  la  cara  BSC  ,  el  ángulo  diedro  C, 
obtendremos  las  dos  caras  de  ángulo  triedro  en  su  verdadera  situa- 
ción. Pero,  en  todo  este  movimiento  de  rotación ,  un  punto  cualquiera 
D'  tomado  a  discreción  sobre  la  arista  móvil ,  no  saldrá  fuera  del  pla- 
no vertical  D'FM  que  es  perpendicular  a  la  charnela  :  luego  si,  cons- 
truimos, en  este  plano  abatido  alrededor  de  FM  el  ángulo  MFK  =  C, 
y  tomanH>s  la  distancia  FG'  =  FD^  es  evidente  que  el  punto  D'  vendrá 
a  colocarse  en  G',  y  por  consiguiente  ,  que  dicho  punto  se  hallará  pro- 
yectado horizontal  mente  en  D,  cuando  la  cara  móvil  ASC  haya  toma- 
do la  inclinación  que  requiere  la  cuestión.  Ahora  bien ,  el  punto  del 
espacio ,  que  tiene  por  proyecciones  a  D  y  G*  pertenece  a  la  tercer 
cara  desconocida ,  y  si  la  suponemos  abatida  alrededor  de  SB,  el  punto 
(D ,  G' )  no  saldrá  del  plano  vertical  DED"  que  es  perpendicular  a 
esta  chamela:  y  como,  ademas,  debe  también  permanecer  este  punto  a 
una  distancia  del  vértice  igual  a  SD',  sígnese  que  si  con  esta  distancia 
describimos  un  arco  de  círculo ,  este  arco  cortará  a  la  recta  indefinida 
DE  en  el  punto  D"  que  nos  determinará  el  ángulo  D*'SB  que  será  el 
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ángulo  plano  de  la  tercera  cara  deacoiiocida.  Y  como  hemos  hallado  ya 
los  tres  ángalos  planos  del  ángulo  triedro ;  el  problema  ti.  ^  59  nos  eu^ 
señará  el  modo  de  constraír  los  demás  ángulos  diedros. 

Podíamos  también  emplear  en  ia  constmcciont  la  distancia  MG',  que 
es  evident^nente  igual  a  MD",  para  describir  un  arco  de  feírculo ,  cuyo 
encuentro  con  el  primero  nos  habria  determinado  el  punto  D^\ 

63.  Tercer  caso.  Dado»  do»  ángulo»  a  y  &  de  un  angula 
triedro  y  el  ángulo  diedro  B  cpue»to  a  uno  de  ello»,  hallar  la»  otra» 
parte». 
FiG.  27.  Sean  BSC  =  ay  CSA' s=  §  los  dos  ángulos  planos  dados  abatidos 
sobre  el  plano  horizontal.  Si  en  un  plano  vertical  £F  perpendicular  a 
la  arista  SB,  construimos  el  ángulo  REF  =  B,  y  en  seguida  nos  fi« 
guramos  un  plano  indefinido  que  pase  por  SE  y  £R,  este  plano  indi- 
cará la  posición  de  la  cara  incógnita :  de  modo  que  para  componer  ef 
ángulo  triedro  ^  no  habrá  mas  que  hacer  jirar  la  cara  A'SC  alrededor 
de  CSy  hasta  que  la  arista  SA'  llegue  a  colocarse  en  el  plano  SER. 
Durante  este  movimiento  de  votación»  el  punto  D'  de  la  arista  móvil  ño 
saldrá  del  plano  vertical  D'FM,  tirado  por  el  punto  F  perpendicular- 
mente  a  la  charnela  CS ;  y  por  cousiguieote  este  punto  D'  se  detendrá 
sobre  la  intersección  del  plano  vertical  FM  con  el  plano  indefinido  SER: 
pero  esta  intersección  es  una  recta  que  parte  del  punto  M  y  vienen  a 
encontrar  a  la  vertical  F  en  el  mismo  punto,  evidentemente  que,  la  rec- 
ta ER  levantada:  luego,  si  para  hallar  esta  altura ,  tiramos  la  línea  FR 
perpendicular  a  FE,  y  trasladamos  en  seguida  FR  de  modo  que  fotm» 
ángulo  recto  con  FM  desde  F  hasta  R',  tendremos  que  la  línea  MR' 
será  la  intersección  de  que  hemos  hablado,  y  sobre  esta  línea  deberá 
detenerse  el  punto  D'  de  la  arista  móvil  SA\  Y  así  es,  que  describiendo 
con  el  radio  FD'  un  arco  de  círculo  que  corte  a  MR'  en  G,  hallarésios 
la  posición  G  de  un  punto  de  la  tercera  arista  SA  en  el  plano  vertical 
FM,  nos  seria  fácil  deducir  la  proyección  horizontal  D  de  esta  arista. 

Observemos  ahora  que  este  punto  G,  situado  en  el  plano  vertical 
MF,  pertenece  a  la  cara  incógnita,  y  que  cuando  se  abate  esta  alre- 
dedor de  la  arista  SB,  no  varia  de  distancia  respecto  a  los  puntos  M 
y  S  situados  8di>re  la  charnela.  Y  como  evidentenaente  estas  distaDcias 
son  MG  y  SD';  sigúese  que  si  con  estas  rectas,  por  radios,  describimoa 
dos  arcos  de  circuk) ,  su  encuentro  D"  determinará  el  abatimiento  del 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO   in.    RESOLUCIÓN   DEL   ÁNGULO    TRIEDRO.  41 

punto  G  (*),  y  por  consiguiente  la  cara  incógnita  será  D"SB.  Después 
de  hallada  esta  cara ,  recaeremos  en  el  caso  n.®  59,  y  sabremos  ya 
construir  las  otros  partes  del  ángulo  triedro. 

64.  Notemos,  ademas,  que  el  arco  de  círculo  descrito  con  el  radio 
FD',  cortará,  en  jenera),  a  la  recta  MR'  en  dos  puntos  G  y  g;  de  modo 
<\ue  al  jirar  la  cara  A'SC  alrededor  de  CS,  podrá  tomar  dos  posicio* 
nes,  en  las  que  se  hallará  la  arista  SA'  situada  en  el  plano  indefinido 
SER  o  en  el  SMR';  respecto  a  una  de  estas  posiciones  ,  el  punto  D' 
se  detendrá  en  G,  y  para  la  otra  vendrá  a  parar  a  g.  Por  consiguiente, 
si  abatimos  este  último  punto  como  hemos  hecho  con  el  primero ,  alre- 
dedor de  SB,  dicho  punto  se  trasladará  a  ^',  y  en  este  caso  ¿''SB 
será  el  ángulo  plano  de  la  tercer  cara  incógnita..  Habrá  pues  dos  án^ 
gulos  tiedros  que  se  podrán  componer  con  los  datos  a ,  6  y  B,  cuyo 
resultado  es  enteramente  análogo  at  que  se  presenta  en  la  construcción 
de  un  triángulo  rectilíneo  en  que  se  conocen  dos  lados ,  y  el  ángulo 
opuesto  a  uno  de  ellos. 

No  hai  necesidad  de  aftadir  que  si  el  arco  descrito  con  el  radio  FD' 
no  hace  sino  tocar  a  la  recta  MR',  no  habrá  mas  de  una  solución;  y 
que  el  problema  será  imposible  de  resolver,  cuando  este  arco  no  en- 
cuentre en  ningún  punto  a  la  recta  MR\ 

65.  Sin  enibargo,  importa  observar,  que  no  debe  admitirse  la  según-  ftg  27. 
dasolucion  y  cuando  el  punto  ^  caiga  sobre  MR^  y  (iebajo  de  MF,  es 
decir,  debajo  del  plano  horizontal  (suponemos  en  esto  que  se  ha  tenido 
cuidado  de  construir  el  ángulo  dado  B,  ya  sea  agudo  o  ya  obtuso^  encima 

del  plano  de  proyección).  Con  efecto,  el  ángulo  triedro  que  en  este  caso 
se  hallaría ,  estaría  evidentemente  compuesto  de  los  ángulos  planos  a  y 
g,  y  de  un  ángulo  diedro  suplemento  de  B:  pero,  como  se  nos  dá  aquí 
este  último  gráficamente,  y  no  por  el  valor  de  su  seno ,  no  puede  haber 
en  tal  caso  ambigüedad  sobre  su  magnitud ,  y  por  consiguiente  no  nos 
es  permitido  la  adopción  indiferente  de  B  o  180^  —  B. 

Por  la  misma  razón,  seria  precno  desechar  las  dos  soluciones,  y  de- 


(*)  Taníbien  podriam^s  hallar  el  abatimiento  1>"  combinando  uno 
de  estos  dot  arcos  con  la  recta  Diy*  tirada  por  la  proyección  horizontal 
D  del  punto  Oj  perpendicularmente  a  la  ckarnelu  8B. 
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clarar  el  problema  iiiipo»bIe ,  con  las  caiitidade»  dadas ,  cuando  los 
dos  puntos  G  y  g  cayesen  ambos  debajo  de  la  horizontal  MF,  lo  cual 
no  podrá  suceder  sino  cuando  el  ángulo  diedro  B  sea  obtuso. 

OBHERVACION.  Aun  cuando  los  tres  últimos  problemas  del  nú^ 
mero  63  puedan  convertirse  en  los  tres  primeros  por  medio  de  un  án- 
gulo triedro  suplementario ,  según  lo  hemos  hecho  ver  en  el  n.®  58 ,  es 
interesante  y  útil  algunas  veces  hallar  una  solución  directa.  En  virtud 
de  esto  vamos  a  esponerla ;  prevenimos,  sin  embargo,  a  los  lectores  qué 
principian  a  estudiar  la  Jeometría  descritiva ,  que  esta  solución ,  supo- 
ne el  conocimiento  de  los  planos  tanjentes  a  las  superficies  curbas  ;  y 
así  es  que  harán  mui  bien  en  diferir  la  lectura  de  lo  que  sigue,  hasta 
(¡uo  hayan  estudiado  lo  menos  los  capítulos  II  y  III  del  libro  segundo. 
liAIVI.  8.  ^^*  (Cuarto  caso.  Dados  dos  ángulos  diedros  AyB  de  un  ángu- 
ri(i.  I.  ¡0  triedro  y  una  de  las  caras  opuestas  6  ,  hallar  las  otras  partes. 

Adoptemos  por  plano  horizontal  el  de  la  cara  incógnita  y,  y  tracemos 
sobro  61  el  abatimiento  ASC"  de  la  cara  dada  6  ;  tiremos  en  seguida 
pcrpendicularmente  a  la  arista  SA ,  el  plano  vertical  D"EF,  y  tracemos 
sobre  este  el  ángulo  D-ED  igual  al  ángulo  diedro  A  que  se  nos  da  en 
la  cuestión.  Hecho  esto,  si  hacemos  jirar  la  cara  ASC  alrededor  de 
AS,  hasta  que  llegue  a  acomodarse  sobre  el  plano  SED'  tendremos 
que  el  punto  D^'  se  trasportará  a  D',  cuyo  punto  se  proyecta  horizontal- 
monto  en  D;  y  para  acabar  de  componer  el  ángulo  tiedro ,  no  tendre- 
mos mas  que  hacer  pasar  por  la  arista  ('SD,  ED^ )  un  plano  que  forme 
ron  el  plano  horizontal  un  ángulo  igual  al  ángulo  diedro  B.  Para  con- 
seguir esto ,  tiremos  en  el  plano  vertical  EF  la  recta  D'F,  de  modo  que 
formo  ol  ángulo  D'FD  =  B ;  y  en  seguida ,  y  después  de  haber  he- 
cho jirar  esta  recta  alrededor  de  la  vertical  D'D  para  enjendrar  por  este 
medio  un  cono  de  revolución ,  cuya  base  será  el  círculo  DF ,  tiremos 
un  plano  tanjente  a  este  cono  de  modo  que  pase  por  la  arista  (SD,  ED'). 
Este  plano  tendrá  por  traza  a  la  recta  SGB  tirada  desde  el  punto  S 
Innjoncialmcnte  al  círculo  ,  cuyo  radio  es  DF ,  y  esta  será  la  tercera 
arista  del  ángulo  triedro  de  que  tratamos  y  determinará  la  cara  ASB 
=  y.  En  cuanto  a  la  tercer  cara  a ,  que  en  el  caso  presente  está  abati- 
da sogun  B8r'\  veremos  fácilmente  que  se  construye  tomando  sobre 
la  perpendicular  DG  una  lonjitud  GD^'*  igual  a  la  jeneratríz  DT  del 
cono  a  que  os  tanjente  esta  cara. 
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67.  Quinto  caso.     Dados  dos  ángulos  diedros  AyB  deun  ángulo^^^-^- 
triedro ,  y  la  cara  comprendida  y  ,  hallar  las  otras  partes. 

Después  de  haber  trazado  sobre  el  plano  horizontal  un  ángulo  ASB 
=  y  para  representar  la  cara  conocida ,  tiremos  un  plano  vertical  EF 
perpendicular  a  la  arista  SA,  y  tracemos  en  él  el  ángulo  F'EF  igual  al 
ángulo  diedro  A;  del  mismo  modo  construyamos  en  un  plano  perpendi- 
cular a  la  arista  SB,  el  ángulo  G'KG  ==  B.  Hecho  esto,  tendremos  que 
los  planos  SEF'  y  SKG'  serán  los  que  forman  las  caras  desconocidas: 
y  para  hallar  otro  segundo  punto  D  de  la  proyección  SDC  de  su  inter- 
sección, será  suficiente  que  los  cortemos  con  un  mismo  plano  horizontal 
cualquiera.  Para  esto,  tomaremos  las  alturas  iguales  EH'  =  KL';  y  ti- 
rando, en  seguida,  las  rectas  H'F' y  L'G' respectivamente  paralelas  a 
las  dos  líneas  de  tierra  EF,  y  KG ,  hallaremos  las  dos  secciones  hori- 
zontales F'D  y  G'D,  las  cuales  nos  darán  a  conocer  el  punto  D  que 
buscamos ,  por  medio  de  su  encuentro.  Finalmente,  para  abatir  las  dos 
caras  que  se  cortan  según  SDC,  tomaremos  las  perpendiculares  MD" 
=  EF'  y  ND'"  =  KG',  y  estas  dos  caras  tendrán  evidentemente  por 
verdadera  magnitud  a  ASC"  y  a  BSC". 

68.  Sesto  caso.     Dados  los  tres  ángulos  diedros  A,  B,  y  C,  de  un 
ángulo  triedroj  Judiar  las  tres  caras. 

Señalemos  sobre  el  plano  horizontal  que  supondremos  coincidir  con  „/  3  * 
el  de  la  cara  incógnita  y,  la  recta  arbitraria  DA,  para  que  represente 
una  de  las  aristas  de  esta  cara ;  y  sobre  un  piano  vertical  perpendicu- 
lar a  DA  tracemos  el  ángulo  Y'AX  igual  al  ángulo  diedro  dado  A :  el 
plano  Y'AD  será  también  el  que  contiene  a  la  cara  g.  Bajemos  en  se- 
guida, de  un  punto  T'  tomado  arbitrariamente  en  el  interior  del  ángu- 
lo Y'AX,  las  perpendiculares  T'O  y  T'I ,  a  las  caías  7  y  6  >  y  tracemos 
los  ángulos  T '  FO  =  B  y  T'GT  =  C;  hecho  esto,  si  hacemos  jirar  es- 
tos ángulos  alrededor  de  los  ejes  T'O  y  T '  I ',  enjendrarán  dos  conos 
de  revolución ,  a  los  cuales  deberá  evidentemente  ser  tanjente  la  cara 
incógnita  a ;  de  modo  que  la  cuestión  se  reduce  a  tirar  un  plano  que 
toque  a  un  mismo  tiempo  a  estos  dos  conos ,  cuyo  cúspide  común  se 
halla  en  T',  y  sus  bases  son  los  círculos  descritos  con  los  radios  OF 
e  I'G'.  La  solución  directa  consistirá,  en  hallar  la  traza  horizontal  del 
segnndo  cono  F  T'  G';  y  tirar  en  seguida  una  tanjente  común  a  esta 
curba  y  al  círculo  cuyo  radio  es  OF ;  pero  recurriendo  a  las  considera- 
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cmwé  tiiiiuientei^  9  podremos  evitar  el  trazado  aproximativo  de  unacurba 
por  fuedio  de  puntos. 

IriHcríbamofi  una  esfera  al  couo  T*OF,  de  modo  qae  el  círcalo  horí- 
z^ifital  3f  F\  sea  un  círculo  meuor  de  ella :  el  centro  te*  de  esta  esfera, 
H^;  hallará  tirando  la  recta  F»"  normal  al  cono  de  que  se  trata  ;  y  para 
t^'U^r  otra  segunda  esfera ,  igual  a  e^ta,  y  asimismo  inscrita  en  el  otro 
cono  T'  r  G',  será  preciso  tirar  la  línea  T'  H*  =  «*  F  de  suerte  que  for- 
me ángulo  recto  con  T'  G',  y  concluir  el  paralelógramo  T  H'  K*  ^\  que 
í*erá  el  que  nos  dé  a  conocer  el  centro  'x  Y  c'  radio  (f  K'  de  esta  nueva 
esfera.  Hecho  esto ,  figurémonos  un  cilindro  que  esté  circunscripto  a 
la^  dos  esferas  dichas  ;  este  las  tocará  s<^gun  dos  círculos  perpendicu* 
lares  a  su  eje  que  es  la  recta  'f*  ta;  y  como  el  plano  que  toque  a  los  dos 
conos  a  un  mismo  tiempo »  debe  ser  necesariamente  tanjente  a  laa  dos 
«esferas ;  sigúese  que  dicho  plano  es  también  tanjente  al  cilindro  de  que 
tratamos ,  y  la  cuestión  se  reduce  a  tirar  por  el  punto  T^  un  plano  que 
sea  tanjente  a  esta  tola  superficie. 

Por  consiguiente  ^  el  método  directo  sería  el  trazar ,  en  el  planeos'  V 
perpendicular  al  eje  9*  (u' ,  un  círculo  con  un  radio  igual  a  u  F  ;  y  en 
seguida  tirar  una  tanjente  a  este  círculo  por  el  punto  en  que  terminase 
sobre  este  plano  la  paralela  al  eje  tirada  por  el  punto  T\  Todo  esto  po- 
dría ejecutarse  en  el  abatimiento  sobre  el  plano  horízontal ;  pero  hai 
todavia  otro  medio  mas  corto.  Con  efecto,  debiendo  el  plano  que  bus- 
camos ser  tanjente  a  un  mismo  tiempo  al  cilindro,  a  la  esfera  t^  y  al  cono 
TTO,  debe  hallarse  su  punto  de  contacto  con  la  esfera ,  1?  sobre  el 
círculo  horízontal  MFN  que  es  la  línea  de  contacto  de  la  esfera  y 
del  cono:  2?  sobre  el  círculo  máximo  contenido  en  el  plano  o)^  V  que 
es  la  línea  de  contacto  de  la  esfera  con  el  cilindro.  Pero  como  es- 
tos dos  círculos  se  cortan  manifiestamente  según  una  cnerda,  que  está 
proyectada  verticalmente  en  el  punto  M^  y  representada  en  su  ver- 
dadera posición  por  MM'N  sobre  el  plano  horízontal;  sigúese  que  M 
es  el  punto  de  contacto  y  BMS  la  traza  horízontal  del  plano  tanjente 
pedido:  su  traza  vertical,  que  debe  pasar  por  el  cúspide  T*,  será  desde 
luego  BT'C. 

Ya  que  conocemos  la  magnitud  ASB  =y  de  la  cara  horizontal  y  la 
proyección  BC  de  la  arista  según  ía  cual  se  cortan  los  dos  planos  SAC^ 
y  SBC^  no  habrá  mas  que  abatir  estos  dos  últimos  alrededor  de  las 
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charnelas  AS  y  BS,  y  hallaremos  fácilmente  las  dos  caras  ASC"=  S 
y  BSC"'=  a.  Observaremos  que  la  arista  abatida  según  SC"  deberá 
ser  tanjente  al  círculo  descrito  desde  el  punto  I'^  con  un  radio  igual  a 
FG';  porque  este  círculo  es  la  base  del  segundo  cono  T'I  'G '  al  cual  es 
también  tanjente  al  plano  SBC. 
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CAPITULO  PRIMERO. 

De  la  jeneracion  de  las  superficies  y  de  su  representación 

gráfica. 

69.  Hemos  anunciado  (n?  7) 'que  para  representar  gráficamente,  nna 
superficie,  no  era  preciso,  como  en  las  líneas,  tratar  de  construir  las 
proyecciones  de  los  diferentes  puntos  de  este  lugar  jeométrico  sobre 
los  dos  planos  fijos  de  proyección :  con  efecto ,  en  virtud  de  que  sobre 
una  superficie  y  partiendo  de  un  punto  dado,  podemos  caminar  en  una 
infinidad  de  direécionee,  el  medio  precedente  no  tendría  otro  resultado 
que  recargar  los  planos  fijos  de  una  multitud  de  puntos  y  líneas,  cuya 
unión  no  podríamos  percibir,  y  cuyo  compexo ,  sobre  todo ,  no  pintaría 
de  ningún  modo  al  ojo  del  observador,  ni  la  forma  de  la  superfice,  ni  su 
curbatura  mas  o  menos  pronunciada,  ni  tampoco  el  numero  de  sus  na- 
pas (1).  Por  consiguiente  emplearemos  otro  procedimiento  (n?  93),  de- 
ducido de  la  naturaleza  misma  de  esta  magnitud,  de  la  cual  debemos 
ante  todo  dar  una  definición  exacta. 

70  Por  la  palabra  superficie  no  debemos  entender  solamente  una 
serie  de  puntos  o  de  curbas  tan  próximas  unas  de  otras  cnanto  que- 

(1)  La  voz  napa  que  nuevamente  introducimos  tanto  en  este  tratado 
como  en  el  de  matemáticas  de  Francoeur  traducido  para  servir  de  testo 
en  el  Instituto  nacional ,  es  tomada  del  griego,  en  cuya  lengua  significa 
el  declivio  o  falda  de  los  montes,  y  de  aquí  por  analojta  la  hemos  apli- 
cado a  las  superfi4Íes. 
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ramos  y  y  que  no  tienen  entre  sí  ninguna  dependencia  fija :  es  pre- 
ciso aun  que  estos  puntos  o  estas  líneas  estén  sujetas  a  alguna  traba- 
zón común  y  continua,  cuya  espresion  analítica  no  seria  otra  cosa  que  la 
ecuación  de  la  superficie ,  y  cuya  definición  jeométrica  debe  enunciar- 
se así. 

Una  superficie  es  el  lugar  de  las  diversas  posiciones  que  totna  en  el 
espacio  cualquiera  línea  móvil  que  cambia  de  situación^  y  aun  deforma 
según  una  lei  determinada  y  continua. 

La  línea  móvil  se  llama  jeneratriz;  y  por  esta  frase,  una  lei  determi- 
nada, es  preciso  entender  ciertas  condiciones  que,  respecto  a  cada  punto 
dado  en  el  espacio,  no  dejen  nada  arbitrario  en  la  forma  ni  en  la  posi- 
ción de  jeneratriz.  Y  como  el  medio  mas  cómodo  para  espresar  (a  lo 
menos  en  parte)  la  lei  de  este  movimiento,  es  señalar  una  o  mas  líneas 
fijas,  llamadas  directrices,  sobre  las  que  constantemente  deberá  apo- 
yarse la  jeneratriz  en  todas  sus  posiciones :  sigúese  que  para  difinir 
completamente  una  superficie  particular  es  preciso  indicar  la  naturaleza 
de  la  jeneratriz,  el  modo  en  que  se  mueve,  y  las  directrices  sobre  quie- 
nes debe  resbalar  mientras  dura  su  movimiento  (*).  Con  solo  cam* 


(*)  Efectivamente  por  medio  de  la  tradtíccion  al  análisis  de  este  mo- 
do de  enjendrarse ,  o  de  una  propiedad  equivalente ,  es  como  siempre  se 
halla  la  ecuación  de  la  superficie  (  Véase  TAnalyse  áppliquée  á  la  géo* 
métrie  des  trois  dimensions ,  chap.  XIY .)  Recíprocamente,  cuando  un 
lugar  jeométrico  está  definido  inmediatamente  por  la  ecuación  F {x,y, 
z)  =  0,  si  cortamos  esta  superficie  con  diversos  planos ,  por  ejemplo  ho- 
rizontales ,  obtendremos  las  curbas 

(l)z=a,yF(x,y,a)  =  o(2) 
z=  a'yF(x,  y,  a')  =  o 
z  =  a"yF(x,y,0=o 

de  las  que  una  de  ellas  cualesquiera  que  sea,  espresa  lo  que  viene  a  ser  la 
primera,  cuando  atribuimos  a  la  constante  a  los  valores  sucesivos  a\  a'' ; 
por  consiguiente,  estas  diversas  curbas  son  las  posiciones  sucesivas  que  to- 
maría la  curba  (1)  y  (2),  si  se  la  hiciese  mover  en  planos  paralelos ,  cam- 
biando también  sus  dimensiorus,  según  una  lei  que  dependería  del  modo 
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biar  estas  directrices  ,  hallaremos  diversas  superficies  que  todas  perte- 
necerán a  la  misma  familia:  debemos  ademas  conocer  que  cada  super- 
ficie individual  es  susceptible  de  ser  ejendrada  de  una  infinidad  de  mo- 
dos. Vamos  a  citar  muchos  ejemplos ,  tanto  para  aclarar  la  difinícion 
jeneraly  cuanto  para  adquirir  desde  luego  el  conocimiento  de  los  luga- 
res jeométricos  de  que  tendremos  que  hacer  un  uso  frecuente. 
Fie.  28.  71.  UNA  SUPERFICIE  CÓNICA ,  es  el  lugar  de  todas  las  posi- 
ciones que  toma  una  recta  móvil  SA  (fig.  28)  sujeta  a  pasar  siempre 
por  un  punto  fijo  S,  y  a  apoyarse  constantemente  sobre  una  curba  dada 
ABC,  cuya  curba  puede  ser  de  doble  curbatura,  es  decir»  que  no  tenga 
situados  todos  sus  pantos  en  un  mismo  plano.  Según  esta  difinicion, 
la  recta  móvil  SA  es  una  jeneratriz  constante  de  forma,  y  variable  solo 
de  posición,  mientras  que  el  panto  fijo  y  la  curba  ABC  son  las  direc- 
ces:  ademas  debiendo  considerarse  a  esta  línea  SA  como  jN*olongada  has- 
trita  el  infinito  por  una  y  otra  parte  del  punto  S  que  se  llama  cúspide  o 
centro  enjendrará  las  dos  napas  opuestas  e  indefinidas  SABC,  S  ct  g  y. 
Si  sustituyésemos  a  la  carba  ABC  cualquiera  otra  directriz,  aun  cuando 
cambiásemos  el  cúspide  S ,  obtendríamos  diversas  superficies  indivi- 
duales que  todas  pertenecerían  a  \a  familia  de  los  conos. 

72.  Pero  estas  superficies  admiten  también  otros  modos  de  enjen- 
drarse.  Con  efecto,  si  cortamos  el  cono  SABC  con  varios  planos,  pa- 
ralelos, hallaremos  secciones  semejantes  A*  B'  C*,  A''  B"  C",  es  decir, 
curbas  en  que  existirán  puntos  como  O',  0^\  de  tal  naturaleza  que  los 
radios  vectores,  respectivamente  paralelos.  O' A'  y  0''A",  O'B'  y  0"B" 
0*D'  y  0"D'*....  tendrán  entre  sí  una  razón  constante:  esta  proposición, 
que  escieita  sea  cual  fuere  la  directriz  ABC,  se  demuestra  fácilmente 
por  la  teoría  de  las  líneas  proporcionales.  Con  el  objeto  de  fijar  las 


en  que  entrase  la  constante  a  en  la  ecuación  (2) ,  asi  es  que  eliminando 
este  parámetro  entre  las  ecuaciones  (1)  y  (2)  recaeriamosy  etidentementej 
en  la  ecuación  /^(x,y,  z)  =  o  que  por  consiguiente  se  halla  ser  el  lu- 
gar de  todas  las  posiciones  de  la  primera  curba  móvil.  Añadamos 
ademas  que  como  podemos  adoptar  una  infinidad  de  direcciones  para  los 
planos  secantes  paralelos ,  o  también  emplear  otras  superficies  secantes^ 
de-be  haber  para  cada  superficie  una  infinidad  de  modos  de  ef enerarla. 
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ideas,  supondremos  qae  ABC  es  una  elipse,  cuyos  dos  semi  ejes  son 
O  A  =  a,  y  OB  =  h ;  según  esto,  las  otras  secciones  A'B^C,  A"B"C", 
que  suponemos  paralelas  a  esta  base,  serán  también  elipses,  cuyos  ejes 
serán  asimismo  paralelos  a  los  de  ABC,  y  ademas  darán 

b  ~  V~b" 

Esto  supuesto,  si  hacemos  mover  la  elipse  ABC  de  modo  que,  1?  su 
centro  recorra  la  recta  SO;  29  que  en  todo  el  movimiento  permanezcan 
siempre  los  ejes  paralelos  a  sus  posiciones  primitivas:  3?  que  dichos  ejes 
vayan  aun  mismo  tiempo  disminuyendo,  y  que  esta  diminución  sea  pro* 

porcional  a  las  distancias  SO,  SO',  SO'' ;  satisfechas  qne  sean  estas 

condiciones;  es  evidente  que  esta  elipse  móvil  coincidirá  sucesivamente 
con  las  A'B'C,  A"B"C"-..;  y  según  esto,  será  respecto  a  la  superficie 
cónica  propuesta,  una  jeneratriz  variable  deforma  y  deposición.  Pero 
para  reducir  estas  diversas  condiciones  a  un  enunciado  mas  simple, 
bastará  recordemos  que  una  curba  de  segundo  grado,  queda  determi- 
nada ,  en  su  plano ,  por  el  conocimiento  de  cinco  de  sus  puntos ;  por 
consiguiente ,  si  trazamos  sobre  el  cono  cinco  aristas  fijas  como  las 
SA ,  SB  ,  se  ,  SD  y  SE  ,  podremos  decir  que  para  enjendrar  la  su- 
perficie ,  es  preciso  hacer  mover  a  la  elipse  variable  ABC,  de  mo- 
do que  su  plano  sea  siempre  paralelo  a  sí  mismo,  y  que  constan- 
temente se  apoye  sobre  estas  cinco  rectas  miradas  como  otras  tantas 
directrices. 

Finalmente ,  supuesto  que  está  a  nuestro  arbitrio  tomar  los  planos 
secantes  paralelos  a  una  dirección  cualquiera,  y  que  también  podría- 
mos cortar  al  cono  con  cualesquiera  otras  superficies ,  por  ejemplo ,  con 
esferas  descritas  desde  el  punto  O  como  centro  y  de  un  radio  variable, 
admitiremos  como  conclusión  evidente  que  hai  una  infinidad  de  líneas 
planas  o  de  doble  curbatura ,  que  podremos  adoptar  por  jeneratrices  de 
una  misma  superficie  cónica* 

73.     UNA  SUPERFICIE  CILINDRICA  es  el  lugar  de  las  díver-  p,g.  m 
sas  posiciones  que  toma  una  recta  mótil  AA'  qtie  resbala  sobre  una  cur- 
ba fija  ABC,  permaneciendo  siempre  paralela  a  una  dirección  dada. 
Pero  no  solo  es  admisible  este  primer  modo  de  describir  la  superficie, 
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en  el  que  es  constante  de  forma  la  jeneratriz  AA';  sino  que  como  todas 
las  secciones  paralelas  al  plano  ABC  son  curbas  manifiestamente  idén- 
ticas y  podremos  también  mirar  la  superficie  como  que  la  ha  recorrido  la 
curba  ABC  rnovíéíidose  paralelamente  a  sí  misma  (*)  apoyándose  siem- 
pre en  el  mismo  punto  de  ella  sobre  la  recta  A  A' ,  esta  será,  en  el  caso 
presente  una  directriz  de  la  curba  móvil  ABC.  Si  en  seguida  variamos  la 
dirección  de  las  secciones  paralelas,  hallaremos  una  infinidad  de  jene- 
ratrices  diferentes ,  propias  todas  ellas  para  describir  el  cilindro :  ade- 
mas estas  superficies  pueden  considerarse  como  un  caso  particular  de 
los  conos ;  tal  es  el  de  alejarse  el  cúspide  a  una  distancia  infinita* 

74.  Observemos,  de  paso,  que  si  fuese  la  directriz  de  un  cono  o  de 
un  cilindro  una  recta ,  dicha  superficie  se  reduciría  a  un  plano ,  y  este 
puede  definirse  como  que  es  el  lugar  de  las  posiciones  que  toma  una 
recta  móvil  sujeta  ,  1.^  a  resbalar  sobre  una  recta  fija  ,  2.°  a  pasar  cons- 
tantemente por  un  punto  dado  ,  o  sino  a  permanecer  siempre  paralela  a 
su  primera  dirección. 
FiG.  30.  75.  UNA  SUPERFICIE  DE  REVOLUCIÓN  es  ejendrada  por 
una  curba  cualquiera  GG*G"  que  jira  alrededor  de  una  recta  fija  DZ,  de 
modo  que  cada  uno  de  sus  puntos  G  describe  un  círculo  j  cuyo  plano  es 
perpendicular  al  eje  DZ,  y  su  radio  es  la  distancia  mas  corta  GO  que 
hai  desde  este  punto  al  eje.  Observemos  que  estos  diferentes  radios  GO, 
G'  O'  G"  O",  aun  cuando  todos  son  perpendiculares  a  DZ,  no  por  eso 
son  paralelos  entre  sí  cuando  la  jeneratriz  GG'G"  es  de  doble  cur- 
batura ;  o  aun  cuando  siendo  plana ,  no  se  halle  el  eje  DZ  sobre  el 
mismo  plano  que  la  curba.  Ademas  de  esto  diremos,  que  se  llaman 
paralelos  de  la  superficie ,  a  los  diferentes   círculos,  tales  como  los 

GMA,  G'M'A' que  estos  radios  describen. 

76.     Si  por  el  eje  DZ,  hacemos  pasar  un  numero  cnalesquiéra  de 
planos  tales  como  los  ZOA,  ZOM nos  resultarán  secciones  como 


(*)  Decimos  que  una  curba  se  fnueve  paralela  a  sí  misma ,  siempre 
que  dos  de  sus  cuerdas j  sean  las  que  fueren  ,  permanecen  siempre  para- 
lelas a  sus  direcciones  ^;r¿míV¿?vi«.  Esta  condición  envuelve  evidente^ 
mente  en  sí  el  paralelismo  del  plano  de  la  curba;  pero  esto  misnio  es- 
presa  ademas  que  esta  curba  no  jira  en  su  plano  móvil. 
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las  A  A' A",  MM'M '',  que  se  llaman  los  meridianos ,  o  mas  bien  cur- 
has  meridianas  de  la  superficie ,  y  que  en  cuanto  a  su  forma  son  nece- 
sariamente idénticas.  Con  efecto ,  estos  planos  meridianos  cortan  a  los 
paralelos  según  radios  que  forman  entre  sí  ángulos  que  evidentemente 
son  iguales,  como  lo  vemos  en  los  AOM,  A'O'M',  A"0"  M";  por  con- 
siguiente ,  si  hacemos  jirar  el  plano  ZOM  una  cantidad  angular  MOA, 
tendremos  que,  todos  los  radios  OM,  O'  M*,  O"  M",  coincidirán  a  una 
con  los  OA  O' A',  O" A",  y  las  curbas  meridianas  se  confundirán 
una  con  otra. 

77.  Según  esto  resulta  que ,  la  meridiana  AA'A"  al  jirar  alrededor 
de  DZ  ,  recorre  toda  la  superficie  de  revolución ,  y  puede  mirarse  co- 
mo una  nueva  jeneratriz  que  reemplaza  a  la  curba  primitiva  GG'G". 
Esta  última,  será  con  efecto,  distinta  del  meridiano,  siempre  que  no  ten- 
ga todos  sus  puntos  situados  en  un  mismo  plano  que  pase  por  DZ,  se- 
gún podemos  observarlo  en  la  figura  de  que  estamos  tratando ,  que 
está  espresada  como  construida  en  perspectiva  sobre  el  plano  ZOBB" 
A"A  ;  y  en  razón  a  este  convenio  hemos  punteado  las  partes  de  los  pa- 
ralelos y  de  la  curba  GG'G"  que  están  detras  de  este  cicadro.  Fuera  de 
esto ,  podremos ,  construir  siempre  el  meridiano  por  el  conocimiento 
de  cualquiera  jeneratriz  ,  pues  para  ejecutarlo  bastará  hallar  los  puntos 
en  que  un  plano  tal  como  el  ZOB  corta  a  los  diferentes  paralelos  des- 
critos por  los  puntos  de  GG'G" ;  y  mas  adelante  (n.®  148)  daremos 
un  ejemplo  de  esta  operación. 

78.  Las  superficies  en  que  ahora  nos  ocupamos,  admiten  también  ^^^^  '^^• 
otra  especie  de  jeneracion  que  nos  es  interesante  conocer.  Supuesto 

que  todo  plano  perpendicular  al  eje  DZ,  da  por  sección  un  círculo  cuyo 
centro  se  halla  sobre  este  mismo  eje  (n?  75),  y  que  tiene  un  punto  co- 
mún con  la  curba  GG'  o  con  la  meridiana  BB' ,  podremos  en  virtud 
de  esta  propiedad ,  mirar  a  la  superficie  de  revolución  con  el  lugar  de 
las  diferentes  posiciones  que  toma  un  círculo  movily  que  se  mantiene 
siempre  perpendicular  a  la  recta  DZ  ,  cuyo  centro  recorre  esta  misma 
recta ,  al  propio  tiempo  que  su  radio  varia  de  modo  que  la  circunferen- 
cia se  apoya  constantemente  sobre  la  curba  fija  GG'G",  en  cuyo  caso 
esta  línea  es  una  directriz^  a  la  que  puede  sustituirse  el  meridiano 
BB'B",  y  el  círculo  móvil  es  un^  jeneratriz  variable  al  mismo  tiempo 
de  forma  y  de  posición.  Esta  definición ,  cuya  traducción  es  mas  fácil 
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eii  análisis  (*),  presenta  la  ventaja  de  que  bajo  este  punto  de  vista,  to^ 
das  las  superficies  de  revolución  forman  una  misma  familia  (n?  70) 
que  admiten  todas  unajeneratriz  de  una  especie  constante  j  esta  es  el 
círculo  que  siempre  se  mueve  perpendicularmente  al  eje,  y  que  está 
dirijida  en  su  movimiento  por  el  meridiano  que  es  el  único  que  cam- 
bia de  una  superficie  individual  a  otra. 

79.  Y  así  según  adoptemos  por  meridiano  a  una  recta,  una  elipse 
una  hipérbola  o  una  parábola ,  obtendremos  un  cono ,  un  cilindro^  un 
elipsoide^  un  hiporboloide  o  un  paraboloide  de  revolución,  con  tal  que 
siempre  el  eje  de  rotación  coincida  con  uno  de  los  diámetros  principa-^ 
les  de  la  curba,  porque  de  no  ser  así,  aun  cuando  siempre  sería  de 
revolución  la  superficie ,  la  especie  a  que  pertenecería  seria  mas  com- 
plicada. Por  ejemplo ,  si  jirase  un  círculo  alrededor  de  una  recta  situa- 
da en  su  plano ,  pero  que  no  pasase  por  su  centro,  produciría  un  toro 
que  es  un  jénero  de  superficie  anular  que  dentro  de  poco  tendremos 
ocasicm  de  estudiar  (n?  138). 

80.  £stos  diversos  ejemplos ,  esceptuando  el  último ,  no  son  aun 
sino  casos  particulares  de  superficies  mas  jenerales  que  sin  ser  de  re- 
volución, nos  serán  útiles  en  lo  subcesivo ,  y  cuya  jeneracion  nos  im- 
porta conocer.  De  esta  naturaleza  son  las  superficies  de  segundo 
GRADO  que  nos  ofrecen  cinco  jéneros  distintos,  sin  que  en  este  numera 
contemos  ni  a  los  conos,  ni  a  los  cilindros ,  ni  tampoco  a  los  planos,, 
por  ser  variedades  mui  sencillas  para  ocuparnos  de  nuevo  en  ellas. 

FIO.  34.  31*  ELIPSOIDE.  Sea  una  elipse  ACDF  construida  sobre  los  se- 
mi  ejes  OA  =  a  y  OC  =  c  :  la  supondremos  trazada  en  un  plano  ver- 
tical que  tomaremos  por  cuadro,  en  el  cual  representaremos  a  la  su- 
perficie en  perspectiva ,  de  aquí  resultará  que  las  líneas  punteadas  in- 
dicarán las  porciones  de  curba  situadas  detras  del  plano  de  esta  elipse, 
y  conservaremos  presente  la  idea  de  esta  hipótesis  en  todo  este  capítu- 
lo. Si  en  un  plano  perpendicular  a  OC,  construimos  otra  elipse  A'B^D' 
que  tenga  por  semi  ejes  a  la  ordenada  O' A'  =  a '  de  la  primera  elip- 
se,  y  a  una  recta  O'B'  =  b'  que  tomaremos  de  una  magnitud  arbitraría. 


(*)     Véanse  TAnalyse  appliquée  á  la  géométrie  des  trois  dimensions^ 
ckap.  XIV. 
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pero  perpendicnlar  a  O^A';  j  hacemos  en  seguida  mover  a  la  Cnthh 
A'B1l)\  de  modo  que  permaneciendo  siempre  sus  ejes  paralelos  á  sí 
mismos ,  conserven  constantemente  la  misma  razón  primitiva  -^ ,  y  que 

uno  de  ellos  coincida  sucesivamente  con  las  cuerdas  D'A',  D"A"  DA.... 
de  la  elipse  fija  CAF  ;  decimos  en  este  caso  que,  el  lugar  jeométrico 
enjendrado  de  este  modo,  serája  superficie  denominada  elipsoide.  Cuan- 
do el  plano  de. la  elipse  móvil  pase  por  el  centro  O,  adquirirá  esta  el 
máximo  de  magnitud ,  porque  el  semi  eje  variable  a'  será  en  este  caso 
igual  a  la  ordenada  máxima  OA  =  a  de  la  elipse  fija  ;  y  si  represen-  ^ 
tamos  por  OB  =  ¿ ,  la  lonjitud  que  en  este  caso  adquiere  el  segundo 
eje  V ,  tendremos  que  las  tres  líneas 

AD  =  2a ,  BE  =  2* ,  CF  =  2c 

serán  las  que  se  llaman  diámetros  principales  o  ejes  del  elipsoide.  Ade- 
mas debemos  notar  que  esta  superficie  será  cerrada  por  todas  partes, 
porque  pasados  los  puntos  C  y  F  ,  tendrá  la  elipse  móvil  sus  dos  ejes 
imajinarios  (*). 

82.  Si  la  elipse  jeneratriz  A'B'D'  fuese  un  círculo  ,  es  decir ,  si  hu- 
biésemos tomado  a  O'B'  igual  a  O' A',  la  superficie  seria  en  este  caso 
(n?  78)  un  elipsoide  de  revolución,  que  tendría  por  meridiano  a  la  curba 
directriz  CAF  ;  y  dos  de  los  diámetros  principales  de  la  superficie ,  es 
decir ,  los  OA  y  OB  serian  iguales  entre  sí.  Finalmente  en  el  caso  de 
que  los  tres  ejes  OA,  OB,  y  OB  tuviesen'  lodos  la  misma  lonjitud ,  el 
elipsoide  dejeneraria  en  una  esfera. 

83.  HIPERBOLOIDE  de  una  napa    Sustituyamos   a  la  elipse  p,^  35 
directriz  una  hipérbola  A' A" A,  cuyo  semi  eje  real  sea  OA  =  a ,  y  el 

semi  eje  imaji'nario  OC  =c;  construyamos  en  seguida,  lo  mismo  que 


(*)     Si  espresamos  por  medio  del  análisis  esta  especie  de  jeneracion, 
hallaremos  que  la  ectiaciün  del  elipsoide  referido  a  sus  ejes  es 

Véase  TAnalyse   appliquée   á  la   géométr4e  des   trois   dimensions, 
cliap.  IX. 
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anteriormente,  una  elipse  A'B'D^  en  un  plano  perpendicular  a  OC,  y 
sobre  dos  ejes  de  los  cuales  uno  sea  la  cuerda  A'D'  de  la  hipérbola; 
haciendo  ahora  mover  a  esta  elipse  siguiendo  la  misma  lei  que  ante- 
riormente ,  enjendrará  el  hiperboloide  de  una  napa ,  llamada  así  porque 
evidentemente  esta  superficie  no  tiene  sino  una  sola  napa,  pero  esta  es 
indefinida  lo  mismo  que  lo  es  la  hipérbola  directriz.  Cuando  el  plano  de 
la  elipse  móvil  pase  por  el  centro  O,  llegará  a  su  mínimo^  porque  en  este 
caso  el  eje  variable  D'A'  llegará  a  ser  igual  a  DA,  que  es  la  menor 
de  las  cuerdas  de  la  hipérbola :  esta  es  la  razón  por  qué  a  la  curba 
ABDE  se  le  da  el  nombre  de  elipse  de  la  garganta^  y  las  tres  rectas 

AD  =5a,  BE  =  2¿  ,  CF  =  2c 

son  los  tres  ejes  del  hiperboloide ;  pero  como  la  última  CF  no  encuen- 
tra a  la  superficie ,  se  le  da  el  nombre  de  eje  imajinarioy  sin  embargo 
de  que  la  cantidad  real  2c  no  es  sino  el  coeficiente  de  la  espresion  ima- 
jinaria  que  nos  da  el  análisis  al  determinar  los  puntos  de  la  superficie 
que  se  hallan  situados  sobre  la  recta  indefinida  OCO'  (*). 

84.  Guando  son  iguales  los  dos  ejes  reales  OA  y  OB,  tenemos  que 
el  hiperboloide  es  de  revolución  (n?  78) ,  porque  en  este  caso  se  con- 
vierte la  elipse  jeneratriz  A'B'D'  en  un  círculo ;  y  así  en  este  caso  par- 
ticular f  podrá  considerarse  enjendrada  la  superficie  por  la  revolución 
de  la  hipérbola  A/A"A  alrededor  de  su  eje  imajinario  OCO'. 
36.  85.  HIPERBOLOIDE  de  dos  napas.  Construyamos  también  sobre 
los  semi  ejes  OA  =a  y  OC  =  c ,  una  hipérbola ,  colocada  de  modo 
que  OC  sea  el  eje  real ;  hagamos,  lo  mismo  que  anteriormente ,  mover 
la  elipse  A'B'D' :  esta  enjenJrará  otra  especie  de  hiperboloide  que  ten- 
drá dos  napas  indefinidas ,  y  separadas  una  de  otra  por  un  intervalo 
en  el  cual  no  existirá  ningún  punto  de  la  superficie.  Con  efecto  y  entre 
los  puntos  C  y  F  tendremos  que  la  cuerda  variable  A'D',  que  sirve  de 
eje  a  la  elipse  móvil ,  será  imajinaria ,  y  necesariamente  ,  sucederá  lo 
mismo   con  el  segundo  eje  O'B',  que  debe  conservar  con  el  primero 


(*)     La  ecuación  del  hipérbole  de  una  napa  referida  a  sus  ejes  es 

fc8 
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una  razón  constante :  de  modo  que  siendo  la  jeneratriz  totalmente  ima- 
jinatia  en  este  intervalo ,  no  dará  ningún  punto  real  de  la  superficie. 
Sin  embargo  y  como  respecto  al  punto  O  ,  sabemos  que  el  semi  eje 

O' A'  llegará  a  ser  igual  a  OA.  V"  —  l ,  si  queremos  construir  el  coefi- 
ciente real  del  otro  eje,  que  es  asimismo  imajinario,  deberemos  tomar 
sobre  una  perpendicular  al  plano  AOC  ,  una  lonjitud  OB ,  de  modo 
que  se  verifique  que 

O^B'  _  OB.V^  _  OB 

O' A'  ~ÜA.V3  —  OA- 

en  este  caso  las  dos  rectas  AD  =2ay  BE  =  2b  serán  las  que  se  lla- 
man ejes  imajinarios  del  hiperboloide  de  dos  napas ,  en  tanto  que 
CF  =  2c  será  el  eje  real  (*). 

86.  Para  que  esta  hipérbola  fuese  de  revolución ,  bastaría  que  los 
dos  ejes  imajinarios  OA  y  OB  fuesen  iguales ,  porque  esta  hipótesis 
contendría  la  relación  O' A'  =  O'B',  que  cambia  a  la  elipse  jeneratriz 
en  un  círculo.  En  este  caso  podría  enjendrarse  la  superficie  por  la  re- 
volución de  las  dos  ramas  CA"A'  y  FA'"  de  la  hipérbola  primitiva,  al- 
rededor de  su  eje  real  COF. 

87.  PARABOLOIDE  elíptico.  Adoptemos  ahora  por  directriz  fija  nc,  37. 
a  una  parábola   D"OA",   haciendo   mover  perpendicularmente   a  su 

eje  OX  a  una  elipse  A'B'D',  cuyo  primer  eje  O' A'  =  a'  sea  la  ordenada 
variable  de  esta  parábola,  y  el  segundo  0'B'=¿'  de  una  magnitud  arbi- 
traría, pero  que  conserve  con  el  primero  una  razón  constante.  En  este 
movimiento ,  la  elipse  móvil  enjendrará  una  superficie  compuesta  de  una 
sola  napa  indefinida  en  el  sentido  de  OX ,  que  se  \\wa\^ paraboloide  elíp- 
tico ,  porque  todas  las  secciones  planas  que  se  pueden  trazar  en  ella ,  no 
son  nunca  Bino  parábolas  o  elipses  (**). 


(*)     La  ecuación  del  hiperboloide  de  dos  napas ,  referida  a  sus  ejesj 
y  tomando  al  que  es  real  por  eje  de  las  z ,  seria 


c2         62         a«  ~ 


(**)     La  ecuación  de  este  paraboloide ,  referida  a  su  vértice  y  al  eje 
único  OX  como  eje  de  las  x ,  es 


?-  -t-  ^  =  X. 
P         P 
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88.  Cuando  son  iguales  los  dos  ejes  de  la  elipse  jeneratríz ,  esta 
superficie  es  de  revolución  (n?  78)  en  cuyo  caso  puede  ser  ejendrada 
por  el  movimiento  de  la  parábola  OA'A'\  que  jira  alrededor  de  OX. 
piG.  39.  89.^  PAHABOLOIDE  hiperbólico.  Finalmente  ,  conservando 
siempre  por  directriz  a  la  parábola  D'^OA",  sustituyamos  a  la  elipse 
jenerátriz  de  que  hasta  ahora  hemos  hecho  uso ,  una  hipérbola  D'H\ 
A'G',  construida  en  un  plano  perpendicular  a  OX,  y  sobre  dos  semi  ejes 
OW.\  O'B',  cuya  razón  sea  constante ,  mientras  que  el  primero,  que  es 
el  eje  real  de  esta  hipérbola,  va  siendo  subcesivamente  iguala  las  di- 
ferentes ordenadas  O' A',  O" A"»....  de  la  parábola  fija.  Al  moverse  así 
la  hipérbola  móvil ,  siendo  siempre  paralela  a  sí  misma ,  describirá  dos 
napas  abiertas  a  derecha  e  izquierda  separadas  por  el  hueco  interior 
del  cilindro  D'^OA'^  cuyas  napas  se  estenderán  al  infinito ,  como  sucede 
con  la  parábola  en  el  sentido  de  O'X:  pero  si  hacemos  mover  la  hipér- 
bola móvil  desde  O',  hacia  el  punto  V,  su  eje  real  O' A'  disminuirá,  y 
será  nulo  en  O;  por  consiguiente  las  dos  napas  de  que  acabamos  de 
hablar ,  se  reunirán  en  este  punto ,  y  al  mismo  tiempo  la  hipérbola  se 
reducirá,  en  esta  posición,  a  dos  rectas  indefinidas  KOA;,  y  LOZ,  que 
se  hallarán  enteramente  sobre  la  superficie ,  y  serán  paralelas  a  las 
asíntotas  de  todas  las  hipérbolas  precedentes. 

Encima  del  punto  O,  en  O"'  por  ejemplo,  reaparecerá  la  hipérbola 
jenerátriz,  pero  en  una  situación  H'"B"'G'"  inversa  con  relación  a  sus 
asímptotas.  Con  efecto ,  los  ejes  que  gráficamente  hemos  representado 
.  por  O'  A'  y  O'B',  debian  en  todo  rigor  estar  espresados  por 

a'  =  O'A',  y  =  O'B'  Vp^Y; 

Luego ,  supuesto  que  en  el  punto  O'^'  la  ordenada  de  la  parábola 
es  imajinaria,  y  que  según  esto  el  primer  eje  de  la  hipérbola  móvil 

se  convierte  en  a'"  =  O"* A"'.  V — 1 ,  es  indispensable  que  el  segundo 
eje ,  para  conservar  con  el  otro  una  razón  constante ,  to"me  la  forma  de 

^'"  —  >,  "'   ^    O"' A"' 

~      '^~  •  crÁ; 

cuya  cantidad  es  real ,  y  está  representada  en  la  figura  por  O'''  B''\ 
Esto  nos  dice  que,  encima  del  punto  O,  el  eje  real  0"'B'"  de  la  hipér- 
bola jenerátriz  tiene  una  dirección  perpendicular  al  plano  A*OD\  y 
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que  aun  en  esta  situación  describirán  las  dos  ramas  de  esta  cmba  dos 
napas  indefinidas ,  colocadas  nna  de  ellas  delante  de  este  plano  y  la 
otra  detras  y  pero  qne  reuniéndolas  con  las  precedentes  por  medio  de 
las  rectas  KOá;  y  hOly  no  presentará  su  conjunto  sino  una  sola  super- 
ficie sin  ninguna  interrupción ,  cuyas  curbaturas  estarán  en  sentido 
opuesto  9  como  sucede,  poco  mas  o  menos,  con  la  garganta  de  una  polea* 
A  la  superficie  de  que  tratamos  se  le  ha  dado  el  nombre  de  paraboloide 
hiperbólico  y  porque*  nos  enseña  el  análisis  que  todas  las  secciones  pla- 
nas que  pueden  trazarse  sobre  esta  superficie ,  son  siempre  parábolas 
o  hipérbolas,  entre  las  cuales  es  preciso  también  comprender  los  ca- 
sos particulares  en  que  esta  sección  es  una  recta  aislada  o  dos  rectas 
que  se  cortan  (*). 

90.  Conviene  que  observemos  aquí  que,  el  paraboloide  hiperbólico 
no  podrá  nunca  ser  un  cuerpo  de  revolución:  porque  según  lo  que 
acabamos  de  decir  sobre  la  naturaleza  de  las  secciones  planas ,  ninguna 
de  estas  curbas  es  jamas  cerrada ,  y  por  consiguiente  no  puede  ser 
circular. 

91.  El  modo  según  que  acabamos  de  indicar  la  formación  del 
paraboloide  hiperbólico  presenta,  verdaderamente,  una  especie  de  dis- 
continuidad gráfica ,  supuesto  que  encima  del  punto  O,  es  imajinaria 
la  parábola  que  servia  de  directriz ,  pero  como  el  análisis  esplica  fá- 
cilmente esta  dificultad ,  hemos  preferido  conservar  este  modo  de  je- 


(*)  Para  leer  la  Jig.  38  debemos  también  recordar  que  la  supone^ 
mas  trazada  sobre  el  plano  vertical  D*^OA^  como  cuadro  de  perfecti- 
va ;  y  así  es  que  todas  las  líneas  punteadas  están  detras  de  este  plano. 
Ademas ,  como  es  bastante  difidl  dar  una  idea  clara  de  la  form^  de 
este  paraholoide  con  un  dibujo  en  perspectiva ,  haremos  bien  en  consul- 
tar un  modelo  de  bulto ,  que  podremos  construir  fácilmente  púr  medio 
de  hilos  tendidos  en  línea  recta  según  una  lei  determinada ;  véanse  los 
números  555 ,  566  y  la  Jig.  120.  En  cuanto  a  la  ecuación  del  para- 
boloide hiperbólico ,  referida  al  punto  O  considerado  como  oríjen  de 
las  coordenadas ,  y  al  eje  OX  com4)  eje  de  la^Xy  veremos  que  es 

y^  _^  _ 
p      ¥  ~^* 


Digitized  by 


Google 


SS  LIBRO   It.      DE   LAS   SUPERFICIES   Y   DE   LOS    PLANOS   TANJENTES. 

jieracion,  porque  presenta  tnas  analojía  con  las  superficies  precedentes, 
justifica  mejor  las  denominaciones  impuestas  a.  los  dos  paraboloides ,  y 
manifiesta  claramente  la  existencia  de  las  dos  rectas  OL  y  OK  situadas 
sobre  el  segundo.  Sin  embargo,  citaremos  otro  modo  de  enjcndrar  estas 
superficies ,  enteramenre  continuo  y  común  a  los  dos  paraboloides. 

FiG.  37.  Sobre  el  mismo  eje  OX,  y  en  planos  perpendiculares ,  construyanse 
dos  parábolas  A'"OD"'  y  B"'OE"'  que  tengan  el  mismo  vértice,  sean 
cuales  fueren  sus  parámetros ,  pero  que  sus  concavidades  estén  vueltas 
hacia  un  mismo  lado:  hagamos  en  seguida  resbalar  una  de  las  dos  pa- 
ralelamente a  sí  misma  (n^  73)  sin  alterar  su  forma ,  pero  de  modo 
que  su  vértice  permanezca  constantemente  sobre  la  otra  parábola  fija: 
y  de  este  modo  obtendremos  el  paraboloide  elíptico. 

FiG.  38.  Tómense  dos  parábolas  A"OD"  y  B'"OE"'  construidas  del  mismo 
modo  que  las  de  arriba ,  pero  que  tengan  sus  concavidades  vueltas  en 
sentido  contrario :  hágase  también  resbalar  paralelamente  a  sí  misma, 
a  la  curba  A"OD"  constante  de  forma ,  de  modo  que  su  vértice  recorra 
la  otra  parábola  fija;  y  por  este  medio  se  producirá  el  paraboloide  hi- 
perbólico (*). 

92.  Para  completar  el  conocimiento  de  los  lugares  jeométricos  de 
que  con  mas  frecuencia  se  hace  uso ,  nos  queda  que  hablar  de  las  st - 
PERFiciES  DESARROLLABLEs  y  de  las  SUPERFICIES  CAUSAS  (1) ,  poro,  ade- 
mas de  que  no  pueden  comprenderse  bien  claramente  las  propiedades 
características  de  estas  dos  superficies  sino  después  de  haber  visto  los 


(*)  Véase  Analyse  appliquée  á  la  géométrie  des  trois  dimensions, 
chap.  Vm. 

(1)  Por  dos  razones  y  en  nuestro  concepto  7nui  poderosas  j  hemos 
creído  deber  sustituir  este  nombre  a  la  denominación  de  Gauchas  con 
con  que  jeneralmente  se  han  designado  estas  superficies;  la  primera 
porque  creemos  que  al  introducir  una  voz  nuera  en  un  idioma ,  debe 
procurarse  que  esta  no  se  confunda  con  ninguna  otra  ya  recibida  y  de 
significado  enteramente  diferente;  la  presente  si  no  tenia  este  inconve- 
niente en  Europa ,  no  sucede  así  en  America ;  y  la  segunda ,  porque  la 
denominación  que  adoptamos  es  mas  conforme  con  la  etimolqjía  griega 
gansos ,  que  significa  torcido  al  través. 
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planos  tanjentes,  nos  parece  mejor  dejar  al  lector  el  tiempo  necesario 
para  que  se  familiarice  con  los  ejemplos  citados  hasta  aquí  por  medio 
(le  numerosas  aplicaciones ,  y  de  variadas  construcciones  ;  y  mas  ade- 
lante nos  ocuparemos  especialmente  en  estas  dos  clases  de  superficies 
que  tan  importantes  son. 

93,  Volvamos  ahora  a  la  cuestión  indicada  número  69,  cuyo  objeto 
era  hallar  un  modo  de  representar  gráficamente  una  superficie.  Pero, 
supuesto  que,  según  la  definición  jeneral  dada  en  el  número  70 ,  estas 
magnitudes  son  producidas  por  el  movimiento  de  una  línea  determina- 
da, para  conseguir  el  objeto  propuesto ,  bastará  s^»«Zar  sobre  los  planos 
de  proyección  diferentes  posiciones  de  la  jeneratriz  ,  bastantes  en  nú- 
mero y  próximas  uruis  a  otras  para  que  este  sistema  de  curbas  pueda 
pintar  a  la  vista  la  continuidad  de  la  superficie ,  su  curbatura,  y  tam- 
bién la  estension  de  sus  napas.  Ademas,  entre  las  jeneratrices  de  dife- 
rentes especies  que  siempre  puede  admitir  una  misma  superficie  debe- 
rá preferirse  aquella  que  por  su  sencilla  o  su  regularidad,  sea  la  mas 
acomodada  para  dar  una  imájen  mas  clara  de  ella ;  y  algunas  veces, 
para  mejor  conseguir  este  objeto ,  se  trazarán  a  un  mismo  tiempo  dos 
sistemas  de  jeneratrices  ,  como  lo  son  en  las  superficies  de  revolución 
los  meridianos  y  los  paralelos.  Con  efecto,  por  medios  enteramente 
semejantes  a  estos,  es  como  ya  hemos  figurado  las  diferentes  superfi- 
cies en  los  dibujos  en  perspectiva  de  que  hemos  hablado  en  este  ca- 
pítulo. 

94.  Ademas ,  es  también  mui  útil  señalar  las  trazas  de  la  superfi- 
cie ,  es  decir ,  sus  intersecciones  con  los  planos  de  proyección :  así  co- 
mo también  los  contomos  dentro  o  fuera  de  los  cuales  están  proyecta- 
dos todos  los  puntos  de  esta  superficie ,  siempre  y  cuando  existan  se- 
mejantes límites ;  porque  estos  contornos  son  una  especie  de  perfiles 
que  hacen  ver  jeneralmente  de  un  modo  mui  sensible  las  formas  de  los 
objetos ;  pero  para  enseñar  a  determinar  exactamente  estos  contornos, 
es  preciso  que  antes  hayamos  hablado  de  los  planos  tanj entes.  Obser- 
vemos aun  que ,  cuando  anticipadamente  conozcamos  bien  la  forma  de 
la  superficie  ,  podremos ,  para  simplificar  los  dibujos ,  limitamos  a  em- 
plear solamente  alguno  de  los  medios  de  descripción ,  cuyos  detalles 
acabamos  de  dar. 
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CAPITULO  11. 
De  los  planos  tanjentes  en  jerieral. 

95. .  Se  dice  que  un  plano  es  tanjente  a  una  superficie  en  un  punto 
dado,  cuando  este  plano  contiene  las  tanjentes  a  todas  las  curhas  que  se 
tracen  sobre  dicha  superficie  y  pasen  por  el  punto  en  cuestión:  pero  an- 
tes es  preciso  demostrar  que  en  jeneral  existe  en  cada  punto  de  una  su- 
perficie un  punto  que  goza  de  esta  propiedad  y  porque  no  conocemos  a 
priori  la  razón  por  qué  estas  varias  tanjentes  no  puedan  formar  un  co- 
no 9  como  efectivamente  sucede  en  ciertos  puntos  singulares.  Vamos 
por  consiguiente  a  probar  que  tres  curhas  cualesquiera ,  trazadas  por 
un  punto  dado  sobre  una  superficie,  tienen  siempre  las  tres  tanjentes 
tiradas  a  cada  una  por  el  punto  indicado,  colocadas  sobre  el  mismo 
plano. 
no.  3L  Sea  GM^  la  forma  y  posición  de  la  jeneratriz  (n.^  70)  cuando  pasa 
por  el  punto  dado  M ;  sea  DM ¿  una  curba  trazada  sobre  la  superficie, 
por  la  cual  deba  resbalar  constantemente  la  jeneratriz ,  cuando  en  su 
movimiento  describa  este  lugar  jeométrico :  y  finalmente  sea  MX  otra 
tercer  curba  cualquiera  situada  también  sobre  la  superficie.  Si  traspor- 
tamos la  jeneratriz  a  otra  posición  tal  como  G'Wg\  no  por  eso  dejará 
de  encontrar  a  la  curba  MX  en  un  punto  tal  como  P',  con  tal  que  el 
punto  M'  se  tome  sobre  la  directriz  DMrf  bastante  próximo  del  M.  En 
este  caso  uniendo  los  puntos  M,  M',  y  P'  por  medio  de  rectas  indefini- 
das 9  conocemos  que  estas  tres  líneas  serán  secantes  respecto  a  las  cur- 
bas  MD,  MX  y  G'^',  y  que  las  tres  estarán  evidentamente  situadas  so- 
bre un  mismo  plano.  Hagamos  ahora  mover  a  la  jeneratriz  G'^'  sobre 
MD,  aproximándola  a  su  situación  primitiva  G^ ,  pero  observando  siem- 
pre la  lei  que  regla  la  variación  de  forma  y  de  posición  de  esta  curba 
en  la  superficie  que  consideramos  ;  figurarémonos  en  seguida  que  el 
plano  de  las  tres  secantes  jire  al  rededor  del  punto  M,  de  modo  que 
pase  al  mismo  tiempo  que  la  jeneratriz ,  por  los  puntos  M"  y  P",  M"* 

y  P'", en  que  esta  corta  subcesivamente  a  las  curbas  MD  y  MX; 

y  así  este  plano  móvil  contendrá  constantemente  a  las  tres  secantes  va- 
riables. Pero  cuando  la  jeneratriz  haya  vuelto  a  la  posición  GM^,  el 
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punto  M'  que  se  muave  sobre  MD,  se  confundirá  con  M :  y  en  este 
mismo  instante  el  punto  P'  de  la  curba  MX  ha  debido  reunirse  eviden* 
temente  con  el  punto  M  ;  y  por  una  consecuencia  necesaria ,  se  habrán 
también  confundido  los  puntos  P'  y  M'  sobre  la  curba  variable  G^g\ 
Luego  en  este  caso  las  tres  secantes  movibles  habrán  llegado  a  ser  las 
tanjentes  respectivas  a  las  curbas  MD,  MX,  y  MG,  y  si  nos  acordamos 
que  estas  tres  secantes  estaban  situadas  en  un  mismo  plano  en  cad^  una 
de  las  posiciones  subcesivas ,  concluiremos  de  aquí,  que  habiendo  lle- 
gado a  ser  tanjentes  las  MT ,  MT'  y  MT",  estas  se  hallarán  aun  situa- 
das en  un  mismo  plano ,  el  cual  no  es  otra  cosa  que  el  límite  da  las 
posiciones  que  subcesivamente  iba  tomando  el  plano  movible  de  las 
tres  secantes  (*). 


(*)  Observaremos  que  nos  parece  indispensable  establecer  este  teorema 
(demostrado  de  este  mismo  modo  desde  el  ano  de  1817  en  las  lecciones 
que  dimos  en  la  Escuela  politécnica  )i  pata  poder  tomar  y  en  lo  subcesi- 
roj  del  método  infinitisimal  las  consideraciones  abreviadas  que  tan  útiles 
son  y  a  las  que  tendremos  que  recurrir  mui  pronto  (n^  158J.  Con  efecto j 
solo  después  de  haber  probado  rigurosamente  que  todas  las  tanjentes^  en 
un  mismo  punto  de  una  superficie ,  están  situadas  en  un  solo  plano ,  es 
cuando  podemos  mirar  a  la  superficie  como  compuesta  de  elementos 
superficiales  que  sean  planoaf  porque  entonces  estos  están  formados  poi* 
los  elementos  lineales  comunes  a  las  curbas  de  la  superficie  y  a  sus 
tanjentes.  En  cuanto  a  la  demostración  precedente ,  se  ha  objetado  con'- 
tra  ella  que  si  en  el  caso  presente  la  recta  31'  P^  es,  con  respecto  a  la 
curba  G^g\  una  secante  cuyos  puntos  de  sección  van  a  reunirse ;  no  per- 
manece  constante  la  forma  de  la  línea  G'g'  en  el  intervalo  que  para 
esto  se  necesita  ,  y  quejeneralmente  se  admite  esta  condición,  cuando  se 
define  a  la  tanjente  como  que  es  el  límite  de  una  secante.  Para  respon- 
der a  todo  esto,  es  suficiente  decir  que  si  se  admite  esta  permanencia  de 
jorma  en  la  jcometría  plana  ,  no  es  sino  de  un  modo  tácito ,  y  porque 
en  ella  no  tratamos  sino  de  curbas  dadas  e  invariables,  pero  que  si,  sin 
salir  de  un  plano ,  trazásemos  un  círculo  que  cortase  a  una  recta,  y  en 
seguida  hiciésemos  disminuir  el  radio  hasta  que  los  dos  puntos  de  sec- 
ción llegasen  a  reunirse,  no  tendriamos  duda  ninguna  de  que  en  este 
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Ademas  de  esto ,  como  la  curba  MX  tenia ,  en  todo  lo  que  precede, 
una  posición  arbitraria  sobre  la  superficie ,  sígnese  de  aquí  que  el  pla- 
no tirado  por  las  tanjentes  de  las  dos  líneas  MG  y  MD,  contendrá  a  la 
tanjente  de  cualquiera  otra  curba  que  pase  por  M ;  y  así  es  que  este 
plano  TMT',  será  tanjente  a  la  superficie,  según  la  definición  que  he- 
mos dado  al  principiar  este  artículo. 

96.  Cuando  una  superficie  presenta  dos  o  mas  napas  que  se  cortan, 
como  sucede  en  un  cono  cuya  base  es  una  curba  de  nudo,  parece  des- 
de luego  que  los  puntos  de  intersección  de  estas  dos  napas  presentan 
una  escepcion  a  la  propiedad  de  que  goza  en  jeneral  el  plano  tanjen- 
te ;  pero  conoceremos  que  esta  circunstancia  está  contenida  en  los  ca- 
sos ordinarios ,  si  observamos  que  todas  las  tanjentes  en  un  mismo 
punto  de  la  intersección ,  deben  distribuirse  sobre  las  dos  napas ,  del 
mismo  modo  que  lo  estarían  sobre  dos  superficies  independientes  que 
se  cortasen  en  este  mismo  sitio ,  y  cada  una  de  las  cuales  tuviese  su 
plano  tanjente  distinto  uno  de  otro. 

97.  Sin  embargo ,  algunas  veces  «e  hallan  verdaderas  escepciones 


caso  el  círculo  variable  llegase  a  ser  tanjente  a  la  recta.  Y  así  es  que  la 
permanencia  deforma  no  es  absolutamente  necesaria;  y  querer  exijirla, 
seria  restrinjir  gratuitamente  el  carácter  jeneral  de  la  tanjente  a  una 
curba.  Por  consiguiente  es  preciso  definir  a  la  tanjente  como  el  limite 
de  las  posiciones  que  towxi  una  secante  cuyos  dos  puntos  de  sección  se  han 
aproximado  indefinidamente ,  con  tal  que  estos  puntos  estén  situados  so- 
bre la  misma  rama  de  la  curba ,  y  que  esta  última  no  haya  variado  de 
forma  y  posición  sino  según  una  lei  continua ;  esto  mismo  es  lo  que  su- 
cede en  el  caso  presente  con  la  curba  G'*g  \  ya  que  la  misma  superficie 
se  supone  continua. 

Añadamos  por  último  que,  será  preciso  también  mirar  a  dos  curbas 
cualesquiera  como  tanjentes  una  de  otra  siempre  que  habiendo  sido  se- 
cantes se  hayan  modificado  en  posición  o  en  forma  según  una  leij  hasta 
hacer  coincidir  en  uno  sus  dos  puntos  de  sección ;  porque  es  evidente  que 
estas  dos  curbas  habrán  adquirido  una  tanjente  común ,  que  será  el  li- 
mite de  las  posiciones  de  la  recta  móvil  que  pasa  por  los  dos  puntos 
comunes  a  las  curbas  secantes. 
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de  la  propiedad  del  plano  tanjente  ;  pero  estas  no  tienen  lugar  sino  en 
los  puntos  singulares  de  la  superficie ,  en  que  ya  sea  la  jeneratriz  o  ya 
la  directriz  llega  a  convertirse  en  un  punto  único  que  no  admite  tan- 
jente. Por  ejemplo ,  en  el  cúspide  de  un  cono ,  las  diversas  aristas  que 
en  él  se  cortan  son  líneas  rectas  situadas  sobre  la  superficie ,  y  ellas 
mismas  son  sus  propias  tanjentes  ;  sin  embargo,  estas  rectas  están  de 
dos  en  dos  situadas  en  planos  evidentemente  distintos.  Por  consiguien- 
te el  cúspide  de  un  cono  es  un  punto  singular  de  esta  superficie  para 
el  cual  no  existe  plano  tanjente.  Pero  si  observamos  que  la  jeneratriz 
paralela  a  la  base  del  cono  (n.^  72)  se  achica  cada  vez  mas  al  aproxi- 
marse al  cúspide ,  y  al  llegar  a  él  concluye  por  reducirse  a  un  punto,  y 
este  propiamente  hablando  no  admite  ninguna  tanjente ,  conoceremos 
la  razón  por  qué  cesa,  de  ser  aplicable  a  este  mismo  caso  particular  la 
demostración  jeneral  del  n.^  95.  La  misma  causa  de  escepcion  se  ha- 
llaría partiendo  de  la  definición  de  las  superficies  cónicas  dada  n?  71, 
porque  en  tal  caso  una  de  las  directrices  de  la  recta  móvil  seria  el 
punto  único ,  llamado  cúspide  del  cono  y  una  directriz  de  esta  natura- 
leza no  es  susceptible  de  tener  tanjente. 

Una  circunstancia  análoga  se  presenta  en  las  superficies  de  revolu- 
ción, cuya  meridiana  corta  al  eje  formando  un  ángulo  obtuso  o  agudo, 
y  también  nulo  :  en  el  punto  de  esta  superficie  que  está  situado  sobre 
el  eje  de  revolución  no  hai  plano  tanjente ,  antes  al  contrarío  las  tan* 
jentes  a  las  diversas  posiciones  del  merídiano  forman  un  cono  recto. 
Esto  es  lo  mismo  que  veremos  si  hacemos  jirar  un  círculo  alrededor 
de  sus  cuerdas. 

98.  Es  importante  observar  que,  la  definición  que  del  plano  tanjente 
hemos  dado  n?  95 ,  no  exije  absolutamente  que  este  plano  no  tenga  sino 
un  solo  punto  común  con  la  superficie.  Esto  ciertamente  sucede  con 
las  superficies  convexas  en  todas  direcciones ,  en  los  demás  casos  puede 
el  plano  tanjente  encontrar  a  la  superficie  en  diferentes  puntos  y  aun 
cortarla  según  una  curba  que  pase  por  el  punto  de  contacto,  como  vere- 
mos en  el  toro  n?  138  y  en  la»  superficies  gausas.  Esta  circunstancia  no 
impide  el  que  este  plano  contenga  las  tanjentes  a  todas  las  cnrbas  tra- 
zadas por  el  punto  en  cuestión  sobre  la  superficie,  y  por  consiguiente  to- 
cará realmente  a  la  superficiejen  este  sitio;  al  propio  tiempo  que  en  otros 
puntos  tendrá  varios  comunes  con  ella ,  y  será  jenerálmente  secante. 
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99.  Bin  embargo,  hai  cierto  jénero  de  superficies  en  las  cuales  el 
piano  que  es  tanjente  en  un  punto,  es  necesariamente  tánjante  en  toda 

Pío,  32.  la  lonjitud  de  una  recta.  Con  efecto ,  consideremos  el  cilindro  ABC 
cuya  base  es  una  curba  cualquiera;  si  por  la  jeneratriz  AB  y  la  tanjente 
BT  a  la  base,  tiramos  un  plano ,  decimos  que  este  plano  no  solo  conten- 
drá a  todas  las  tanjentes  en  el  punto  B  de  las  diversas  curbas  que  pa- 
sen por  este  punto  y  estén  trazadas  sobre  la  superficie  (que  es  lo  mis- 
mo que  hemos  demostrado  ya  n?  95)  ,  sino  que  contendrá  también  a  las 
tanjentes  a  todas  las  demás  curbas  que  por  los  diferentes  puntos  de  la 
AB  se  tracen  sobre  el  cilindro ,  para  probar  esta  aserción ,  bastará  ha- 
cer ver  que  el  plano  ABT  contiene  a  la  tanjente  MV  tirada  a  una  cur- 
ba cualquiera  MX.  Si  tiramos  por  AB  y  un  punto  D  próximo  a  B  el 
plano  ABR ,  este  plano  cortará ,  manifiestamente ,  al  cilindro  según 
una  recta  DE  paralela  a  AB ,  y  a  la  curba  MX  en  un  punto  G  situado 
sobre  DE:  de  modo  que  este  plano  contendrá  a  las  dos  secantes  BDR 
y  MGS.  Hagámosle  ahora  jirar  alrededor  de  AB  de  modo  que  el  punto 
D  se  aproxime  al  B;  y  tendremos  que  los  puntos  de  sección  D  y  G  cam- 
biarán sobre  las  curbas ,  pero  se  hallarán  siempre  a  la  par  sobre  una 
recta  móvil  que  constantemente  será  parábola  a  AB;  luego  cuando  uno 
de  estos  puntos  D  se  haya  confundido  con  B ,  en  ese  mismo  instante 
coincidirá  también  el  otro  G  con  el  M ;  es  decir  que  cuando  el  plano 
móvil  haya  tomado  la  posición  ABT  ,  también  la  secante  variable  MGS 
que  siempre  se  halla  en  este  plano ,  se  habrá  convertido  en  la  tanjente 
MV.  Y  así  es  que  esta  última  recta  está  contenida  en  el  plano  ABT. 

Concluyamos  de  aquí  que  ,  cuando  un  plano  toca  a  un  cilindro  en 
un  punto  cualquiera ,  también  es  necesariamente  tanjente  en  todo  el  lar- 
go  de  la  jeneratriz  rectilínea  que  pasa  por  el  punto  de  contacto. 

100.  En  las  superficies  cónicas ,  goza  también  el  plano  tanjente  de 
esta  misma  propiedad ,  y  se  demuestra  de  un  modo  análogo ,  observan- 
do que  en  este  caso  los  puntos  de  sección  D  y  G  están  constantemente 
situados  sobre  una  misma  recta  variable ,  pero  que  siempre  encuentra 
a  AB  en  el  cúspide  del  cono.  Finalmente  ,  veremos  mas  adelante  ^  que 
existe  esta  misma  propiedad  en  una  clase  de  superficies  llamadas  de- 
sarrollablesj  de  las  cuales  no  son  los  cilindros  y  los  conos  sino  jéneros 
particulares. 

101.  Apesar  de  esto  sería  un  error  creer  que  este  contacto  del  pla- 
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do  tanjeiite  en  txxio  oí  largo  de  nna  recta »  proviene  de  que  las  stiper* 
fieles  de  que  acabamos  de  hablar  admiten  en  su  formación  jeneratríces 
rectilíneas  ;  porque  hallaremos  pronto  superficies  enjendradas  también 
por  una  recta ,  y  llamadas  gauMS,  en  las  que  el  plano  tangente  no  eum* 
pie  con  las  verdaderas  condiciones  de  contacto  sino  en  un  solo  punto 
aun  cuando  contenga  a  una  recta  de  la  superficie  (véanse  los  núme- 
ros 142  y  154), 

102.  El  teorema  demostrado  n9  99,  nos  ofrece  una  consecuencia  fio,  3^. 
importante  que  en  lo  sucesivo  tendremos  muchas  veces  que  recordar; 

tal  es  la  de  que ,  cuando  se  proyectan  sobre  un  plano  una  curha  MX  y 
su  tanjente  MV,  son  también  tanjentes  una  a  otra  las  proyecciones  de 
estas  dos  líneas.  Con  efecto ,  para  proyectar  la  cürba  MX ,  deberemos 
imajinarnos  (n^  4)  que  pasa  un  cilindro  MBCX  por  esta  línea  y  que  es 
perpendicular  al  pkno  dado,  al  cual  corta  según  una  curba  BC  que  * 

será  la  proyección  de  MX.  Para  proyectar ,  en  seguida ,  la  recta  MV 
será  preciso  tirar  el  plano  VMB ,  que  siendo  evidentemente  tanjente 
en  M  al  cilindro ,  deberá  también  serlo  (n^  99)  en  B,  y  por  consiguiente 
este  plano  contendrá  a  la  tanjente  BT  de  la  base  BC.  Luego  esta  tan- 
jente se  bailará  en  la  intersección  del  plano  proyectante  con  el  plano 
de  esta  base,  y  será  también  la  proyección  de  MV. 

Hallaríamos  también  la  misma  consecuencia,  si  proyectásemos  la 
curba  y  su  tanjente  por  medio  de  rectas  oblicuas  al  plano  dado ,  siem- 
pre que  estas  fuesen  paralelas  entre  sí. 

103.  Reasumiendo  lo  que  ya  se  ha  dicho  sobre  los  planos  tanjen- 
tes ,  debemos  concluir  de  todo  ello  que ,  para  construir  el  plano  que 
toque  a  una  superficie  cualquiera  en  un  punto  dado,  bastará  en  lo 
sucesivo  que  hallemos  las  tanjente  a  dos  curbas^  trazadas  sobre  la  su- 
perficie que  pasen  por  el  punto  dado,  prefiriendo  siempre  en  cada 
ejemplo,  aquellas  cuyo  trazado  presente  mas  facilidad;  haremos  en 
seguida  pasar  un  plano  por  estas  dos  tanjentes,  cuya  operación  la  prac*- 
ticaremos  según  se  ha  dicho  en  el  n?  22.  Mui  pronto  daremos  ejem- 
plos de  estas  construcciones. 

Cuando  por  el  punto  dado ,  pasase  una  recta  que  toda  ella  estuviese 
situada  sobre  la  superficie,  esta  recta  será  ella  misma  su  propia  tanjen- 
te ;  y  en  este  caso  deberá  estar  contenida  en  el  plano  tanjente ,  y  po- 
drá emplearse  pcura  construir  este  plano ;  pero  no  siempre  deberemos 

9 


Digitized  by 


Google 


66  LtBBO  U.      DE   hAB   8IJFBBPtCfB«   T   BMTM  FLANOS   TAHIBirrBB. 

concluir  de  aquí  que  este  plano  toca  a  la  superficie  en  toda  la  loBJitud 
de  esta  recta  (n.^  101). 

104.  La  normal  a  una  superficie  es  la  recta  perpendicular  al  plano 
tanjente ,  tirada  por  el  punto  de  contacto  de  este  plano.  La  construc- 
ción de  esta  normal  será  por  consiguiente  fácil  (n?  33)  siempre  que  se 
hayan  determinado  las  trazas  del  plano  que  toca  a  la  superficie  en  el 
punto  de  que  se  trata. 
riG  33.  105.  Este  es  el  lugar  de  dar  una  regla  jeneral  que  sirva  para  de- 
terminar d  contomo  aparente  de  un  cuerpo ,  es  decir  la  línea  que ,  so- 
bre la  superficie  de  este  cuerpo ,  separa  las  partes  visibles  al  observa- 
dor de  las  que  no  puede  percibir.  Para  esto  sea  O  la  posición  que  ocupa 
el  ojo  del  espectador :  imajinémonos  tirados  por  este  punto  y  tanjen- 
eialmente  a  la  superficie  todos  los  planos  que  sea  posible  tirarle  ;  estos 
planos  tocaran  a  la  superficie  en  los  puntos  A,  B,  C...  que  formarán 
una  curba  en  la  cual  terminarán  todos  los  rayos  visuales  O  A,  OB,  OC..-. 
tanjentes  a  la  superficie  ;  y  según  esto  la  línea  ABCD  será  el  límite  de 
la  porción  que  puede  percibir  el  observador  colocado  en  O.  Pero  este 
contomo  aparente  cambiaría  de  forma  y  de  posición  variando  el  punto 
de  vista :  supongamos  que  este  se  traslada  a  O',  por  ejemplo ,  y  en 
este  caso  el  contorno  aparente  será  A'B'C'D'.  Por  consiguiente ,  seria 
preciso  en  cada  caso,  fijar  la  posición  del  punto  de  vista,  y  consiguiente 
a  esto  determinar  en  seguida  el  contorno  aparente ,  lo  cual  daría  lugar 
a  operaciones  gráficas ,  que  si  bien  enseñaremos  a  ejecutar  en  la  pers- 
pectiva y  no  servirían  en  el  caso  presente  sino  para  complicar  inútil- 
mente el  dibujo.  En  lugar  de  que  si  conservamos  la  hipótesis  admitida 
ya  num.  16 ,  y  en  virtud  de  la  cual  se  considera  el  punto  de  vista  de 
cualquiera  proyección  horizontal  a  una  distancia  infinita  sobre  la  ter- 
tical  OO',  que  pasa  por  cualquiera  de  los  puntos  del  objeto  ;  los  planos 
tanjentes  cuyos  puntos  de  contacto  con  la  superficie  nos  daban  a  cono- 
cer a  la  curba  ABC serán  ,  en  este  caso ,  todos  verticales ,  y  su  de- 
terminación será  mas  fácil;  o  mas  bien,  se  efectuara  por  lo  común  de 
un  modo  mui  sencillo ,  como  lo  reconocemos  en  los  depurados  si- 
guientes. 

106.  De  aquí  resulta  que  el  contorna  aparente  de  una  superficie 
proyectada  sobre  el  plano  horizontal,  se  obtiene  detenninando  los  pun- 
tos de  contacto  de  todos  los  planos  tanjentes  que  son  verticales. 
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En  cuanto  a  la  proyección  vertical  de  esta  misma  superficie  j  tiene 
su  punto  de  vista  particular ,  que  se  considera  (n?  16)  a  una  distancia, 
infinita  colocado  sobre  una  perpendicular  al  plano  vertical ;  de  donde 
se  sigue  que 9  el  contorno  aparente,  relativo  a  esta  proyección,  no  será 
el  mismo  que  el  del  plano  horizontal ;  pero  se  obtendrá  hallando  los 
puntos  de  contacto  de  la  superfi^^ie  con  todos  los  planos  tanjentes  que 

son   PERPENDICUr.ARES    AL    PLANO   VERTICAL. 

107.  Ahora  podremos  también  completar  las  reglas  que  hemos  indi- 
cado en  los  números  15  y  16,  respecto  a  la  puntuación  de  las  líneas  prin- 
cipales. Porque  de  todo  lo  que  precede  se  sigue  que,  las  líneas  o  porcio- 
nes de  líneas  que  sobre  una  superficie  cualquiera,  se  hallan  encima  del 
contomo  aparente  respecto  a  la  proyección  horizontal  serán  las  únicas 
partes  visibles  de  esta  proyección ;  y  en  cuanto  al  plano  vertical ,  l<fs 
imicos  puntos  visibles  serán  los  que  se  hallen  delante  del  contorno  apa- 
rente relativo  a  este  ultimo  plano.  Pero  no  debemos  olvidar  que  una 
misma  línea  podrá  mui  bien  ser  visible  en  una  de  sus  proyecciones 
e  invisibles  en  la  otra,  por  ser  en  los  dos  casos  diferente  el  punto  de  vis- 
ta: de  modo  que  será  indispensable  emplear  con  dicernimiento,  en  cada 
plano,  los  dos  modos  de  puntuación  que  hemos  indicado  para  las  lineas 
principales ,  teniendo  siempre  presente  que  no  se  aplican  las  distincio- 
nes precedentes  a  las  líneas  auxiliares  (n?  15,  2?). 

108.  Ademas,  siempre  que  en  un  depurado  entre  un  plano  tn¿í^. 
dOf  ya  sea  tanjente  o  ya  secante  ,  no  lo  consideramos  como  si  realmente 
existiese ,  y  solo  supondremos  que  se  ha  querido  dar  a  conocer  o  ha- 
llar sus  trazos :  porque  de  no  ser  así,  este  plano  ocultaría ,  casi  siempre, 
una  gran  parte ,  y  a  veces  la  totalidad  de  la  superficie ,  lo  cual  tendría 
el  grave  inconveniente  de  no  dejar  distinguir  sobre  esta  superficie,  ob. 
jeto  principal  del  depurado ,  las  partes  superiores  o  anteríores  de  las 
opuestas ;  de  modo  que  la  forma  de  los  objetos  se  espresaría  con  me- 
nos claridad  en  el  dibujo  gráfico.  Esta  restricción  deberá  sobreenten- 
derse siempre  en  lo  subcesivo ,  sin  que  tengamos  necesidad  de  recor- 
darla a  cada  paso. 
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CAPITULO  IIL 
De  los  planos  tanjentes  a  las  cilindros  ¡falos  conos. 

FIO.  39.      109.     Se  nos  propone  tirar  un  plano  tanjente  a  la  superficie  de  un 
cilindro  cualquiera ,  por  un  punto  dado  sobre  su  superficie. 

Sea  AECG  la  directriz  del  cilindro ,  que  supondremos  situada  en  el 
plano  horizontal ,  y  aun  cuando  en  el  caso  presente  esta  línea  es  un 
círculo^  el  método  que  vamos  a  esponer  es  aplicable  a  cualquiera  otra 
curba ;  sea  también  (a&,  a^V)  la  recta  a  quien  debe  ser  constantemente 
paralela  la  jeneratriz  rectilínea ,  cuando  resbale  sobre  la  AECG.  Prin- 
cipiaremos por  determinar  el  contorno  aparente  de  la  superficie ,  que 
en  el  plano  horizontal  estara  marcado  por  los  puntos  de  contacto  de 
todos  los  planos  tanjentes  verticales  (n?  106).  Pero  como  cada  plano 
de  este  jénero  contendrá  una  arista  (*)  del  cilindro,  y  tendrá  por 
traza  horizontal  a  la  proyección  de  esta  misma  recta ,  es  decir ,  una 
paralela  a  ab;  y  ademas  este  plano  tocará  al  cilindro  en  todo  el  largo  de 
esta  jeneratriz  (n?  99),  su  traza  deberá  por  consiguiente  ser  tanjente  a 
la  base  AECG;  luego,  si  tiramos  a  esta  curba  las  tanjentes  AB  y  CD 
paralelas  a  ab ,  estas  mismas  serán  las  trazas  de  los  planos  tanjentes 


f  *)  Para  simplificar  el  lenguaje,  damos  algunas  teces  el  nomhre  de 
aristas  de  un  cilindro  o  de  un  cono ,  a  las  diversas  podciones  de  la  jene- 
ratriz  rectilínea;  pero  nunca  debemos  aplicetr  a  estas  líneas  el  nombre  de 
elementos,  porque  los  elementos  de  una  magnitud  deben  ser  siempre 
komof  éneos  con  ella  misma:  así  es  que ,  los  elementos  de  una  superficie 
son  otras  pequefías  superficies  cuya  suma  compone  la  superficie  de  qw 
se  trata.  Ademas  de  esto ,  vamos  mui  pronto  a  emplear  (»?  159)  esta  voz 
de  elemento  en  su  verdadera  acepción ,  en  cuyo  caso,  no  kai  duda  que, 
de  su  doble  significado  resultaría  una  confusión  de  ideas  mui  perjudicial 
a  la  teoría  de  las  superficies  gausas.  También  emplearemos  algunas 
veces  el  nombre  de  base  para  señalar  la  directriz  de  un  cilindro  y  dt 
un  cono ,  principalmente  ciuindo  esta  curba  esté  situada  en  el  plano 
horizontal. 
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verticales)  y  al  mismo  tiempo  las  projecdones  horízontates  de  sus 
líneas  de  contacto  que  serán  las  dos  jeneratrices  (AB ,  A'B')  y  (CD^ 
CD').  Y  así,  estas  dos  líneas  formarán  el  contorno  aparente  del  cilindre 
sobre  el  plano  horizontal ,  y  cualquiera  arista  de  esta  superficie  que  es*- 
té  dAajo  de  estas  rectas ,  es  decir  que  termine  en  el  semicírculo  AGC, 
será  invisible  en  la  proyección  horizontal. 

En  cuanto  al  contomo  aparente  sobre  el  plano  vertical ,  nos  lo  da«- 
rán  (n^  106)  los  planos  tanjentes  que  sean  perpendiculares  a  este  pla^ 
no  de  proyección ;  por  consiguiente,  sus  trazas  horizontales  deberán  ser 
perpendiculares  a  la  línea  de  tierra  y  tanjentes  como  las  de  arriba  a  la 
base  AECG  ;  en  virtud  de  esto  estas  trazas  serán  EE'  y  GG'.  En  se^ 
guida,  como  estos  planos  tocarán  necesariamente  al  cilindro  según  las 
jeneratrices  EF  y  GH,  cuyas  proyecciones  verticales  son  las  rectas  E'F' 
y  G'H'  paralelas  a  a^Vy  sigúese  que,  estas  dos  jeneratrices  formarán  el 
contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  plano  vertical ;  de  modo  que 
cualquiera  otra  arista  que  se  halle  detrás  de  estas  rectas,  o  que  ter^ 
mine  en  el  semicírculo  EAG ,  será  immible  en  proyección  vertical. 

110.  Resolvamos,  ahora,  el  problema  propuesto,  suponiendo  que  M 
es  la  proyección  horizontal  del  punto  dado;  y  en  concepto  de  que  este 
debe  hallarse  sobre  la  superficie,  no  podremos  tomar  arbitrariamente  la 
segunda  proyección  de  este  punto,  porque  esta  va  a  resultar  de  la  pri- 
mera. Con  efecto ,  por  el  punto  en  cuestión  ,  situado  sobre  la  superficie 
del  cilindro,  pasa  necesariamente  una  jeneratriz  que  estará  proyectada 
horizontalmente  en  la  recta  ML  paralela  a  a¿ ;  y  como  ML  va  a  en* 
centrar  a  la  base  del  cilindro  en  L ,  este  punto  debe  ser  la  traza  hori* 
zontal  de  esta  jeneratriz,  cuya  proyección  vertical  será  por  consiguiente 
L'K'  paralela  a  a'&' ;  y  así  es  que,  proyectando  el  punto  M  a  la  recta 
L'K',  hallaremos  las  dos  proyecciones  M  y  M'  del  punto  asignado  so* 
bre  la  superficie  del  cilindro. 

Esto  no  obstante ,  hai  en  este  caso  otra  segunda  solución  ;  porque 
como  la  recta  ML  corta  a  la  base  en  dos  puntos  L  y  V,  podremos 
también  decir  que  V  es  la  traza  de  otra  arista  proyectada  asimismo  so^ 
bre  MV,  pero  que  tendrá  por  proyección  vertical  r  V'K",  de  modo  que, 
si  referimos  el  punto  M  a  esta  última  recta  en  el  punto  M'',  habrá  so^ 
bre  el  cilindro  otro  segundo  punto  (  M ,  M"  )  que  estará^  así  como  el 
primero  (M,  JVT) ,  proyectado  hori^ntalmente  en  M. 
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FtG.  39.  111.  Sentado  esto ,  constroyamos  el  plano  tanjente  respecto  al  pun- 
to (M »  M').  Este  plano  contendrá  a  la  jeneratríz  (ML,  M'L')»  y  por 
consiguiente  pasará  su  traza  por  el  pie  L  de  esta  recta;  y  como  ademas, 
debe  tocar  al  cilindro  en  todo  el  largo  de  esta  jeneratríz  (n?  99)  j  dicho 
plano  contendrá  necesariamente  la  tanjente  a  la  base  en  el  punto  L> 
es  decir,  a  la  línea  LQ ,  que  precisamente  será  la  traza  horizontal  del 
plano  pedido.  Para  hallar  la  otra  traza ,  determinaremos  el  punto  K 
en  que  la  recta  (ML ,  M'L')  contenida  en  este  plano ,  penetra  al  plano 
vertical ,  y  QK*  será  la  traza  vertical  del  plano  tanjente.  Pero  si  como 
en  el  depurado  que  presentamos,  sucede,  que  la  traza  PQ  vaya  a  cortar 
a  la  línea  de  tierra  a  una  distancia  grande ,  tiraremos  por  el  punto  (M» 
M^),una  recta  auxiliar  que  sea  paralela  a  la  traza  horizontal  LQ,y 
cuyas  proyecciones  serán,  evidentemente,  la  MX  paralela  a  QL  y  la 
M'X'  paralela  a  la  línea  de  tierra;  construyendo  en  seguida  el  punto  X' 
en  que  esta  auxiliar  va  a  penetrar  al  plano  vertical,  deberá  esto  punto 
pertenecer  también  a  la  traza  vertical  del  plano  tanjente ,  que  será  la 
X'K\  Será  mui  bueno  que  empleemos  en  todos  casos  este  medio,  como 
un  verificador  del  resultado. 

En  cuanto  al  plano  tanjente  relativo  al  punto  (M ,  M")  observaremos 
que  en  este  caso  la  jeneratríz  de  contacto  está  proyectada  en  MV  y 
M"  V  ;  luego  tirando  por  el  pie  V  de  esta  recta  una  tanjente  VS  a  la 
base  del  cilindro ,  esta  será  la  traza  horizontal  de  este  nuevo  plano  tan- 
jente. La  traza  vertical  SK''  se  determinará,  como  arriba,  hallando 
el  punto  K"  en  que  la  jeneratríz  de  contacto  penetra  al  plano  vertical; 
o  sino,  recurriremos  también  a  la  hirizontal  (MY,  M*' Y')  que  nos  dará 
otro  tercer  punto  Y'  de  esta  traza. 

112.  Observamos,  ademas,  que  conteniendo  los  dos  planos  tanjen- 
tes  PQR'  y  PSR',  que  acabamos  de  construir ,  a  dos  jeneratríces  del 
cilindro  que  son  paralelas  entre  sí ,  no  podrán  cortarse  estos  planos  si 
no  según  una  recta  paralelas  a  estas  jeneratríces.  Por  consiguiente ,  si 
construimos  (n^  27)  la  intersección  (PR,  P'R')  de  estos  dos  planos ,  de- 
berá esta  recta  ser  exactamente  paralela  a  {oh  a^V)  ,  lo  que  nos  pro- 
porcionará otra  nueva  verificación  de  las  operaciones  gráficas  ante- 
riores. 

113.  En  conformidad  con  las  razones  espuestas  en  el  n?  108,  nos 
hemos  propuesto ,  en  el  presente  depurado ,  el  construir  solo  las  tra- 


Digitized  by 


Google 


CAPrrVLO   Itl.   PLANOS   tANJENTBS   A  LOS  CILINDROS  T  CONO0.  71 

zas  de  los  planos  taiíjentes ,  sin  mirar  a  estos  como  realmente  exis- 
tentes; pero  en  el  supuesto  de  que  estas  líneas  subsisten ,  será  preciso 
punttuir  las  partes  de  ellas  que  estén  ocultas  por  las  proyecciones  del 
cilindro  9  tanto  sobre  el  plano  horizontal  como  sobre  el  vertical.  En 
cuanto  a  las  aristas  del  cilindro ,  hubiéramos  podido  puntuar  de  todas 
ellas  las  que  nos  han  servido  de  líneas  auxiliares  para  llegar  a  hallar  los 
pianos  tanjentes;  pero  hemos  preferido  mirar  a  todas  estas  rectas,  como 
otras  tantas  jeneratrices  que  realmente  existentes ,  cuyo  conjunto  es- 
presa mejor  la  forma  de  la  superficie ;  según  esto  j  estas  líneas  se  han 
debido  representar  por  medio  de  una  línea  seguida  o  puntuada  en  ra- 
zón de  ser  visibles  o  invisibles:  cuya  distinción  ejecutamos  practicando 
las  reglas  enunciadas  en  el  n?  109. 

114.  Si  queremos  construir  la  curba  que  forma  la  penetración  del 
cilindro  en  el  plano  vertical ,  bastará  para  conseguirlo,  hallar  las  trazas 
de  las  diferentes  jeneratrices  de  esta  superficie,  sobre  el  plano  de  que 
trata,  y  de  este  modo  hallaremos  la  línea  F'K'D'H'K"B'  que,  en  el 
ejemplo  de  que  tratamos,  es  una  elipse;  esta  deberá  tocar  en  los  puntos 
K'  y  K",  a  las  trazas  de  los  planos  tanjentes,  porque  estos  contienen 
(n?  99)  las  tanjentes  a  todas  las  curbas  situadas  sobre  el  cilindro,  y 
tiradas  por  los  diversos  puntos  de  su  arista  de  contacto.  Para  hallar 
el  punto  mas  alto  y  mas  bajo  de  la  curba  F'K'D'H' bastará  cons- 
truir las  dos  jeneratrices  correspondientes  a  los  puntos  de  la  base  Ty  f 
en  los  cuales  la  tanjente  es  paralela  a  la  linea  de  tierra.  Porque,  res-» 
pecto  a  cada  una  de  estas  jeneratrices ,  a  la  (  TV,  T '  V '  )  por  ejem^ 
pío ,  el  plano  tanjente  correspondiente  cortará  al  plano  vertital  según 
una  recta  que  evidentemente  será  paralela  a  la  línea  de  tierra  j  y  por 
consiguiente  horizontal ;  ademas,  debiendo  tocar  necesariamente  esta 
intersección  a  la  curba  F'K'D'H',...  se  sigue  claramente  que  el  punto 
V  es  precisamente  el  punto  en  que  la  tanjente  es  horizontal.  Observe- 
mos ademas  que ,  esta  consecuencia  es  también  cierta  en  un  cilindro 
cualquiera,  aun  cuando  su  base  sea  otra  curba  arbitraria  diferente 
del  círculo. 

115.  Por  último  añadiremos  que,  si  se  hubiese  elejido  por  directriz 
del  cilindro ,  una  curba  cualquiera  situada  en  el  espacio  y  definida  por 
medio  de  sus  dos  proyecciones  sobre  los  planos  fijos ,  hubiéramos  po- 
dido reducir  la  cuestión  al  caso  del  núm.  109 ,  tirando  por  los  diver- 
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g09  puntos  de  esta  curba  rectas  paralelas  a  la  recta  {ab^  a'¿'),  y  deter* 
minando  en  seguida  la^  trazas  de  estas  jeneratriees  sobre  el  plano  horí^ 
zontal;  de  este  modo  hubiéramos  hallado  la  base  AELG,  que  es  la  mis- 
ma que  desde  un  princpio  hemos  elejido. 

116.  Tirar  un  plano  tanjente  a  un  cilindro ^  por  un  punto  dado 
fuera  de  esta  superficie. 

FIO.  39.  Concibamos  que  respecto  a  este  cilindro  existen  los  mismos  datos  que 
anteriormente 9  y  sea  (N,  N')  el  punto  señalado  en  el  espacio;  tirare- 
mos por  este  punto  y  paralelamente  a  las  jeneratriees  ,  una  recta  (NP, 
N^P'),  la  cual  evidentemente  deberá  hallarse  contenida  en  su  totali- 
dad  en  el  plano  tanjente  que  buscamos»  porque  este,  cualquiera  que 
él  sea  9  contendrá  también  precisamente  a  una  arista  del  cilindro. 
Luego,  si  construimos  la  traza  horizontal  P  de  esta  recta ,  tendremos 
conseguido  un  punto  de  la  traza  del  plano  pedido  ;  y  debiendo  esta  to- 
car a  la  base  del  cilindro  (n?  99),  será  alguna  de  las  tanjentes  PLQ  o 
PVS  que  por  el  punto  P  pueden  tirarse  a  esta  base.  Habrá  por  consi- 
guiente dos  planos  que  resolverán  el  problema ,  y  sus  trazas  verticales 
se  hallarán  fácilmente ,  porque  cada  uno  de  estos  planos  contendrá  a 
la  recta  (PN^,  P'N')  ya  la  arista  que  parte  del  punto  de  contacto 
L  o  y  (*).  Podríamos  también  figurarnos,  como  lo  hemos  hecho  en  el 
n?  111,  que  por  el  punto  dado  (N ,  N')  se  había  tirado  una  horizontal 
situada  en  el  uno  o  en  el  otro  de  los  planos  tanjentes,  'y  construir  en 
seguida  la  traza  vertical  de  esta  recta. 

117.  Hallar  un  plano  que  sea  tanjente  a  un  cilindro  y  paralelo  a 
una  recta  dada. 

F16.  40.  ^^^  AECG  la  base  del  cilindro  sobre  el  plano  horizontal,  y  (  EF, 
E'  F' )  una  de  las  jeneratriees :  construiremos  el  contorno  aparente  de 


(*)  Sucede  en  él  com  presente  que  los  puntos  de  contacto  h  yV  se 
Judian  sobre  UTia  misma  paralela  a  la  recta  ab ,  porque  hemos  querido 
que  la  figura  del  problema  precedente  sirva  también  para  este ;  pero 
cuando  se  tornee  el  punto  (N,  N')  enteramente  arbitrario,  fio  tendrá  jene- 
raímente  lugar  esta  circunstancia ,  ademas  de  que  esto  no  hará  variar 
en  nada  los  raciocinios  que  nos  han  servido  para  resolver  el  problema 
que  nos  ocupa. 
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esta  superficie  sjobre  Ipa  dos  planos  fijos,  según  lo  hemos  practicado  eq 
el  núm.  109;  si  en  seguida»  representamos  por  (mn,  nCtC)  la  recta  dadj^^ 
será  preciso  tirar,  ppr  un  punto  de  esta  línea,  una  paralela  {ma^  mV)  a  Ia9 
jeneratrices  del  cilindro,  y  hacer  pasar ,  en  seguida,  un  plano  por  estas 
dos  rectas.  Este  plano ,  que  tendrá  por  traza  horizpntal  a  an ,  deberá 
ser  paralelo  al  plano  tanjente  que  buscamos ,  porque  este  último  p}anq 
contendrá  a  una  arista  del  cilindro ,  y  será  también  paralelo  a  l^s  dps 
rectai^  proyectadas  en  ma  y  mn ;  luego  la  traza  de  este  plano  tSAJ^entQ 
será  una  de  las  dps  tanjentes  PQ  o  TS  tiradas  a  la  base  paralela- 
inente  a  an.  Por  consiguiente  habrá  también  en  este  caso  dos  solu- 
piones,  Y  1^9  trazas  verticales  QR'  y  SV^  se  hallarán  mui  fácilmen* 
te  por  mpdip  de  las  aristas  de  contacto  que  serán  (PR  P'R')  res** 
pecto  a  uno  de  los  planos^  y  (TV,  T'V)  respecto  al  otro.  En  el 
caso  presente  los  dos  planos  tanjentes  serán  evidentemente  parale- 
los entre  sí,  y  por  consiguiente  sus  trazas  verticales  deberán  tam- 
bién ser  paralelas  una  a  otra. 

118.  Al  terminar  estos  problemas  relativos  a  los  cilindros,  observa- 
remos que,  no  ae  nos  podría  exijir  que  un  plano  fuese  tanjente  a  es- 
tas superjSciegf  y  pasase  al  mismo  tiempo  por  una  recta  dadja.  Vqi;- 
que  por  el  solo  hecho  de  que  un  plano  tocase  a  un  cilindro  en  un 
puntO|  seria  forzosamente,  según  hemos  visto  núm.  99,  tanjente  en 
todp  el  largp  de  la  jeneratríz  que  pasase  por  este  punto;  de  modo 
que  esta  prirnerin  cpndicion  contiene  implícitamente  dos,  en  virtud  de 
las  cuales  el  plano  que  buscamos  debe  efectuar  el  contacto  en  dos 
puntos  de  la  superficie;  si  a  esta  obligación  añadimos  aun  la  de  pa- 
sar por  una  recta  o  dos  puntos  tomados  fuera  de  la  misma  super- 
ficie, tendremos  aquí  cuatro  condiciones  distintas,  cuando  solas  tres 
son  necesarias  para  determinar  la  posición  de  un  plano.  Sin  embar- 
go, si  la  recta  dada  fuese  paralela  a  las  aristas  del  cilindro,  lo  que  en 
sustancia  equivaldría  a  fijar  un  solo  punto,  quedaría  el  problema  reduci- 
do al  del  núm.  116. 

119.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  cónica  por  un  punto 
dOfdo  sobre  ella. 

Sea  AGBD  la  curba  directriz  que  supondremos  trazada  en  el  pía-  no.  41. 
no  horizontal,  y  (S,S')  el  cúspide  del  cono;  principiaremos  por  de- 
terminar el  contorno  aparente  de  esta  superficie  sobre  el  plano  ho- 

10 
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rízontal,  para  lo  que  determinaremos  (num.  106)  todos  los  planos  tafí^ 
jentes  que  pueden  ser  verticales.  Y  como  los  planos  de  esta  natn^ 
raleza  tienen  por  traza  horizontal  a  la  proyección  misma  de  In  je^ 
neratriz  que  se  halla*  sobre  ellos,  sigúese  <)ue  esta  traza  pasará  por 
el  punto  S;  y  como  ademas  debe  tocar  a  la  base,  en  atención  a  que 
también  en  este  caso  tiene  lugar  el  contacto  del  plano  tanjente  en 
todo  el  largo  de  una  jeneratriz  (num.  100),  concluimos  de  aquí  que 
las  tanjentes  SA  y  SB  tiradas  desde  el  punto  S,  son  las  trazas  de  lo9 
planos  tanjentes  verticales,  y  que  estos  tocan  al  cono  según  las  dos 
aristas  (SA,S'A')  y  (SB,S'B'),  que  son  las  que  forman  el  contorno 
aparente  de  la  superficie  cónica  con  relación  al  plano  horizontal.  De  moda 
que  cualquiera  jeneratriz  que  se  halle  debajo  de  estas,  es  decir  que  termi- 
ne en  la  porción  ADB  de  la  base,  serÁinvisible  sobre  el  plano  horizontal. 

En  cuanto  al  contorno  aparente  sobre  el  plano  vertícaf,  le  halla- 
remos por  medio  de  los  planos  tanjentes  al  cono  que  sean  perpen- 
diculares a  este  plano  de  proyección  (núm.  106)^  según  esto  y  como  las 
trazas  horizontales  de  estos  planos  deben  ser  perpendiculares  a  la  lí- 
nea de  tierra,  y  tanjentes  al  mismo  tiempo  (num.  100)  a  la  base  ACBD^ 
concluiremos  que  las  rectas  CC  y  DD'  son  estas  trazas.  Y  como  ade- 
mas, estos  planos  tocarán  al  cono  evidenfemente  según  las^  jeneratri- 
ees  (CS,C^S^  y  (DS,D'S'),  sigúese  que  estas  dos  rectas  formarán 
el  contorno  aparente  de  la  superficie  proyectada  sobre  el  plano  ver- 
tical; y  por  consiguiente  toda  arista  que  se  halle  detras  de  estas  rec- 
tas, o  que  termine  en  la  porción  GAD  de  la  base,  será  invisible  en 
la  proyección   vertical. 

120.  Volvamos  ahora  al  problema  primitivo,  y  supongamos  que  sea 
M  la  proyección  horizontal  del  punto  dado-  No  debe  tomarse  arbitra- 
riamente la  otra  proyección;  porque  supuesto  que  el  punto  en  cues- 
tión pertenece  a  la  superficie,  debe  hallarse  sobre  una  jeneratriz  de- 
terminada que  no  puede  tener  por  proyección  horizontal  sino  la  lí- 
nea SM ;  por  consiguiente  esta  recta  tendrá  por  traza  horizontal  al 
punto  E  o  al  G,  y  en  virtud  de  esto  su  proyección  vertical  será  S'E* 
o  S'G\  Luego  si  referimos  a  ellas  el  punto  M  por  medio  de  una 
perpendicular  a  la  línea  de  tierra,  haUaremos  para  el  punto  dado  las 
dos  soluciones  (M,M')  y  (M,M''). 
riG.  41.     121.     Sentado   esto,  constniyamos  el  plano  tanjente   que  pase  por 
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el  primero  de  estos  dos  puntos.  Et&te  plano  contendrá  alajeneratriz 
(SE,S'E')  y  tocará  al  cono  en  toda  la  lonjitud  de  esta  recta  (num. 
100);  por  consiguiente,  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  tanjente  PEQ 
de  la  base.  En  cuanto  a  su  traza  vertical,  deberá  pasar  por  el  pun- 
to (F,F')  en  que  la  arista  de  contacto  penetra  al  plano  vertical,  y 
por  el  punto  Q  en  que  la  traza  PE  va  a  cortar  a  la  línea  de  tier- 
ra; pero  como  este  punto  Q  se  halla  en  el  caso  presente  fuera  del 
cuadro,  salvaremos  este  inconveniente,  suponiendo  que  por  el  pun- 
to (M,M')  y  en  el  plano  tanjente  que  buscamos,  se  tira  una  horizon- 
tal (MX,M'X')  la  cual  irá  a  penetrar  al  plano  vertical  en  X',  y  nos 
proporcionará  otro  nuevo  punto  de  la  traza  pedida  QX'F'. 

Así  mismo,  como  respecto  al  punto  (M,M"),  es  (SG,S'G')  la  aris- 
ta de  contacto,  tendremos  que  la  tanjente  GV  será  la  traza  horizon- 
tal del  plano  tanjente  de  que  al  presente  tratamos;  y  su  traza  ver- 
tical VF'^  se  determinará  hallando  el  punto  F"  en  que  la  arista  de 
contacto  (GS,G'S^)  va  a  penetrar  al  plano  vertical:  o  bien,  según  lo 
hemos  practicado  anteriormente,  nos;  valdremos  de  una^  horizontal 
(MY,Af^Y^)  situada  en  el  plano  tanjente  de  que  tratamos. 

122.  Observamos  que  los  dos  planos  tanjentes  que  acabamos  de 
determinar,  contienen  cada  uno  de  ellos  una  jeneratriz  del  cono  y 
que  en  virtud  de  esto  pasarán  ambos  por  el  cúspide  (S,S');  de  a- 
quí  resulta  que  si  construimos  (num.  27)  su  intersección,  que  se  ve 
proyectada  según  PR  y  P'R',  sucederá,  necesariamente,  que  la.  prime- 
ra de  estas  líneas  pase  por  S  y  la  segunda  por  S\  esto  nos  pro- 
porcionará una  verificación  de  las  construcciones  anteriores.  Ademas, 
las  trazas  verticales  deberán  tocar  en  F'  y  F"  a  la  curba  según  la 
cual  costa  el  plano  vertical  aljcono,  cuya  curba  se  construirá  deter- 
minando los  puntos  en  que  las  diferentes  jeneratrices  van  a  penetrar 
a  este  plano  de  proyección. 

123.  Tirar  un  plano  tanjente  auna  superficie  cónica  por  un  pun- 
to dado  juera  de  ella. 

Sea  también  ABC   la  base^'del  cono  y   (S,S^  el  cúspide;  deter-  fig.  42. 
minaremos   como  anteriormente  el  contorno   aparente   de  la  superfi- 
cie sobre   cada   uno  de  los  planos  fijos,  y  representaremos  por  (N,N') 
el  punto  elejido  en  espacio.   Como  el  plano  tanjente  que  buscamos 
debe  contener  a  una  jeneratriz,  pasará  precisamente  por  el  cúspide 
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(8,8')  y  por  consiguiente  contendrá  a  la  recta  (SNjfiTiV):  luego  si 
determinamos  el  pie  (P^P")  de  esta  recta  7  tiramos  por  él  las  dos 
tanjentes  PEQ,  PGV  a  la  base,  estas  serán  las  trazas  horizontales 
de  los  dos  "planos  tanjentes  qne  cumplen  con  la  cuestión.  En  cuan- 
to a  las  trazas  verticales,  las  determinaremos  por  medio  de  la  rec- 
ta (SN,S^N')  contenida  en  los  dos  planos,  o  bien  por  medio  de  las 
aristas  de  contacto  de  estos  planos,  que  evidentemente  son  (SE, 
S'ÍT)  y  (SG,S'G'),  También  podríamos  emplear  una  horizontal  au- 
xiliar tirada  por  el^  punto  (N^N')  en  cada  cono  de  los  planos  tanjen- 
tes, del  mismo  modo  que  lo  hemos  practicado  jra  varias  veces. 

124.  Hallar  un  plano  que  sea  tanjente  a  un  cono  y  paralelo  a 
una  rectOr  dada. 

FIO.  42.  Conservemos  para  este  problema  los  mismos  datos  que  anterior- 
mente, y  sea  (mUjítCrí )  la  recta  a  quien  debe  ser  paralelo  el  plano 
tanjente.  Como  este  plano  ha  de  pasar  precisamente  por  el  cúspi- 
de, si  por  este  punto  y  paralelamente  a  (mn^inírC)  tiramos  la  recta 
(SP,ST'),  tendremos  qne  esta  recta  estará  contenida  en  el  plano  pe- 
dido; por  consiguiente  la  traza  (P>P')  de  esta  recta  pertenecerá  a  la 
traza  horizontal  del  plano  tanjente,  y*segun  esto  esta  traza  será  una 
de  las  dos  tanjentes  PEQ,PGV  tiradas  a  la  base.  Habrá  también 
dos  soluciones  en  este  problema,  y  las  trazas  verticales  de  estos  pla- 
'   nos  se  determinaran  lo  mismo  que  en  el  número  precedente. 

125.  Supuesto  que  todo  plano  que  es  tanjente  a  una  superficie 
cónica  en  un  punto,  toca  precisamente  a  esta  misma  superficie  en 
todo  el  largo  de  una  recta  (n6m«  100),  la  observación  que  híeimos 
en  el  núm.  118  se  aplica  también  aquí,  y  asi  resulta  que  no  podría 
exijírsenos  el  que  un  plano  fuese  tanjente  a  un  cono  y  pasase  al 
mismo  tiempo  por  una  rectq  o  por  dos  puntos  dados,  a  no  ser  que 
la  recta  que  uniese  estos  dos  puntos,  pasase  también  por  el  cúspi- 
de, porque  en  tal  caso  todo  se  reduciría  a  no  asignar  sino  un  solo 
punto  (núm.   123.) 

Al  concluir  este  capítulo,  le  agregaremos  algunos  problemas  cuya 
solución   no  haremos  mas  de  indicar. 

126.  Tinrar  par  una  recta  dada  tm  plano  que  forme  con  el  pla- 
no horizontal  un  ángtdo  determinado  a. 

Bajaremos  desde  un  punto  cualquiera  de  la  recta,  nna  perpendi- 
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cuiar  y  una  oblicua  al  plano  horizontal,  dirijiendo  esta  paralelamente 
al  plano  vertical,  y  de  modo  que  su  proyección  sobre  este  último 
plano  forma  el  ángulo  ce  con  la  línea  9e  tierra.  Hecho  esto,  figu- 
rémonos que  esta  oblicua  jira  al  rededor  de  la  vertical,  y  en  en  eidte 
movimiento  describirá  un  cono  recto  cuya  traza  horizontal  será 
un  círculo  que  es  mui  fácil  determinar,  y  cuyas  aristas  esta- 
rán todas  inclinadas  sobre  el  horizonte  la  misma  cantidad  ás;  por 
consiguiente,  si  a  este  cono  le  tiramos  un  platio  tanjente  que  pase 
por  la  recta  dada,  se  convierte  el  problema  propuesto  en  el  del  num. 
123,  y  hallaremos,  manifiestamente,  un  plano  que  cumplirá  con  las  con- 
diciones pedidas  en   la  cuestión. 

127.  Tirar  un  plano  tanjente  a  un  cilindro  dado  cuya  inclina- 
ción con  el  plano  horizontal  sea  a.  Construiremos,  como  lo  hemos 
hecho  en  el  problema  precedente,  un  cono  de  revolución  cuyas  a- 
fistas  formen  el  ángulo  a?  con  el  plano  horizontal;  en  seguida  tira- 
remos por  el  cúspide  una  recta  "^paralela  a  las  jeneratrices  del  cilin- 
dro, y  haciendo  pasar  por  esta  recta  un  plano  tanjente  ttl  cono  (núm. 
123),  no  quedará  mas  que  hacer  que  tirar  un  plano  tanjente  al  ci- 
lindro paralelo  a  este  último;  cuyo  problema  lo  resolveremos  como 
el  del  núm.  117,  tirando  una  tanjente  a  la  base, del  cilindro  para- 
lela a  la  traza  horizontal  del  plano  que  toca  al  cono,  conocemos  mui 
bien  que  este  problema  será  imposible,  siempre  que  la  paralela  tira- 
da por  el  cúspide  del  cono  auxiliar,  termine  en  el  interior  de  sa  base. 

Si  se  nos  propusiese  la  misma  cuestión  respecto  a  un  cono  defi- 
nido por  una  base  cualquiera,  seria  preciso  modificar  la  solución  to- 
mando por  cúspide  del  cono  de  revolución  el  mismo  punto  que  sir- 
ve de  cúspide  a  la  superficie  cónica  dada  por  el  problema;  y  en  se- 
guida se  deberá  tiñir  una  tanjente  común  a  las  bases  de  estos  dos 
conos,  y  esta  será  la  traza  horizontal  del  plano  pedido. 

128.  Tirar  por  un  punto  dado  una  recta  que  sea  tanjente  a  una 
superficie  cdnica  y  paralela  también  a  un  plarío  dado.  En  primer  lu- 
gar construiremos  un  plano  que  toque  al  cono  y  pasa  por  el  pun- 
to que  indica  la  cuestión;  en  seguida,  cortaremos  a  este  plano  con 
otro  tirado  desde  el  mismo  punto  paralelamente  ál  plano  dado;  he- 
cho esto,  la  intersección  de  los  dos  planos  construidos  de  este  mo- 
do, nos  dará  patentemente  una  recta  que  cumplirá  con  la  cuestión. 
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CAPITULO  IV. 

De   los  planos  tanjentes  a  las  superficies  de  revoltícianf  cuando  se 
nos  dá  el  punto  de  contacto. 

FIO.  43.  1^9-  Supuesto  que  por  cada  punto  M  tomado  sobre  una  super- 
ficie de  revolución  (núm.  75)  pasan  siempre  un  meridiano  AMD  y  un 
paralelo  FMG,  si  construimos  las  tanjentes  MT  y  MV  a  estas  cur- 
bas,  y  hacemos  pasar  un  plano  por  estas  dos  rectas^  este  será  (nám* 
103)  el  plano  tanjente  de  la  superficie  en  el  punto  M.Y  como  la 
tanjente  MV,  situada  en  el  plano  del  círculo  FMG,  es  evidentemen- 
te perpendicular  a  un  mismo  tiempo  al  radio  MO,  y  al  eje  AO; 
sigúese  que  también  será  perpendicular  al  plano  meridiano  AOM,  y 
por  consiguiente  el  plano  tanjente  que  contenga  a  MV,  será  tam- 
bién perpendicular  al  meridiano.  Y  como  esta  consecuencia  es  indepen- 
diente de  la  naturaleza  de  la  curba  AMD  y  de  la  posición  del  pun- 
to M^  resultará  de  aquí  el  teorema  notable  siguiente:  En  toda  super- 
ficie de  revolíicion,  el  plano  tanjente  es  siempre  perpendicular  al  pla- 
no meridiano  quépase  por  el  punto  de  contacto. 

130.  Tirando  por  el  punto  M  una  normal  MN  a  la  superficie, 
esta  recta  que  es  perpendicular  al  plano  tanjente,  estará  contenida 
precisamente  en  plano  meridiano  AMD;  luego  en  toda  superficie  de 
revolución,  la  normal  encu,entra  al  eje. 

Ademas,  este  encuentro  tiene  lugar  en  un  mismo  punto  del  eje 
cuando  las  normales  como  MN,PN,FN....  corresponden  a  un  mismo 
paralelo.  En  efecto,  cuando  el  plano  meridiano  AMD  jira  al  rede- 
dor del  eje,  llevando  consigo  a  las  rectas  MN  y  MT,  no  deja  nun- 
ca la  primera  de  ser  perpendicular  a  la  segunda;  ademas,  esta  rec- 
ta móvil  MN,  que  siempre  está  contenida  en  el  plano  meridiano, 
es  lo  mismo  que  este  (núm.  129)  sucesivamente  perpendicular  a  ca- 
da una  de  las  tanjentes  tales  como  MV  del  paralelo;  luego  según 
vemos  MN  es  siempre  perpendicular  a  dos  tanjentes,  y  por  consi- 
guiente normal  a  la  superficie,  en  todas  las  posiciones  que  ocu* 
pe  cuando  jire  al  rededor  del  eje  AD.  Y  como  en  todo  este 
movimiento  permanece  inmóvil  el  punto  N  de  la  normal  MN,  resul- 
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ta  de  aquí  que  toda9  las  normales  tiradas  por  los  diferentes  puntos 
de  un  mismo  paralelo,  forman  siempre  un  cono  recto  cuyo  cúspide 
está  sobre  él  eje:  pero  este  cúspide  varia  cuando  de  un  paralelo  pa- 
samos a  otro. 

Después  de  haber  hecho  notar  estas  propiedades  jenerales  y  co- 
munes a  todas  las  superficie  de  revolución,  vamos  a  ocupamos  en 
el  plano  tanjente. 

131,  Tirar  por  un  punto  dado  sobre  una  superficie  de  revolución 
cuyo  w^eridiaTío  es  conocido^  un  plano  que  sea  tanjente  a  esta  super- 
ficie. 

Para  simplificar  las  construcciones,  elijamos  el  plano  horizontal  de  fig.  44. 
modo  que  sea  perpendicular  al  eje  de  revolución:  en  cuyo  caso,  co- 
mo esta  recta  es  vertical,  se  proyectará  horizontalmente  en  el  pun- 
to O,  y  verticalmente  según  la  recta  O'Z*.  Sea  ademas  A'B'D'  la  pro- 
yección del  meridiano  principal,  es  decir  de  el  que  es  paralelo  al 
plano  vertical,  y  que  está  proyectado  horizontalmente  en  OB  para- 
lela a  la  línea  de  tierra:  en  el  caso  presente  este  meridiano  es  una 
elipse,  de  la  cnal  uno  de  los  diámetros  principales  coincide  con  el  eje 
de  rotación,  y  por  consiguiente  la  superficie  enjendrada  será  un  elip- 
soide de  revolución  (núm.  79);  pero  los  raciocinios  y  construcciones, 
serán  enteramente  semejantes  cuando  la  curba  meridiana  sea  cual- 
quiera otra.  El  mayor  de  los  paralelos,  o  el  equador  de  la  superfi- 
cie, es  visiblemente  el  círculo  descrito  por  el  semi-eje  C'B',  que  se 
proyecta  horizontalmente  según  un  círculo  BKE  igual  al  primero,  y 
forma  el  contorno  aparente  de  la  superficie  respecto  al  plano  hori- 
zontal (núm.  106  );  con  efecto,  en  toda  la  estension  del  equador  (B'E', 
BKE)  serán  los  planos  tanjentes  verticales  porque  cada  uno  de  ellos 
contiene  a  la  tanjente  del  meridiano,  la  cual  es  una  vertical  como  la 
B'B.  En  cuanto  al  contorno  aparente  de  la  superficie  respecto  al 
plano  vertical,  será  el  meridiano  jn-incipal  (A'B'D'E',BE);  porque  es- 
te contorno  debe  estar  formado  (núm.  106)  por  los  puntos  de  con- 
tacto de  todos  los  planos  tanjentes  perpendiculares  al  plano  verti- 
cal; y  como  los  planos  tanjentes  en  toda  la  estension  de  esta  cur- 
ba meridiana  son  (núm.  129)  perpendiculares  todos  a  su  plano,  sí- 
gnese que  también  lo  serán  al  plano  vertical  de  proyección.  No  aña- 
diremos mas  posiciones  de  la  jeneratriz  para  espresar  (núm.  93)  la  fir^ 
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ma  de  la  suporficie;  por  que  está  suficientemente  indicada  con  lo 
que  precede;  pero  0Ín  embargo  veremos  mas  adelante  (núm.  137)  el 
modo  de  construir  las  proyeccione»  tantas  curbas  meridianas  cuantas 
se  quieran  trazar. 

132.  Sentado  esto,  sea  M  la  proyección  horizontal  del  punto  dado  so- 
bre la  superficie;  no  podremos  tomar  arbitrariamente  la  segunda  proyec- 
ción de  este  punto,  supuesto  que  debe  estar  situado  en  el  punto 
de  encuentro  de  la  vertical  levantada  en  M  y  del  meridiano  que 
está  proyectado  según  OK.  Pero  si  hacemos  jirar  a  este  alrede- 
dor del  eje  (0,0'Z')^hasta  tanto  que  coincida  con  el  meridiano  prin- 
cipal OB,  en  este  caso  estará  proyectado  verticalmente  según  A'B'D'; 
y  como  en  virtud  de  este  movimiento  la  proyección  M  habrá  des- 
crito el  arco  MG,  concluiremos  de  aquí  que  ía  proyección  vertical 
del  punto  que  buscamos  está  representada  en  la  actualidad  en  los 
puntos^  G'  o  G".  Si  ahora  restituimos  el  meridiano  móvil  a  la  po- 
sición OK^  el  punto  de  que  tratamos  que  durante  este  movimiento 
no  ha  variado  de  altura,  permanecerá  proyectado  verticalmente  sobre 
la  horizontal  G'F'  o  la  G"F",  de  donde  se  sigue  que  en  su  posición 
primitiva,  estaba  proyectado  en  M'  o  en  M";  y  asi  es  que  hai  dos  pun- 
tos (M,M')  y  (M,M")  sobre  ja  superficie,  que  ambos  están  proyecta- 
do horizontalmente  en  M. 
FIO.  44,  133.  Consideramos  el  primero  de  estos  puntos  (M,M'),  y  par^ 
determinar  el  plano  tanjente  en  él,  le  sujetaremos  a  pasar  por  dos 
tanjentes  a  la  superficie  (núm.  103),  a  saber:  por  la  tanjente  al  me- 
ridiano y  la  tanjente  al  paralelo;  pero  como  la  proyección  de  la  cnr- 
ba  meridiana  relativa  al  punto  (M,M')  no  se  nos  da  inmediatamente, 
y  según  esto  no  podemos  tirarle  directamente  una  tanjente,  aplica- 
remos el  plano  vertical  OMK  sobre  el  meridiano  principal  OB.  Pe 
este  modo  el  punto  (M ,M')  se  trasportará  a  (G,G')  y  en  esta  sitúa 
cion  será  fácil  construir  la  tanjente  G'H'  que  penetrará  al  plano  ho- 
rizontal en  el  punto  H  sobre  la  OB;  si  en  seguida  restituimo3  el 
meridiano  móvil  a  su  primitiva  posición  OMK,  y  tendremos  que  el  pie 
H  de  esta  tanjente  describirá,  patentemente,  un  arco  de  círculo  termi- 
nado en  T,  mientras  que  el  punto  de  contacto  G'  se  restituirá  a  M ^  lue- 
go proyectando  el  punto  T  a  la  línea  de  tierra,  hallaremos  que  M'T* 
y  MT  son  las  proyecciones  de  la  tanjente  al  meridiano  que  pasa 
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por  el  panto  (M,M').  Observemos,  ademas  que  esta  tanjente  proloD* 
gada  debe  encontrar  al  eje  de  la  superficie  en  el  misnH>  puüto  Z^  en 
que   termina  la  recta  GíV. 

En  cuanto  al  paralelo  relativo  a  este  punto  (M ^M'),  está  eviden- 
temente proyectado  sobre  el  círculo  GMF  y  sobre  G'F';  por  con- 
siguiente su  tanjente  es  la  horizontal  (MV,M'V')  perpendicalar  al 
plano  meridiano  OMK.  Ahora  bien,  el  plano  que  contenga  a  las 
dos  tanjentes  determinadas  de  este  modo,  tendrá  por  traza  horizon- 
tal a  una  recta  TU  que  pasa  por  el  pie  T  de  la  primera  tanjente, 
tirada  paralelamente  a  MV  que  es  una  horizontal  contenida  en 
este  plano  tanjente;  en  seguida  tendremos  la  traza  vertical  UV  de 
este  mismo  plano,  construyendo  el  punto  V^  en  que  la  recta  (MV, 
M'V)  va  a  penetrar  al  plano  vertical. 

Por  un  medio  enteramente  semejante  hallaremos  el  plano  tanjen- 
te relativo  al  punto  (MjM'*),  aplicando  en  primer  lugar  el  punto  M" 
a  O"  sobre  el  meridiano  principal  y  tirando  por  este  la*  tanjente  G"L'- 
Refiriendo  en  seguida  el  pie  (L,L*)  de  esta  recta  al  meridiano 
OK,  vendrá  a  parar  a  R;  y  como  la  tanjente  al  paralelo  es  en  es- 
te caso  (MV,M"V),  sigúese  que  las  trazas  del  plano  tanjente  serán 
Re  paralela  a  MV  y  SV". 

134.  Bueno  será  observemos  que,  según  la  dirección  de  la  tan- 
jente MV  al  paralelo,  todo  plano  tanjente  a  una  superficie  de  revo- 
lución, tendrá  siempre  su  traza  horizontal  perpendicular  a  la  del 
plano  meridiano  que  pase  por  el  punto  de  contacto,  a  lo  menos  mien- 
tras sea  vertical   el  eje   de   la  superficie. 

135.  Observemos  ademas  que  como  los  dos  planos  tanjentes  en  (M,M') 
y  en  (M,M")  tienen  sus  trazas  TU  y  RS  paralelas,  deberán  cor- 
tarse según  una  horizontal;  y  por  un  efecto  de  la  simetría  de  la 
snpcrficie  de  que  tratamos,  esta  horizontal  estará  situada  en  el  pla- 
no del  eqnador  E'B\  Con  efecto,  como  las  tanjentes  G'H'  y  G"L' 
a  la  elipse  meridiana,  necesariamente  se  encuentran  en  un  pun- 
to o?  situado  sobre  el  eje  do  esta  elipse,  este  punto  transportado  a 
6  en  el  meridiano  OK  a  una  con  las  dos  tanjentes,  les  será  siem- 
¡Nre  comun,^y  permanecerá  en  el  plano  del  equador  E'B':  luego  la 
horizontal  que  resalta  de  la  intersección  de  los  dos  planos  tanjen- 
tes, pasará  por  el  punto  6;  Y  por  esta  misma  razón  es  por  la  que 
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las  trazan  verticales  de  estos  planos  deben  cortarse  en  un  punto  P' 
situado  sobre  la  recta  E'B'g  prolongada. 
PI6.  44.  136  Para  obtener  la,normal  Je  la  superficie  de  revolución  en  el  pun- 
to M  ,M),  recordaremos  (núm.  130)  que  todas  las  normales  en  todos 
los  puntos  de  un  mismo  paralelo,  van  a  cortar  al  eje  en  el  mismo  pun- 
to, y  que  ademas  cada  una  de  ellas  está  contenida  en  el  plano  meri- 
diano que  pasa  por  el  punto  de  contacto.  Asi  es  que,  después  de  haber 
aplicado  sobre  el  meridiano  principal  el  punto  M'  a  G'  tiraremos  por 
este  último  una  recta  G'  N'  perpendicular  a  la  tanjénte  G  H';  y  en 
seguida,  uniendo  el  pie  N'  de  esta  normal  con  el  punto  dado  M^  ob- 
tendremos la  normal  N'  M'  correspondiente  a  este  último  punto.  Esta 
por  lo  menos  es  su  proyección  vertical;  y  en  cuanto  a  su  proyección 
horizontal,  evidentemente  cae  sobre  O  M. 

Observemos  ahora  que,  siendo  esta  normal  perpendicular  al  plano 
taimente  TUV,  las  trazas  de  este  último  deberán  ser  respectivamente 
perpendiculares  a  las  rectas  O  M  y  N'  M'  y  (núm.  33),  lo  cual  nos  pro- 
porciona una  verificación  de  las  construcciones  efectuadas  ya  respecto 
al  plano  tanjénte,  o  también,  si  queremos,  un  medio  de  hallar  a  priori 
sus  trazas,  porque  en  tal  caso  solo  se  trata  de  tirar  por  un  punto  cono- 
cido (M,  M')  un  plano  perpendicular  a  la  recta  (M  O,  M'  N').  Véase 
núm.  36. 

137  Hemos  visto  (núm.  132)  que  era  fácil,  partiendo  de  la  proyec- 
ción horizontal  M  de  un  punto  de  la  superficie,  deducir  de  ella  la  pro- 
yección vertical  M'  o  M";  si  ahora  aplicamos  el  mismo  procedimiento 
a  otros  varios  puntos  tales  como  K,  M,  Q....  tomados  en  el  plano  me- 
ridiano O  K,  podremos,  por  este  medio,  construir  la  proyección  vertical 
dé  la  curba  meridiana  contenida  en  este  plano,  y  esta  curba  deberá  ser 
tanjénte  a  las  rectas  T'  M'  y  R'  M",  repitiendo  en  seguida  la  misma 
operación  con  otros  planos  meridianos  diferentes  de  O  K,  hallaremos 
tantas  posiciones  cuantas  queramos  de  la  elipse  móvil  A'B'D',  todo  lo 
cual  serviria  para  completar  la  representación  gráfica  de   la  superficie* 

Asi  es  que  si  se  nos  diesen  las  proyecciones  de  una  jeneratriz  cual- 
quiera de  una  superficie  de  revolución,  construiriamos  fácilmente  por  me- 
dio de  operaciones  análogas,  el  meridiano  principal,  o  cualquiera  otra 
sección  meridiana  por  este  medio.  Podremos  proponernos,  como  ejemplo» 
el  caso  en  que  esta  jeneratriz  es  una  recta  que  no  encuentra  al  eje;  y  en  tal 


Digitized  by 


Google 


CAPÍTULO   17.  PLAI^Oa   TANGENTES   A   LAS   SUPERFICIES   DE   ttEtOLÜCION.  83 

caso  hallaremos  que  la  meridiana  es  una  hipérbola,  según  lo  veremos 
mas  adelante  (núm.  148). 

138  Del  plano  tanjente  al  toro.  Si  hacemos  jirar  un  círculo  pw.  45. 
(A'B'C'B",ABC)  al  rededor  de  una  recta  (0"Z',0)  que  no  pasa  por 
su  centro,  paro  que  está  situada  en  su  plano,  veremos  que  este  meri- 
diano circular  enjendrará  una  especie  de  superficie  anular  llamada  ta^ 
roj  cuyos  puntos  estarán  todos  proyectados  horizontal  mente  entre  el 
equadoT  descrito  con  el  radio  OC==0'C'  y  el  circulo  de  la  garganta 
descrito  por  el  radio  OA=0'A':  pero  es  preciso  que  observemos  bien 
que  los  dos  semi  círculos  B'C'B"  y  B'A'B"  enjendrarán  dos  napas  de 
forma  mui  diferentes,  aun  cuando  ambas  lleguen  a  reunirse  en  la  esten- 
siou  de  las  circunferencias  que  recorren  las  extremidades  B'  y  B*'  del 
diámetro  vertical.  La  napa  exterior  es  conmxa,  es  decir  que  todas  las 
curbas  que  se  tracen  en  ella  y  pasen  por  un  mismo  punto  (N,N')  esta- 
rán situadas  a  un  mismo  lado  del  plano  tanjente  en  este  punto.  Con 
efecto,  para  determinar  este  plano,  es  preciso  construir  la  tanjente  NT 
del  meridiano,  y  por  el  pie  P  de  esta  recta,  tirar  una  perpendicular 
PP'  a  la  traza  ON  del  meridiano  (níim.  134);  pero  vemos  que  la  me- 
ridiana B'N'B"  y  el  paralelo  NT,  están  ambos  a  la  izquierda  del  pla- 
no tanjente  NTT;y  aun  cuando  hemos  elejido  el  punto  (N'N')  so- 
bre el  meridiano  principal,  con  el  objeto  de  hacer  mas  sencilla  la  pro- 
yección del  plano  tanjente,  está  bien  de  manifiesto  que  tendrán  lugar  las 
mismas  circunstancias  respecto  a  cualquiera  otro  punto  de  la  napa 
esterior,  por  el  hecho  de  ser  de  revolución  y  por  consiguiente  simé- 
trica en  toda  la  rotación  efectuada  alrededor  del  eje  (0''Z',0). 

Por  el  contrario,  si  tomamos  un  punto  (M,M')  situado  en  la  napa 
interior,  veremos  que  el  plano  M'TT  tanjente  en  este  punto,  atravesar 
rá  ala  superficie;  porque  el  meridiano  B'M'B"  se  hallará  patente- 
mente a  la  derecha  de  este  plano,  mientras  que  el  paralelo  M'V  esta- 
rá a  la  izquierda;  y  asi  es  que  el  plano  M'T'T  cortará  al  toro  según 
una  curba  que  formará  nudo,  y  en  la  proyección  horizontal  está 
representada  por  (MHEGE  "A^yV  M)  cuya  construcción  enseñaremos 
mas  adelante  {véase  níun.  267).  Pero  esta  intersección  no  impide  que 
el  plano  M'T'T  contenga  a  las  tanjeiites  del  meridiano,  del  paralelo, 
y  de  todas  las  demás  curbas  trazadas  sobre  la  superficie  que  pasa 
por  el  punto  (M,M');  de  modo  que  este  plano  es  realmente  tanjente  a 
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al  toro  en  este  sitio^  y  secante  en  todos  los  otros  puntos  comunes;  cuya 
circunstancia  estriba  en  que  la  napa  interior  es  una  superficie  no  con- 
vexa o  de  curbaturas  opuestasj  enteramente  comparable  a  la  garganta 
de  una  polea. 

139.  Como  en  el  depurado  que  presentamos^  hemos  querido  repr e* 
seAtor  los  principales  paralelos  de  la  superficie,  una  parte  de  la  traza 
vertical  M'T'  del  plano  tanjente  de  la  napa  interior  se  halla  cierta- 
mente oculta  por  el  toro,  pero  sin  embargo  de  esto  hemos  debido 
dejarla  de  línea  seguida,  porque  esta  traza  recibe  la  proyección  verti- 
cal de  la  curba  de  intersección,  cuya  rama  auterio  hrefg  es  visible  en 
el  plano  vertical. 

140.  Hiperboloide  de  revolución  de  una  napa.  Hemos  llamado 
así  (num.  84)  a  la  superficie  que  describe  una  media  hipérbola,  cvan- 
do  jira  alrededor  de  su  eje  imajiuario;  pero  esta  superficie  que  gozada 
varias  propiedades  mui  notables,  puede  también  ser  enjendrada  por 
WM  recta  sujeta  ajirarpor  un  movimiento  de  revolución  (núm.  75)  alr 
rededor  de  otra  recta  fija  que  no  está  situada  en  el  mismo  plano  que 
la  primera. 

riu.  47,  Para  demostrarlo,  representemos  la  recta  fija  por  OZ,  y  la  móvil 
por  ADM;  sea  OD  la  menor  distancia  que  será  horizontal,  si  miramos 
al  eje  OZ  como  vertical.  Esta  línea  OD  descrivirá  en  su  movimiento 
de  revolución  alrededor  de  OZ,  un  círculo  horizontal  EDF  que  eviden- 
temente será  el  menor  de  los  paralelos,  o  el  círculo  de  la  garganta 
de  la  superficie;  y  la  tanjente  PD  a  este  círculo,  será  precisamente  la 
proyección  horizontal  de  la  recta  móvil  ADM;  do  donde  se  sigue  que 
esta  recta  irá  a  penetrar  aun  plano  meridiano  cualquiera  ZOX,  en 
un  punto  M  situado  sobre  la  vertical  levantada  en  el  punto  P  (*). 
Pero  si  construimos  de  este  modo  todos  los  puntos  M,M',F....  en 
que  sucesivamente  encuentra  al  plano  fijo  ZOX  la  recta  móvil  A 
DM  en  sus  diversas  posiciones,  hallaremos  la  meridiana  MM^F  da 
la  superficie  enjendrada  por  esta  recta;  y  por  consiguiente  la  cues^ 

(*)  Consideramos  que  la  figura  está  construida  en  perspectiva;  toman- 
do como  cuadro  de  ella  a  este  plano  ZOX\  y  por  consiguiente  to- 
das las  lineas  principales  situadas  detras  de  este  plano,  son  las  qiu 
se  han  puntuado. 
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tíoQ  queda  reducida  a  probar  que  esta  curba  MM'F  es  una  hipér-* 
bola  que  tiene  por  semi  eje  real  a  la  distancia  OF=OD.  Para  con- 
seguirlo,  refiramos  un  punto  cualquiera  de  ella  M  a  coordenadas  pa- 
ralelas a  los  ejes  OX  y  OZ;  y  como  la  distancia  OD  permanece  in- 
variable en  todo  el  movimiento  de  la  recta»  lo  mismo  que  sucede 
con  el  ángulo  MDP  formado  por  esta  misma  con  el  horizonte,  ha- 
gamos a 

OP=rr,  PM=z,   OD=d  y  tanj.  MDP=<c- 

en  cuyo   caso  los    triángulos  rectángulos  MPD  y  ODP   nos  darán 

MP  MP 

tanj.  MDP  = =  —-——- 

DP        VoP2u.^OD» 
O  sustituyendo  los  valores  señalados  arriba, 

z 

^=  ;y  de  aquí  ij^7?—z^=^d^ 

cuyo  equacion  nos  prueba  que  la  meridiana  es  ciertamente  una  hipér- 
bola que  tiene  por  semi  eje  real  a  x=dx  luego  el  lugar  recorrido  por 
la  recta  móvil  ADM  es  efectivamente  una  hipérbola  de  revolución 
de  una  napa. 

141.  Esta  misma  superficie  puede  también  orijinarse  por  otra  se- 
gunda jeneratriz  rectilínea;  con  efecto  si  trazamos  en  el  plano  ver- 
tical MDP  y  tanjente  al  círculo  de  la  garganta,  una  recta  BDN  de 
modo  que  forme  con  la  vertical  DV  un  ángulo  NDV  igual  a  VDM* 
al  jirar  esta  línea  BDN  alrededor  de  OZ,  enjendrará  también  la 
misma  superficie  que  ADM,  porque  dos  puntos  cualesquiera,  M  y  N, 
tomados  a  la  misma  altura  sobre  estas  rectas  describirán  el  mismo 
círculo  MNL.  Para  aprobar  esta  íiltima  aserción,  será  suficiente  que 
unamos  de  dos  en  dos  los  puntos  M,N,Z,V,  en  los  cuales  encuen- 
tra un  mismo  plano  horizontal  a  las  diferentes  líneas  de  que  acaba- 
mos de  hablar;  y  por  medio  de  los  triángulos  rectángulos  MVD  y 
NVD  que  evidentemente  son  iguales,  demostraremos  que  también  lo 
son  los  otros  triángulos  rectángulos  ZVM  y  ZVN;  de  lo  cual  con- 
cluiremos que  ZM=ZN  y  que  en  virtud  de  esto  también  los  dos 
puntos  M  y  N  se  hallan  a  la  misma  distancia  del  eje  OZ.  De  aquí 
resulta  que  en  el  hiperboloide  hai  dos  sistemas  de  rectas  como  las 

A,A2,A3....  y  3,62.63.. •• 
eV  primero  de  los  cuales  está  compuesto  de  las  posiciones  sucesivas 
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que  toma  la  jeneratriz  AD,  y  el  segundo  de  posiciones  sucesivas  a- 
nálogas  ocupadas  por  BD.  Ademas  de  esto,  supuesto  que  todas  es- 
tas rectas  están  colocadas  de  dos  en  dos  en  planos  verticales  pa- 
recidos al  MDN„  sigúese  de  aquí  que  todas  las  jeneratriccs  de  las 
dos  sistemas  se  proyectan  sobre  el  círculo  de  la  garganta^  según  las 
tanjentes  a  esta  circunferencia. 

142.  Por  cada  punto  R  de  la  superficie  pasan  dos  de  estas  rec- 
tas; porque  las  jeneratrices  AD  y  BD  pasarán  en  dos  épocas  dife- 
rentes de  su  revolución,  por  este  punto  R;  y  ocuparán  sobre  dicha  su- 
perficie dos  posiciones  RA3  RB2  qne  serán  necesariamente  distintas,  por 
estar  la  primera  situada  a  la  izquierda,  y  la  segunda  a  la  derecha 
del  plano  meridiano  ZOR.  De  aquí  se  sigue  que,  el  plano  tanjen- 
te  en  R  estará  determinado  (núm.  103)  por  las  dos  rectas  RA3  y  RB2, 
porque  estas  dos  líneas  se  hallan  sobre  la  superficie,  y  son  ellas 
mismas  sus  propias  tanjentes.  Pero  es  mui  importante  observar  que, 
aun  cuando  el  plano  tanjente  A3RB.2  contiene  a  toda  la  recta  R 
B2  no  por  eso  sera  tanjente  en  ningún  otro  punto  de  esta  linea;  por- 
que en  D2,  por  ejemplo,  será  el  plano  tanjente  A3D2B2,  y  como  es- 
te último  no  puede  coincidir  con  A3RB2,  porque  las  dos  jeneratri- 
ces A3R  y  A2D2  pertenecen  al  mismo  sistema,  y  siendo  así  no  po- 
drán estar  contenidas  en  un  mismo  plano,  según  vamos  a  demos- 
trar. 

^j  143,  Dos  rectas  AD  y  A2D2  pertenecientes  al  mismo  sistema  ds 
jeneratriceSf  no  se  hallan  nunca  sobre  un  mismo  plano.  Con  efec- 
to, como  pstas  rectas  se  hallan  proyectadas  horizontalmente  sobre  las 
tanjentes  DT  y  D2T  qne  se  cortan  en  T,  no  podrán  tener  comunes 
sino  los  puntos,  que  están  situados  en  la  vertical  TS;  y  como  es- 
ta vertical  va  a  encontrar  a  A2D2  en  S  encima  del  círculo  de  la 
garganta,  y  a  AD  debajo  de  él  en  S',  porque  las  partes  inferiores  de 
estas  dos  jeneratrices  pertenecientes  al  mismo  sistema,  están  ambas 
inclinadas  a  la  izquierda  de  sus  meridianos  respectivos  ZOD2  y  ZOD, 
y  como  ademas  el  punto  T  se  halla  entre  estos  dos  meridianos.  Si- 
gúese que  1.  ®  no  podrán  encontrarse  las  rectas  AD  y  A2D2;  2.  ^ 
tampoco  dichas  rectas  son  paralelas,  porque  sn§  proyecciones  hori- 
zontales se  cortan  en  T;  y  así  queda  demostrado  que  dos  jenera- 
trices del  sistema  A   no  están  jamas  situadas  sobre   un  mismo  plano* 
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Cuando  se  comparan  las  proyecciones  horizontales  de  dos  de  es* 
tas  rectas  que  pasan  por  los  estremos  de  un  mismo  diámetro  del 
círculo  de  la  garganta,  vemos  ciertamente  que  son  paralelas:  pe- 
ro una  de  estas  jeneratrices  estará  en  el  espacio  inclinada  a  la  dere- 
cha del  plano  meridiano  tirado  por  este  diámetro,  y  la  otra  a  la  iz- 
quierda de  él/demodo  que  estarán  mui  distantes  de  ser  paralelas;  y  ade- 
mas está  también  de  manifiesto  que  tampoco  en  este  caso  se  podrán  cortar. 

De  un  modo  enteramente  semejante  demostraríamos  que  tampo- 
co las  rectas  B3233-—  del  segundo  sistema  no  pueden  hallarse  de  dos 
en  dos   sobre  un  mismo  plano. 

144.  Cada  recta  del  sistema  A  corta  (sin  cambiar  de  posición) 
a  todas  las  rectas  B,B2,B3-"-  del  otro  sistema.  Esto  es  evidente  res- 
pecto a  las  líneas  AD  y  BD  que  se  hallan  en  mismo  plano  ver- 
tical; pero  comparemos  a  AD  con  cualquiera  otra  recta  B^Dg  del 
otro  sistema.  Estas  dos  líneas  están  también  proyectadas  sobre  las 
tanjentes  DT  y  D¿T  al  círculo  de  la  garganta  y  como  estas  se  cor- 
tan en  T,  lá  vertical  TS'  irá  precisamente  a  encontrar  a  las  rec- 
tas AD  y  D2B2  de  que  se  trata,  mas  este  encuentro  tendrá  lu- 
gar con  respecto  a  cada  una  de  ellas  por  la  parte  de  abajo  del 
círculo  de  la  garganta,  en  virtud  de  que  DA  está  inclinada  a  la  iz- 
quierda del  meridiano  ZOD,  y  D2B2  a  la  derecha  del  meridiano  ZO 
D2  mientras  tanto  que  el  punto  T  se  halla  entre  los  dos.  Ademas 
según  la  forma  de  la  meridiana,  es  evidente  que  una  recta  como 
la  TS'  que  es  paralela  al  eje  OZ,  no  puede  penetrar  a  la  superfi- 
cie si  no  en  dos  puntos,  luego  solo  uno  de  estos  S'  se  hallará  sobre 
la  napa  inferior  al  círculo  de  la  garganta;  por  consiguiente  este  punto 
único  deberá  coincidir  con  aquellos  en  que  la  vertical  TS'  ha  en- 
contrado ya  a  las  jeneratrices  DA  y  D¿B2  que  están  sobre  esta  na- 
pa: luego  estas  jeneratrices  se   cortan  efectivamente  en  el  punto  S'. 

Solo  deberemos  observar  que  cuando  se  comparan  dos  reetas 
pertenecientes  una  al  sistema  A  y  otra  al  B^  que  pasan  por 
las  estremidades  de  un  mismo  diámetro  del  círculo  de  la  gargan- 
ta, estas  rectas  tendrán  sus  proyecciones  paralelas,  y  ellas  mismas 
lo  serán  también  en  el  espacio,  de  modo  que  no  tendrá  lugar  su 
encuentro  si  no  a  una  distancia  infinita,  pero  a  lo  menos  estas  do 
jeneratrices  estarán  aun  situadas  sobre  un  mismo  plano. 
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De  un  modo  análogo  demostraremos  que  cada  jeneratriz  del  sis- 
tema B  corta,  sin  cambiar  de  posición,  a  todas  las  jeneratrices  del 
sistema  A,  o  a  lo  menos  se  halla  en  un  mismo  plano  con  cada  nna 
de  ellas. 

145.  Se  designa  bajo  el  nombre  de  Superficie  GausUy  a  toda 
superficie  enjendrada  por  una  recta  que  se  mueve  de  ynodo  que  m» 
posidoneg  consecutivas  no  estén  de  dos  en  dos  en  un  mismo  plano. 
Y  como  considerando  al  hiperboloide  de  que  tratamos,  ya  sea  co- 
mo el  lugar  de  las  diferentes  posiciones  A,Aa,A3,....  que  toma  la  je- 
neratriz AD  en  su  movimiento  de  revolución  al  rededor  de  OZ,  o 
ya  como  el  lugar  de  las  diversas  rectas  B,B2,B3....  del  otro  sistema, 
y  vemos  (num.  143)  que  satisfacen  a  la  definición  precedente;  concluimos 
de  aquí  que  el  hiperboloide  de  revolución  de  una  sola  napa  perte- 
nece a  la  clase  jeneral  de  superficies  denominadas  gausas;  de  las 
cuales  nos  ocuparemos  de  un  modo  especial  en  el  libro  VIL 
.y  146.  Si  por  el  centro  O  del  hiperboloide,  tiramos. dos  rectas  O  a 
y  O  b  paralelas  a  las  jeneratrices  DA  y  DB,  dichas  rectas  formarán 
ángulos  iguales  con  la  vertical  OZ,  y  por  consiguiente  describirán 
al  jirar  al  rededor  de  OZ,  un  solo  y  mismo  cono  recto  cuyas  aris- 
tas todas  serán  respectivamente  paralelas  a  las  jeneratrices  A,As^ 
A3,....  y  B,B2,B3....  del  hiperboloide.  Este  será  el  cono  asintótico  de 
esta  última  superficie;  porque  para  deducirle  de  esta,  será  a  toda  las 
suficiente  hacer  a 

OD=^=o  en  la  equacion  €¿^x^ — z^=^cfi¿^9 
que  representa   (num.  140)  el  meridiano  del   hiperboloide,  y    como 
por  esta  hipótesis,  hallamos  para  el    meridiano   del   cono   recto   la 
equacion  2:=^  asx;  es  decir  dos  rectas  que  ciertamente  son  las  asín- 
totas de  la  hipérbola  precedente. 

147.  Ademas,  cuando  se  hace  variar  la  distancia  d,  sin  cambiar 
a  «  o  a  la  inclinación  de  la  jeneratriz  AD,  obtendremos  diversos 
hiperboloides  cuyos  meridianos  son  todos  curbas  semejantes;  porque 
los  ejes  de  la  hipérbola  son  &  y  ú?d,  y  su  razón  es  es  cuya  canti- 
dad es  independiente  de  la  distancia  d.  De  aquí  resulta  que  todos 
estos  hiperboloides  son  superficies  semejantes  y  concéntricas:  y  co- 
mo esta  semejanza  debe  también  estenderse  al  cono  asintótico  res- 
pecto al  cual  &  es  nula,  podremos  asegurar  que,  cuando  un  mismo 


Digitized  by 


Google 


CAPITtTLO   VI.   PLANOS   TANJENTES   A    LAS    SUPERFICIES    DE    REVOLUCIÓN.  89 

piano  corte  al  hiperboloide  y  al  cono  asintótico,  las  secciones  que  de 
este  modo  resulten  en  las  dos  superficies,  serán  curbas  semejantes  y 
concéntricas.  (*)    Esta   observación  nos  será  útil  mas  adelante, 

148,  Después  de  haber  dado  a  conocer  la  naturaleza  y  princi- 
pales propiedades  del  hiperboloide  enjendrado  por  la  revolución  de 
una  recta,  ocupémonos  ahora  en  la  representación  exacta  de  esta  su- 
perficie por  medio  de  dos  planos  de  proyección.  Miraremos  siempre 
al  eje  fijo  como  vertical,  y  en  este  caso  sus  proyecciones  serán 
O  y  rO'Z';  en  cuanto  a  la  recta  móvil  tomémosla  en  una  situación  ^'^'  ^^• 
cualquiera,  y  sean  sus  proyecciones  ADB  y  A^D^d]  en  seguida 
construyamos  la  meridiana  de  la  superficie,  determinando  los  pantos 
en  que  el  plano  vertical  OG  es  penetrado  por  las  posiciones  subce- 
sivas  de  la  recta  (AB,  -4'g),  Pero  desde  luego,  en  la  presente  situa- 
ción, esta  recta  penetra  al  plano  OG  en  el  punto  (MjM")  cuyo  pun- 
to pertenece  a  la  curba  pedida,  la  cual  deberá  tocar  en  este  punto  a 
la  proyección  A'M"6.  Con  efecto,  aun  que  la  tanjente  a  la  meridia- 
na y  la  recta  (AB,A'g)  sean  en  el  espacio  mui  diferentes  una  de  otra, 
sin  embargo,  estas  rectas  están  ambas  situadas  en  el  plano  tanjen" 
te  a  la  superficie  en  el  punto  (M,^);  y  como  este  plano  es  precisa- 
mente perpendicular  (núm.  129)  al  plano  meridiano  OG,  y  por  con- 
siguiente al  plano  vertical  de  proyección,  sucederá  en  el  caso  presen- 
te que  A'S  se  confundirá  con  la  proyección  vertical  de  la  tanjente, 
y  que  según  esto  la  misma  recta  A'g  tocará  a  la  proyección  de  la 
curba  meridiana  en  M". 

En  seguida,  un  punto  cualquiera  (n^rC )  de  AB,  describrirá  duran- 
te el  movimiento  de  revolución,  un  arco  que  se  proyectará  sobre  wN 
y  sobre  la  horizontal  w'N';  luego,  cuando  este  punto  (n^n^)  llegue 
al  plano  vertical  OG,  estará  proyectado  en  (N,N'),  y  así  será  en 
esta  posición  un  nuevo  punto  de  la  curba  meridiana  G'N'M'G", 
todos  los  demás  se  construirán  del  mismo  modo.  Aplicando  este 
mismo  procedimiento  a  la  estremidad  (D,D')  de  la  horizontal  (OD,0*D'), 
que  es  perpendicular  a  un  mismo  tiempo  al  eje  y  a  la  jeneratriz,  y  mi- 
de su  distancia  mas  corta,  hallaremos  el  punto  (F,F')  de  la  meridia^ 

(*^  Véase  1'  Analyse  appliquée  á  la  géometrie  des  trois  dimen- 
sions,   chap,  IX, 

12 
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na  que  está  mas  próximo  al  eje;  y  este  mismo  es  el  punto  que  en  la 
revolución  completa  de  la  recta  móvil,  describirá  el  menor  de  los  pa- 
ralelos de  la  superficie,  o  el  círculo  de  la  garganta^  que  en  el  casa 
presente  está  proyectado  en  DFE  y  E'F'.  Asi  mismo,  como  el  pie 
(A,A')  de  la  jeneratriz  describirá  un  círculo  ALG  que  será  la  traza  ho- 
rizontal de  la  superficie,  nos  dará  el  punto  (G,G')  del  meridiano:  y 
aun  cuando  esta  curba  deba  evidentemente  estenderse  de  un  modo 
ilimitado,  porque  la  recta  jeneratriz  tiene  una  lonjitud  indefini- 
da, sin  embargo,  para  dar  una  idea  mas  clara  de  la  superficie,  su- 
pondremos que  la  recta  móvil  está  terminada  en  los  dos  puntos  (A,A') 
y  (B,6),  que  distan  igualmente  del  punto  (D,D')  que  es  el  que  des- 
cribe el  círculo  de  la  garganta,  de  modo  que  la  porción  de  superficie 
que  representamos  aquí,  estará  terminada  por  dos  círculos  iguales  que 
están  proyectados  horizontal  mente  en  GAH,  y  verticalmente  sobre  GH' 
y  G"H".  Por  lo  demás,  hemos  demostrado  (nüra.  140)  que  el  meri- 
diano G'F'G"  es  uní>  rama  de  hipérbola  que  tiene  por  eje  real  al 
diámetro  E'F'  del  círculo  de  la  garganta;  y  deberemos  abservar  tan- 
to aquí  como  en  toda  superficie  de  revolución^  que  el  meridianano  prin- 
cipal G'F'G"  forma  precisamente  el  contorno  aparente  de  la  superfi- 
cie respecto  al  plano  vertical,  porque  todos  los  planos  tanjentes  en  to- 
dos los  puntos  de  este  meridiano  son  perpendiculares  a  dicho  plano 
(num.  129),  Por  una  razón  semejante,  veremos  que  el  contorno  apa- 
rente del  hiperboloide  con  respecto  al  plano  horizontal,  es  el  círculo 
de  la  garganta  DFE  en  cuyos  puntos,  todos  los  planos  tanjentes  son 
evidentemente  verticales. 

149,  Para  completar  la  represent£K:ion  gráfica  áe  este  hiperboloide, 
FiG.  46.  en  atención  al  modo  de  resultar  enjendrado  por  una  línea  recta,  será  pre- 
ciso construir  cierto  numero  de  posiciones  de  esta  jeneratriz  rectelínea: 
y  como  esta  recta  debe  constantemente  permanecer  a  la  misma  distan- 
cia del  eje  (0,0'Z'),  sigúese  que  su  proyección  horizontal  será  siem- 
pre tanjente  al  círculo  DFE;  en  virtud  de  esto^  tiremos  a  discreción,  la 
tanjente  A2D2B2,  y  en  seguida  proyectemos  su  pie  A2  a  la  línea  de 
tierra  en  A'2,  y  el  punto  de  contacto  D2  sobre  E'F'  en  D'2;  hecho  es- 
to, hallaremos  que  A'2D'262  será  la  proyección  vertical  de  la  recta  que 
horizontal  mente  está  proyectada  en  A2B2-  Ademas  de  esto,  el  estre- 
mo 6^  que  se  halla  sobre  el  circula  superior  G"H",  deberá  evidea-* 
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temente  estar  proyectado  en  Bg  cuya  circunstancia  nos  proporciona 
un  medio  de  comprobación.  Por  un  modo  enteramente  análogo  se  cons- 
truirán las  otras  posiciones  de  la  jeneratriz,  y  sus  proyecciones  ver- 
ticales deberán  también  tocar  a  la  hipérbola  meridiana,  según  lo  he- 
mos demostrado  en  el  numero  precedente  respecto  a  la  primera 
recta  ADB;  solo  tendremos  que  observar  que  cuando  se  elija  la 
proyección  horizontal  de  modo  que  sea  paralela  a  la  línea  de  tier- 
ra, como  sucede  con  KL,  resultará  que  la  proyección  vertical  cor- 
respondiente Q'g  será  la  asíntota  déla  hipérbola,  porque  efectivamen- 
te semejante  jeneratriz  no  encontrará  al  plano  meridiano  OG  sino  a 
una  distancia  infinita,  sin  dejar  por  esto  de  ser  tanjente  a  la  hipér- 
bola meridiana  en  la  proyección  vertical. 

150,  Con  el  objeto  de  hallar  resultados  mas  simétricos,  se  ha  di- 
vidido, en  el  presente  depurado,  al  círculo  GAH  en  catorce  partes 
iguales,  y  desde  luego  se  han  trazado  las  cuerdas  AB,A2B2,A3B3....  de 
modo  que  subtendan  un  mismo  número  de  arcos  parciales;  de  este 
modo  estas  cuerdas,  que  precisamente  son  iguales,  se  ha  hallado  que 
también  son  tanjentes  a  un  mismo  círculo  EDF,  en  seguida  se  han 
deducido  las  proyecciones  verticales,  por  el  medio  que  hemos  dicho 
en  el  número  precedente.  Aun  cuando  estas  cuerdas  terminan  de  dos 
en  dos  en  los  mismos  puntos  de  división  sobre  el  círculo  GAH,  dis- 
tinguiremos con  facilidad  las  partes  situadas  debajo  del  círculo  de 
la  garganta  de  las  partes  superiores  a  él,  y  como  las  primeras  son 
invisibles  sobre  el  plano  horizontal,  están  en  el  caso  presente  repre- 
sentadas por  lincas  puntuadas.  En  cuanto  al  plano  vertical,  las  por- 
ciones de  jeneratrices  situadas  del  otro  lado  del  plano  meridioflo  GOH 
que  es  el  que  encierra  el  contorno  aparente  de  la  superficie  (núm,  148) 
respecto  a  este  plano  de  proyecciou,  son  las  únicas  invisibles,  y  que 
por  consiguiente  han  debido  puntuarse. 

151.  Sabemos  también  (núm.  141)  que  el  hiperboloide  admite  otro 
sistema  de  jeneratrices  rectelíneas,  que  así  mismo  se  proyectan  sobre  las 
tanjentes  AB,A2B2....  al  círculo  de  lagraganta,  peroqu«  tienen  en  el  es- 
pacio una  posición  inversa  respecto  a  la  vertical.  Por  ejemplo,  la  que  entre 
estas  nuevas   rectas  se   proyecte  según   BDA   (*),   tendrá  su  pie  en 


(*)     Para  indicar  mas  claramente  la  situación  de  las  diversas  rec- 
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(B^B')  y  su  estremidad  superior  en  (A,a)  y  cortará  a  la  recta  ADB 
del  primer  sistema  en  el  punto  (D,D')  ;  y  así  tendrá  por  proyec- 
ción vertical  a  B'D'a,  cujti  línea  contiene  también  la  proyección  ver- 
tical de  otra  recta  LMC  del  primer  sistema.  A  causa  de  evitar  esta  coin- 
cidencia no  hemos  querido  representar  a  un  mismo  tiempo,  en  el  depu- 
rado,  las  jeneratríces  de  los  dos  sistemas,  porque  de  no  hacerlo  así, 
hubiera  sucedido  que  las  partes  de  la  línea  seguida  de  las  unas  hubie- 
ran caido  sobre  las  partes  puntuadas  de  las  otras,  y  así  no  hubiera  sido 
posible  distinguir  las  porciones  visibles  de  las  invisibles  en  cada  uno 
de  estos  sistemas.  Ademas-,  será  siempre  fácil,  aun  en  el  depurado  pre- 
sente, hallar  las  rectas  del  sistema  B  siempre  que  las  necesitamos,  pues 
para  ello  bastará  tomar  las  porciones  llenas  por  las  puntuadas,  y  recí- 
procamente, según  lo  acabamos  de  indicar  respecto  a  la  recta  BDA.  Po- 
dremos también  multiplicar  mas  las  jeneratrices,  con  el  fín  de  obtener 
mayor  efecto  en  el  dibujo ;  pero  hemos  creido  que  en  el  caso  presente 
debíamos  hacer  algún  sacrificio  en  esta  parte,  para  presentar  mas  clari- 
.  dad  en  la  posición  de  los  puntos  y  líneas  notables  que  es  preciso  se- 
ñalar al  lector* 
Fio.  46.  152.  Del  plano  tanj ente  al  hiperboloide.  SeaR  la  proyección  hori- 
zontal del  punto  de  contacto,  señalado  por  la  cuestión :  para  hallar  la 
otra  proyección,  observaremos  que  por  el  punto  que  consideramos  so- 
bre la  superficie  pasa  una  jeratrizdel  sistema  A,  la  cual  está  proyectada 
horizontalmente  según  una  tánjante  PRA  al  círculo  de  la  garganta,  y 
verticalménte  según  P'a ;  si  ahora  proyectamos  el  punto  R  a  R'  sobre 
esta  última  recta,  habremos  determinado  completamente  el  puntó  de 
contacto  (R,R*).  Pero  también  habrá  otra  segunda  solución  ;  porque 
supuesto  que  podemos  tirar  por*  el  punto  R  otra  segunda  tanjente  B 
RQ  al  círculo  de  la  garganta,  la  cual  representará  también  una  jenera- 
triz  del  sistema  A  proyectada  verticalménte  según  B'Q,"  no  tendremos 
mas  que  proyectar  el  qunto  R  a  R"  sobre  esta  última  línea,  y  obten- 
dremos otro  segundo  punto  (R,R")  q«©  estará  situado  sobre  el  hiper- 
boloide, y  que  así  mismo  tendrá  su  proyección  orizontal  en  R. 


tas,  tendremos  siempre  cuidado  de  citar  en  primer  lugar,  la  letra  que 
señala  la  estremidad  inferior  de  la  recta  de  que  hablamos. 
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.153.  Sentado  esto,  tomemos  eu  consideración  el  punto  (R,R'^  y 
recordemos  (núra.  142^  que  por  este  punto  único  deben  pasar  dos  je- 
neratrices  del  hiperboloide;  una  de  ellas  es  la  recta  (PRA,P'R'a)  emple- 
ada ya  y  perteneciente  al  sistema  A ;  y  la  otra  perteneciente  al 
sistema  B  y  proyectada  en  fQRB,Q'R'S).  Luego  el  plano  tanjente  en 
(RyWj  deberá  contener  a  estas  dos  rectas,  y  por  consiguiente  la  tra- 
za horizontal  de  este  plano  será  QPS,  Para  determinar  la  otra  traza  SV' 
«era  suficiente  que  nos  figuremos  que  en  este  plano  tanjente  y  por  el 
punto  (R,R')  se  ha  tirado  una  horizontal  cuyas  proyecciones  serán  RV 
paralela  a  la  traza  QPS,  y  R'V  paralela  a  la  línea  de  tierra ;  en  segui- 
da construiremos  el  pnnto  (V,V')  en  que  esta  horizontal  va  a  panetrar 
ai  plano  verticaL 

En  cuanto  al  plano  tanjente  correspondiente  al  punto  (RyR")  estará 
determinado  por  las  dos  rectas  de  los  dos  sistemas  opuestos  que  se  cor- 
ten en  este  lugar: 

La  una  es  (BRQ,B'R"Q'')  para  el  sistema  A; 

y  la  otra  f  ARP,A'R'T";  para  el  sistema  B. 

Así  es  que  la  traza  horizontal  de  este  plano  será  la  Knea  AB,  y  la 
traza  vertical  se  hallará,  del  mismo  modo  que  arriba,  con  el  auxilio  de 
una  horizontal  tirada  en  este  mismo  plano  por  el  punto  (R,R''^. 

154.  Volvamos  a  considerar  el  plano  tanjente  PSV  que  toca  al  hi-F,G.  46. 
pefboloide  en  el  punto  (R,R'^,  y  observemos  que  su  traza  horizontal 
PQ  es  perpendicular  al  plano  meridiano  OR  que  pasa  por  el  punto  de 
contacto,  que  es  lo  mismo  que  debe  suceder  (nüm.  1S4)  en  toda  super- 
ficie de  revolución  cuyo  eje  es  vertical :  pero  este  plano  tanjente  PSV' 
no  es  tanjente  al  hiperboloide  en  cualquiera  otro  punto,  tal  como  (T,Tl') 
de  la  recta  (PRA,P'Ra^  que  se  halla  en  él,  supuesto  que  su  traza  ho- 
rizontal PQ  no  podrá  ser  perpendicular  al  meridiano  OT.  Ademas,  por 
este  pnnto  (T,T'^  de  la  recta  (PRA,P'R'a^  que  pertenece  al  sistema 
A,  pasa  una  jeneratriz  (HTB2,H'T'g2)  del  sistema  B,  la  cual  esta 
evidentemente  situ^ídaftiera  del  plano  de  que  hablamos,  porque  el  pie  de 
esta  jeratriz  está  en  H  fuera  de  la  dirección  de  PQ.  Por  consiguiente  el 
plano  PSV  no  cumple,  con  respecto  a  punto  (T,T*),  con  la  definición 
de  verdadero  contacto,  que  estriba  en  contener  a  las  tanjentes  de  todas 
las  líneas  situadas  sobre  la  superficie  ;  cuando  en  el  punto  (R,R')  este 
plano  contiene  no  solo  a  las  dos  jeneratrices  que  se  cortan  en  él,  sino 
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también  a  la  tanjente  del  paralelo  que  es  precisamente  (RV,R'VJ,  la 
tanjente  al  meridiano  y  las  de  todas  las  demás  curbas  que  por  este  pun- 
to se  tracen  sobre  el  hiperboloide. 

Hemos  probado  ya  esta  propieda  singular  del  plano  tanjente  al  hiper- 
boloide ganso  en  el  níim.  142;  pero  hemos  creido  deber  insistir  aquí 
sobre  esta  circunstancia  y  apoyarla  en  nuevas  consideraciones,  porque 
es  importante  nos  formemos  una  idea  bien  clara  de  la  posición  de  un 
plano  que  así  como  el  presente  es  tanjente  en  un  punto  (R,R')  y  secan- 
te en  todos  los  otros  puntos  comunes  con  la  superficie,  a  la  cual  corta  se- 
gún las  dos  rectas  (PRA,FR'a)  y  (CIRB,Q'R'6). 

155.  Todos  los  problemas  relativos  a  los  planos  tanjentes  que  he- 
mos resuelto  en  este  libro,  se  reducen  a  las  superficies  cilíndHcas,  c6- 
nicasy  o  de  revolución.  No  agregaremos  nuevos  ejemplos  relativos 
a  otros  jéneros  de  superficies,  porque  en  todo  los  casos  el  método  se 
reduce  a  emplear  el  procedimiento  jeneral  indicado  núm.  103,  que  en  lo 
subcesivo  encontraremos  muchas  ocasiones  de  aplicar ;  pero  nos  queda 
que  tratar  la  cuestión  del  plano  tanjente,  cuando  no  se  nos  dáel  punto 
de  contacto  sobre  la  superficie.  Este  problemo  lo  hemos  resulto  inme- 
diatamente respecto  al  cilindro  y  al  cono,  porque  su  solución  en  ambos 
casos  es  mui  sencilla  para  que  la  difiriéramos,  pero  no  sucede  lo  mismo 
con  las  otras  superficies,  y  algunas  veces  es  necesario  ayudarse  para 
BU  resolución  de  los  métodos  relativos  a  las  intersecciones  de  las  super- 
ficies ;  esta  es  la  razón  porque  hemos  reservado  los  problemas  de  este 
jénero  para  tratarlos  en  uno  de  los  libros  siguientes. 
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CAPITULO  PRIMERO. 

I>e   las  superficies  desarrollables. 

156.  Decimos  que  una  superficie  es  desarrolladle  cuando  supo- 
niéndola flexible  pero  inestensible,  puede  desdoblarse  y  estenderse 
sobre  un  plano  sin  padecer  fractura  ni  duplicación.  Pero  conocemos 
bien  que  cualquiera  superficie,  una  porción  de  esfera  por  ejemplo, 
no  goza  de  esta  propiedad,  y  por  esta  razón  deberá  haber  en  el 
modo  de  enjendrar  una  superficie  desarrollable,  alguna  condición  par- 
ticular que  le  permita  prestarse  a  esta  trasformacion,  esto  es  lo  mis- 
mo que  esplicaremos  mui  pronto  (núm.  175.)  Pero  antes  de  ele- 
varnos a  estas  jeneralidades,  creemos  útil  examinar  primero  dos  jé- 
ñeros  particulares  de  superficies  que  pueden  desarrollarse^  de  este 
modo  sobre  un  plano;  estas  son  las  de  los  cilindros  y  los  conos. 
Es  ya  llegado  el  momento  de  que  introduzcamos  las  consideracio- 
nes del  método  infinitisimal  que  después  de  bien  entendido,  nos  pre- 
sentará todo  el  rigor  deseable,  ofreciéndonos  para  lo  sucesivo  la 
doble  ventaja  de  abreviar  los  razonamientos  y  prestarse  con  facili- 
dad a  las  construcciones  gráficas  de   la  Jeometria  descriptiva, 

157.  Siendo  la  tanjente  de  una  curba  el  límite  de  las  posiciones 
que  toma  una  secante,  cuando  dos  de  sus  puntos  de  sección  se  a^ 
proximan  ind«finitivamente,  podemos  considerar  a  la  tanjente  como 
una  recta  que  pasa  por  dos  puntos  que  se  hallsin  irifinitam ente  pró^ 
ximos  sobre  la  curba,  o  que  tiene  un  elemento  común  con  ella;  de  es^ 
te  modo,  es  cierto  que  sustituimos  a  la  curba  propuesta»  un  poli- 
gono  inscripto  cuyos   lados  y  ángulos  esteriores  son  infinitamente  pe^ 
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qneños,  y  cuyo  lado  prolongado  reemplaza  a  una  tanjente,  pe- 
ro cualquiera  propiedad  que  sea  cierta  en  un  polígono  de  esta 
naturaleza,  independientemente  de  la  magnitud  absoluta  de  sus  lados 
y  de  los  ángulos  comprehcndidos,  subsistirá  igualmente  si  aumentamos 
mas  y  mas  estas  pequeñas  cuerdas  aproximándolas  a  la  curba:  por 
consiguiente,  esta  propiedad  tendrá  así  mismo  lugar  cuando  de  e- 
lia  pasemos  al  límite,  es  decir,  cuando  consideremos  a  la  curba  en 
cuestión  y  sus  verdaderas   tanjentes. 

158.  Ademas  de  esto,  hemos  demostrado  rigorosamente  (níim,S5) 
que,  en  cualquiera  superficie,  todas  las  curbas  trazadas  de  suerte  que 
pasasen  por  un  mismo  punto,  tienen  todas  sus  tanjentes  en  este  mis- 
mo punto  situadas  en  un  solo  plano:  luego  este  plano  que  hemos 
llamado  tanjente,  se  podrá  considerar  como  que  tiene  común  con  la 
superficie  un  elemento  superficial  formado  por  la  reunión  de  los  ele- 
mentas  lineales  comunes  a  las  curbas  y  a  sus  tanjentes;  este  será 
el  elemento  de  contacto,  que  en  jeneral  será  infinitamente  pe- 
queño en  todos  sentidos,  a  no  ser  que  la  superficie  sea  de  tal  jéne- 
ro  que  el  plano  tanjente  sea  el  mismo  para  muchos  puntos  conse- 
cutivos. 
FIO.  48.  159.  Por  ejemplo,  sabemos  (níim,  79)  que  en  un  cilindro  el  pla- 
no BAT  es  tanjente  en  el  todo  el  largo  de  una  misma  jeneratriz  AMB; 
luego  en  el  caso  presente  este  plano  tendrá  común  con  la  superficie 
un  elemento  superficial  ABB'A'  indefinido  en  lonjitud,  pero  compre- 
hendido  entre  las  dos  jeneratrices  infinitamente  próximas  que  pasan 
por  los  puntos  A  y  A'  comunes  a  la  base  AC  y  a  su  tanjente  AT. 
Vemos  que  hacemos  distinción  tanto  aqui,  como  en  la  nota  del  núm. 
109,  entre  el  elemento  de  la  superficie  y  la  jeneratriz;  esto  es  esen- 
cial: porque  en  las  superficies  gausas,  reconoceremos  que  esta  ul- 
tima recta  será  común  también  a  la  superficie  y  al  plano  tanjente, 
mientras  que  el  elemento  superficial  indefinido  en  lonjitud  no  se 
hallará  todo  entero  en  este  plano. 

Así  mismo,  una  superficie  cónica  tocada  por  un  plano  tanjente  lo  efec- 
túa en  todo  el  largo  de  una  jeneratriz  (núm.  100^  tiene  común  con 
este  plano  un  elemento  superficial  indefinido  en  lonjitud,  pero  com- 
prehendido   entre  dos  jeneratrices  infinitamente  próximas. 

160.     Una  superficie  cilindrica   puede  siempre  desarrollarse. 
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porque  figurémonos,  que  se  ha  cortado  esta  superficie  con  un  plano 
perpendicular  a  sus  jeiieratrices,  según  una  curba  CA  que  se  llama  *»c.  48. 
la  sección  recta  del  cilindíx)  (*)  que  miraremos  como  si  fuese  su 
base,  o  como  la  directriz  tie  la  recta  móvil  enjendradora  de  esta  su- 
perficie; sustituyamos  en  seguida,  por  un  instante,  a  esta  curba  un 
polígono  inscrito  CAÁ' A",  y  de  este  modo  transformaremos  el  ci- 
lindro en  un  prisma  recto.  Hecho  esto,  podremos  hacer  jirar  la  cara 
B"A"A'B'  alrededor  de  la  arista  B'A'  como  charnela,  hasta  que 
llegue  a  colocarse  tín  la  prolongación  del  plano  de  la  cara  B'A'AB; 
y  en  virtvd  de  este  movimiento  el  lado  A'A"  se  habrá  trasladado 
a  AV  situado  en  la  prolongación  de  AA',  porque  ambos  continua- 
rán siendo  siempre  perpendiculares  a  la  arista  A'B'.  En  seguida  po- 
dremos hacer  jirar  la  cara  compuesta  BAa"¿"  alrededor  de  la  char- 
nela AB  hasta  que  llegue  a  ocupar  la  posición  del  plano  prolon- 
gado de  la  cara  siguiente;  y  continuando  de  este  mismo  modo,  lle- 
garemos a  conseguir  qne  todas  las  caras  del  prisnia  se  hallen  situa- 
das en  un  plano  único,  y  todas  estén  a  continuación  unasde  otras, 
de  modo  que  la  superficie  prismática  estará  desarrollada,  sin  haber 
cambiado  de  superficie.  Ademas,  observemos  que  todos  los  la- 
dos del  poligono  CAÁ' A''  formaran,  después  del  desarrollo,  una  so- 
la y  misma  línea  recta,  a  la  que  todas  las  aristas  del  prisma  continua- 
rán siendo  perpendiculares,  según  ya  lo  hemos  probado  respecto  a  los 
primeros  lados  AA'  y  A'A",  y  que  la  lonjitud  de  esta  recta  será  igual 
ala  suma  de  los  lados  del  poligono  primitivo,  al  propio  tiempo  que 
las  diversas  aristas  AB,A'B'....  conservarán  las  mismas  lonjitudes  que 
tenian  anteriormente. 

161,     Es  ademas  evidente,  que    todas  estas    consecuencias   serán  no.  48. 
así  mismo  ciertas,   sea  cual  fuere  la  magnitud  de  los  ángulos  y  de 


(*J  Llama7'e?nos  muchas  veces,  cilindro  recto,  en  obsequio  a  la 
brevedad,  aquel  en  que  se  tome  por  base  o  por  directriz  a  la  sección 
recta,  sin  querer  espresar  por  esto  que  esta  sección  es  tin  circulo;  a- 
demás,  esta  denominación  no  indicará  nada  de  particular  en  la  na-, 
turaleza  del  cilindro,  pues  estamos  bien  persuadidos  que  cualquier  su- 
perficie  cilindrica  puede  referirse  a  este  caso  cortándola,  corno  lo  hemos 
hecho  aquí,  con   un  plano  perpendicular  a  sus  jeneratrices^ 

13 
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los  lados  del  polígono  que  se  sustituya  a  la  curba  CAÁ";  por  con- 
siguiente tendrán  también  lugar  en  el  cilindro  que  es  límite  de  los 
prismas  inscritos,  o  sí  esta  misma  idea  la  queremos  espresar  de  un 
modo  diferente,  en  un  cilindro  que  no  es  otra  cosa  que  un  prisma 
cuya  baso  es  un  poligano  infinitesimal.  Podemos  por  consiguien- 
te asegurar,  1.  ®  que  toda  superficie  cilindrica  es  desarrollable:  2.  ® 
que  efectuada  esta  transformación,  la  sección  perpendicular  n,  Ibb  je- 
neratrices,  es  una  recta  cuya  lonjitnd  es  igual  al  perímetro  de  esta 
sección:  3.  ®  qne  las  jeneratrices  permanecen  perpendiculares  a  esta 
recta,  conservando  siempre  sus  mismas  lonjitudes  primitivas,  tanta 
en  la  parte  superior  como  en  la  inferior  de  esta  base. 

Fio.  49.  162!  Si  hubiese  trazada  una  curba  cualquiera  GMM'  sobre  el  cL 
lindro,  esta  curba  estará  reemplazada  en  el  prisma,  por  un  poligo^ 
no  GMM'M"  cuyos  lados  no  variarían  tampoco  de  lonjitud,  cuando 
con  las  caras  sobre  que  se  hallan  sigan  el  movimiento  de  rotación 
de  estas  alrededor  de  las  aristas  subcesivas;  pero  dicho  polígona 
cambiariade  forma,  porque  el  ángulo  interior  MM'M"(*)  se  convertiría 
en  el  MM'm".  Con  todo,  como  en  este  desarrollo,  el  lado  M'M"  ji- 
ra, por  un  nK)vimiento  de  revolución  alrededor  de  la  charnela  B'MV 
sigúese  de  aquí  que  el  ángulo  BWM "  permanecerá  constante  e  igual 
al  B'M'm',:  esto  mismo  sucederá  con  el  ángulo  BMM*  o  TMA  que 
será  siempre  invariable,  resultando  ademas  que  en  el  estado  de  lí- 
mite un  lado  de  este  ángulo,  el  TMM',  se  convertirá  en  tanjente 
a  la  curba  que  está  reemplazada,  en  el  caso  presente,  por  el  polígo- 
no GMM\  Si  ademas  observamos  que  todas  estas  propiedades  son 
independientes  de  la  mayor  o  menor  pequenez  de  las  caras  del  pris- 
ma, y  que  por  consiguiente  deben  ser  también  ciertas  en  el  límite 
de  este  prisma  o  en  el  cilindro  de  la  Jig.   48,  concluiremos  de   aquí 

ficm  48.  V^^9  1-  ^  cuando  se  desarrolla  un  cilindro  en  cuya  superficie  se  Ka 
trazado  una  curba  cualquiera  GM,  esta  línea  se  cambia  en  otra  cur- 
ba   que  llamaremos  la    transformada    de  la    primera,  y  sus   arcos 


C*J  El  suplemento  de  este  ángulo;  es  decir  el  M'^3rt,  comprehen- 
dido  entre  dos  tanjentes  consecutivas,  se  llama  ángulo  de  continjencia 
y  puede  sercir  para  apreciar  la  curbatura  de  la  curba  en  este  luga  r 
según  lo  esplicaremos  mui  luego  (núm.  198J. 
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tienen  la  misma  lonjitud  absoluta  que  los  de  la  cnrba  primitiva; 
2.  ^  las  porciones  de  las  jeneratrices  MA,M'A'....  comprebendidas  en^ 
tre  esta  curba  y  la  sección  recta  CAÁ'  permanecen  de  la  misma 
magnitud,  y  son  siempre  perpendiculares  a  la  recta  .que  es  el  de- 
sarrollo de  esta  base  CAÁ'.  3.  ®  Cada  tanjente  MT  a  la  curba  pri- 
mitiva, forma  con  la  jeneratriz  MA,  un  ángulo  que  permanece  in- 
variable; y  ademas,  se  halla  que  esta  misma  recta  M T  después  de 
efectuado  el  desarrollo  es  también,  tanjente  a  la  transformada.  Esta 
ultima  aserción  se  justifica,  con  obseiTar  que  en  el  desarrollo  del 
prisma,  no  deja  nunca  de  ser  la  línea  MT  prolongación  de  un  la- 
do del  poligono  transformado. 

Muí  pronto  veremos,  en  varios  de  los  depurados,  el  modo  con  que 
se  hace  uso  de  estas  diversas  propiedades,  para  ejecutar  gráficamen- 
te el  desarrollo  de  un  cilindro,  y  para  construir  sobre  este  desarro- 
llo las  transformadas  de  las  cnrbas  que  primitivamente  se  hayan 
trazado  sobre  este   cuerpo. 

163.  Hemos  dicho  que  una  curba  cualquiera  GMM',  trazada  so- 
bre un  cilindro,  se  cambiaba,  después  de  desarrollada  esta  superfi- 
cie, en  otra  línea  que  jeneralmente  es  también  curba;  sin  embar- 
go de  esto,  hai  casos  particulares  en  que  está  transformada  puede  ser  rec- 
tilínea,  y  para  hallar  mas  fácilmente  las  condiciones  relativas  a  es- 
'te  caso,  sustituyamos  otra  vez  el  prisma  recto  y  el  poligono  GMM' 
de  la  Jig.  49  a  la  curba  y  al  cilindro  [propuestos.  Para  que  en  este 
caso  el  lado  M'M',  trasportado  a  Mw",  esté  sobre  la  prolongación  de  ^'  ' 
MM',   es  preciso  y  evidentemente   suficiente  que  sea 

ángulo  B'M'7«"  =  A^M'M  =  BMM' 

y  como  hemos  visto  (num.  162)  que  el  primero  de  estos  ángulos  per 
manecia  igual  al  ángulo  primitivo  B'M'M",  sigúese  que  la  condición 
precedente  se  convertirá  en  esta  otra: 

ángulo  B'M'M''=BMM'; 

esto  mismo  sucederia  con  los  otros  lados  consecutivos   comparados 
entre  sí;  por   consiguiente,   todos  los   lados   del  poligono  GMM'M" 
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deben  cortar  a  las  aristas  del  prisma  bajo  un  ángulo  constante.  Sí 
ahora  transportamos  al  cilindro  estas  relaciones,  qne  deben  siempre 
tener  lugar  en  el  prisma,  por  mas  pequeñas  qne  sean  sus  caras, 
y  sí  recordamos  (^níim,  157)  que  las  prolongacionos  de  los  lai- 
dos del  poligono  vienen  a  ser,  en  er  cstadb  de  limito»  la»  tari)entes 
delacurba  continua  hacia  a  cual  converjo  este  polígono,  deduciremos 
de  aquí  este^  teorema;  para  que  una  curha  GM  trazada  whre  nn  ci- 
lindra^  sea  rectilinba  después  de  haber  desarrollado  esta  superficie j 
es  precisOf  y  suficienle  que  todas  las  tanjentes  de  esta  curha  formen 
un  ángulo  constante  con  las  jeneratrkes  del  cilindro. 

A  las  curbas  que  cumplen  con  esta  última  condición  se  las  deno- 
mina HÉLICES,  sea  cual  fuere  la  base  del  cilindro  sobre  qne  se  hallen  tra- 
zadasr  y  así  es  qne  las  hélices  son  las  únicas  curba»  que-en  el  desarrollo- 
de  la  superficie  cilindrica  que  las  contiene,  se  tranforman  en  líneas  rectas. 
piG.  48.  164.  Estas  curbas  gozan  ademas  de  esta  otra  notable  propiedad: 
un  arco  cualquiera  de  hélice  tal  como  GM  es  la  linea  mas  corta  que 
se  puede  trazar  sobre  el  cilindroj  entre  sus  estremidades  G  y  M.  Con 
efectoy  si  comparamos  con  ella  cualqniera  otra  cuaba  eomprehendi- 
da  entre'  loa  puntos  G  y  M,  este  último  arco^  despue9  de  desarrolla- 
do el  cilindro  no  será  rectilíneo;  luego,  según  esto,  será  mas  largo 
que  el  arco  de  hélice  que  so  habrá  transformado  en  recta:  pero  ho- 
rnos visto  (núm.  1&2)  que  en  este  desarrollo  eonservan  la^  trans- 
formadas^ la  misma  lonjitud  que  las  curbas  primitivas*^  luego  también 
antes  del  desarrollo  del  cilindro^  era  el  arco  de  hélice  mas  cotto  qua 
cualquiera  otra  línea  que  pasase  por  lo»  puntos   G  y.M. 

165.  Observaremos  aquí  que  todas  las  curbas  que  se  vuelven  rec- 
tilíneas después  de  desarrollado  el  cilindro,  en  su  primitivo  estada 
eran  de  doble  curbatura^  es  decir,  que  tres  tanjentes  inmediatas,  o 
tres  elementos  consecutivos,  no  se  hallaban  en^un  mismo,  pkimo.  Con 
efecto,  volvamos  a  examinar  el  poligono  de  la  fig.  49,*  y  consideremos 
tres  lados  consecutivos  de  él,  como  por  e}emplo,  los  KM,MM'yMM", 
que  supondremos  estar  dirijidos  de  tal  modo  que  formen  con  las 
aristas  del  prisma  ánguloe  iguales  entre  si,  y  que  representaremos  a. 
Si  estos  tres  lados  pudiesen  hallarse  en  un  solo  plano,  sucedería  lo 
mismo  sin  la  menor  duda,  con  tres  rectas  tiradas  por  un  punto 
cualqniera  G,  paralelamente  a  estos  tres  lados:   pero^como  cada  una 
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cíe  estas  tres  paralelas  furmará  el  mismo  ángulo  a  con  la  arista  GD,  si- 
gúese que  estarán  situadas  sobro  la  superficie  de  un  cono  recto  cuyo 
eje  será  GD;  y  conocemos  muí  bien  que  una  superficie  de  esta  na- 
turaleza no  podrá  teuer  tres  de  sus  jeneratrices  sobre  un  mismo  pla- 
no, porque  en  tal  caso  se  hallarían  en  línea  recta  tres  puntos  de  la 
circunferencia  que  le  sirve  de  base.  Luego  es  así  mismo  imposible 
que  los  tres  lados^  consecutivos  KM,MMVy  M'M"  se  hallen  ene 
mismo  plano,  y  como  esta  proposición  tiene  siempre  lugar,  cualquie- 
ra  que  sea  la  pequenez  de  los  lados,  es  así  mismo  cierta  respecto  a  las 
prolongaciones  de  estos,  cuando  el  polígono  dejenera  en  una  curba 
continua,  en  cuyo  caso  estas  prolongaciones  sno  las  tanjentcs  mis- 
mas de  la  curba.*  Y  p.sí  es  que  las  hélices  son  siempre  líneas  de  do- 
ble corbatura. 

I6G»    Solo  debemos  esceptuar  de  esta  conclusión  jencral,  un  solo 

caso,  ^G^  es  el  de  ser  recto  el  ángulo  a;  porque  entonces  el  mismo 
cono  que  nos  acaba  de  servir  para  establecer  la  proposición  pro- 
cedente se  reduce  a  un  plano.  Ademas,  la  hélice,  particular 
correspondiente  a  la  presente  hipótesis  a=90?,  no  es  evidente- 
mente otra  cosa  que  la  sección  recta  CAÁ';  y  con  efecto  sabemos 
(nunu  161)  que  esta  sección  es  rectilínea  después  de  desarrollado 
el  cilindro;  perora  lo  menos  pedemos  asegurar  que  de  todas  las  cur- 
has  PLANAS  trazadas  sobre  un  cüindroy  no  haz  mas  de  la  sección 
KECTA  que  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  esta  superficie  sea  rec- 
Hlínea, 

167.  Con  motivo  de  las  hélices  que  según  ya  lo  hemos  visto,  no 
son  curbas  planas,  haremos  observar  que  en  toda  línea  de  doble 
corbatura  GKM,  situada  de  un  modo  cualquiera  en  el  espacio,  si 
tresi  elementos*  próximos  KM,MM'M'M"  no  se  hallan  en  un  mismo 
plano,  por  lo  ménoa  satisfarán  esta  condición  dos  elementos  conse- 
cuti\x>s  MM'  y  M'M";  y  al  plano  MM'M"  se  le  da  el  nombre  de  pía- 
no  osculador  de  la  curba  en  el  punto  M.  Respecto  al  punto  K,  el 
plano  osculador  será  el  KMM',  y  así  en  seguida;  de  modo  que  los 
diferentes  planos  osculadores  se  cortan  de  dos  en  dos  según  un  e- 
lemento  intermedio,  y  no  coinciden  todos  en  uno  sino  cuando  la  cur- 
qa  es  plana.  Ademas  de  esto,  según  las  consideraciones  espuestas 
mas    arriba,   todo    manifiestamente    se    reduce    a  definir    el  plano 
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osculador,  como  que  es  el   que  pasa  por  dos  tanjentes  iiifínitamen- 
te  próximas. 

168.  Observemos  aun,  que  una  curba  continua,  sea  o  no  plana, 
no  tiene  nunca  mas  de  una  sola  tanjente  en  un  punto  dado,  pero 
que  puede  evidentemente  tener  una  infinidad  de  normales,  es  decir, 
de  recias  perpendiculares  a  la  tanjente,  tiradas  todas  ellas  por  el  pun- 
to de  contacto  de  esta  última,  todas  estas  normales  forman  necesa- 
riamente un  plano  que  es  perpendicula  a  la  tanjente,  al  cual  se  da 
el  nombre  de  plano  normal  de  la  curba  en  el  punto  en  cuestión. 
Esto  es  precisamente  lo  inverso  de  lo  que  sucede  en  una  superfi- 
cie, esta  admite,  en  cada  uno  de  sus  puntos  una  infinidad  de  tan- 
jentes cuyo  compuesto  forma  el  plano  tanjente,  y  una  sola  normal  que 
es  perpendicular  a  este  plano. 

169,  Una  superficie  cónica  puede  siempre  desarrollarse.  Sin 
pasar  ya  por  todas  las  consideraciones  intermedias  que  hemos  creí- 
do de  absoluta  necesidad  considerar  en  el  cilindro,  miremos  la  base 

FIO.  50,  ^^'  cono,  sea  cual  fuere,  como  un  polígono  infinitesimal  CAA'A", 
y  al  cono  mismo  como  una  pirámide  en  la  que  cada  cara  SAA',  sea 
un  elemento  superficial  infinitamente  angosto,  que  será  común  (^num« 
159)  a  la  «uperficie  y  al  plano  tanjente,  en  todo  el  largo  de  la  je- 
neratriz  SA.  En  este  estado,  podremos  hacer  jirar  la  cara  SA'A" 
alrededor  de  la  arista  SA;  hasta  que  venga  a  colocarse  en  el  plano 
de  la  cara  SA'A",  y  a  continuación  de  esta,  y  en  seguida  hacer  jirar 
el  sistema  de  estas  dos  caras  al  rededor  de  la  arista  SA  hasta  que 
se  hallen  a  continuación  del  plano  de  la  cara  precedente.  Continuan- 
do del  mismo  modo,  hallaremos  por  resultado  un  sector  poligonal  (*) 
compuesto  de  todas  las  caras  de  la  pirámide,  colocadas  unas  a  con- 
tinuación de  otras  y  situadas  sobre  un  mismo  plano  que  por  con- 
siguiente tendrá  la  misma  superficie  qne  área  la  pirámide:  es  ade- 
mas evidente  que  en  esta  transformación,  los  lados  y  ángulos  de  las 
caras  SA'A",SAA'..,.  parmanecerán  invariables,  lo  mismo  que  los  de 
cualquiera  otro  triángulo  SM'M",  SMM'....   mientras  que  los  ángulos 

(*)  O  mas  bien,  el  sistema  de  dos  sectores  opuestos  por  el  vertí'- 
cf,  si  desarrollamos  al  mismo  tiempo  la  pirámide  superior  SBB^B*^ 
que  reemplaza  la  segunda   napa  del  cono. 
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AA'A",MM'M"  variarán  de  magnitud^  y  como  todas  estas  circuns- 
tancias son  también  ciertas  sea  cual  fuere  la  pequenez  de  las  ca- 
ras de  la  pirámide,  subsistirán  las  mismas  en  el  límite  del  cuerpo,  es 
decir  en  un  cono  en  cuya  superficie  serán  los  poligonos  CAA'A"  y 
GMM'M"  curbas  continuas,  y  cuyas  tanjentes  serán  las  prolongaciones 
de  los  elementos   AA'  y  MM'. 

170.  De  aquí  resultan  evidentemente  las  consecuencias  siguientes: 
1.  ^  toda  superficie  cónica  es  desafrollahUj  y  en  esta  transformación, 
las  jeneratrices,  o  cualquiera  porción  de  estas  rectas,  no  varia  de  Ion- 
jitud* 

2.  ^  La  base  del  cono,  o  cualquiera  otra  curba  trazada  sobre  su 
superficie,  se  convierte  en  una  línea  cuya  curbatura  no  es  la  mis* 
ma  que  la  de  la  curba  primitiva,  a  la  que  se  da  el  nombre  de  trans- 
formada de  la  primera:  pero  los  arcos  de  esta  transformada  conser- 
van la  misma  lonjitud  absoluta  que  los  de  la  curba  primitiva.  Si  es- 
ta última  tubiese  todos  sus  puntos  a  una  distancia  constante  del 
cúspide,  la  transformada  será  un  arco  de  circulo  descrito  con  esta 
distancia  por  radio. 

3.  ^  Cada  tanjente  de  la  curba  primitiva  forma  con  la  jeneratriz 
del  cono,  un  ángulo  que  permanece  invariable  en  el  desarrollo  de 
esta  superficie  y  esta  primera  recta  es  también  tanjente  a  la  trans- 
formada. Mas  adelante  veremos  el  modo  de  emplear  estas  varias  pro- 
piedades, para  ejecutar  gráficamente  el  desarrollo  de  una  superficie 
cónica. 

171.  Para  que  una  curba  GMM',  trazada  sobre  un  cono,  sea  rec- 
tilínea después  de  desarrollada  la  superficie,  es  suficiente  que  dos 
elementos  consecutivos  tales  como  MM'  y  M'M'  tengan  sus  direc-; 
cienes  de  modo  que 

ángulo   SMM''=SM% 

y  como  las  prolongaciones  de  e^tos  elementos  son  las  tanjentes  de 
la  curba  primitiva,  que  equivale  a  decir,  que  dos  tanjentes  consecuti- 
vas de  esta  curba  deben  formar  ángulos  iguales  con  la  jeneratriz 
intermedia:  pero  estos  ángulos  no  son  constantes  en  todas  las  tan- 
jentes, como  sucedia  en  el  caso  del  cilindro  (núm.  163j. 

172.  Toda  curba  que  satisfaga  a  la  condición  precedente,  goza-  ^^^  ^q 
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rá  también  de  la  propiedad  de  ser  la  línea  mas  carta  que  «e  pue- 
de trazar  entre  dos  puntos  dados  en  la  superficie  cónica;  y  esto  sede- 
muestra  por  las  mismas  razones  dadas  en  el  níiin.  164;  pero  esta 
curba  no  presentará  la  forma  de  una  espiral  que  va  elevándose  ca- 
da vez  mas  hacia  el  cúspide  S  del  cono.  Con  efecto,  el  ángulo  S*MM' 
será  menor  que  el  SM'M",  supuesto  que  este  último  igualará  al 
SMí:  y  como  la  inclinación  SMí  de  cada  tanjente  con  la  jene- 
ratriz  correspondiente,  es  un  ángulo  agudo  que  va  siempre  aumen- 
tando, sígnese  que  la  distancia  SM  llegará  a  ser  un  minimo  cuan 
do  este  ángulo  sea  recto,  y  en  este  caso  obtendremos  el  punto  do 
la  curba  mas  próximo  al  cúspide  S;  mas  adelante  dicha  curba  se  a- 
lejará  cada  vez  mas  del  cúspide,  porque  el  ángulo  SMf  será  obtuso, 
y  continuará  creciendo.  Así  es,  tjue  por  ejemplo,  sobre  un  ceno  d-e 
revolución,  la  línea  mas  corta  entre  dos  puntos  de  la  base  circular, 
no  es  el  arco  de  este  círculo  comprehcndido  entre  Jos  dos  puntos 
dados,  sino  que  es  una  especie  de  curba  hiperhólica  cuyo  vértico  se 
halla  a  igual  distancia  de  los  dos  puntos  en  cuestión,  y  que  des- 
pués de  efectuado  el  desarrollo  del  cono  se  convertirá  en  una  cuer- 
da del  circulo  en  que  se  transfarme  la  base  primitiva.  Los  dos  ra- 
dios paralelos  a  esta  cuerda,  eran  en  el  cono  primitivo,  las  jenera- 
trices  asíntotas  de  la  curba  en   cuestión. 

173,  Por  el  contrario,  una  curba  trazada  sobre  una  superficie  có-* 
nica  cualquiera  que  esta  sea,  y  que  goce  de  una  propiedad  análoga 
a  la  de  la  hélice  (núm.  1(53),  es  decir,  cai/as  tanjentes  todas  for- 
wasen  un  ángulo  constante  con  la  jeneratriz  que  pasa  por  el  punto 
de  contacto,  presentaría  la  forma  de  una  espiral  que  indefinidamen- 
te se  aproximaría  al  cíispide,  el  cual  seria  respeto  a  ella  un  j^^^to 
asintótico:  porque  en  el  desarrollo,  esta  curba  se  convertiría  eviden- 
temente en  una  espiral  loga rh 'única ,  porque  sabemos  que  esta  últi- 
ma curba  tiene  la  propiedad  de  cortar  a  todos  sus  radios  vectores 
bajo  un  un   mismo  ángulo. 

Si  este  ángulo  fuese  recto  la  transformada  seria  un  círculo:  en 
cuyo  caso  como  todos  los  radios  vectores  eran  iguales,  resultarla  que 
la  curba  primitiva  trazada  sobre  el  cono  no  podía  ser  sino  una  curba 
esférica,  es  decir  que  resultaría  de  la  intersección  del  cono  propuesto  con 
una  esfera  que tubiese  por  centro  el  cúspide  del  cono  (véase  núm.  319). 
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(lu  sommcl,  Icquclscrail  ü  son  (i\¡^<\v(\íi7ipoint asijviptoiiqxic \  puis,  danslcdó- 
vcloppeincnl,  celle  courbe  deviendrail  évidenuTicnL  unoíSpiralclocjarUlímiqxic^ 
car  Gil  sail  que  celle  dcrnioic  a  la  proprióle  de coiipcr  lous  ses  rayons  vccleurs 
soiis  ua  anylc  coirslaiiL 

S¡  col  an{]le  ctail  droil ,  la  Iransformée  scrail  un  ccrcle;  el  alors  lous  les 
rayoMS  vccleurs  clanl  cgaux  ,  la  courbe  prímilive  Iracce  sur  le  cóne  no  pour- 
rail  rlní  qu'unc  courhc  sphúriquQ^  c'esl-ri-díre  qui  résullerail  de  rinlorsccliou 
(lu  cono  proposcavocuno  sphereayanl  pourccntre  le  sonnnet.  {Voijcz  n"  319.) 

17'í.  Si  Ki  Acrs  1)i':vi:loi'í»ai;li:s  ql'elcokques.  Ge'néralisons  mainlenant  les  consi- 
d/i/iliniK  (pío  nous  avons  cinployccs  pour  les  cóncs  ct  les  cylindrcs,  el  ¡nja- 
i;¡ii»ni^  (pi'une  Muface  soil  cngcndrée  par  uno  clroílo  quise  meui  de  tcl/c.'or/o  Fu;.  51. 
t/u>  i  "ijours  (h'ux  postlions  conséculivcs^  ou  inrmimcnl  voisincs,  ao  Irouccnt 
ih'.r. .  un  mKmcphuí,  Nous ¡ndiqüeronsbienlót(no  180) divcrs modos  desalisíairr 
j  cf'll»?  coiidilion;  inais  ,  pourrinslant^il  nous  suffira  d'admcllre  qu  ello  a  íúCi 
nniplio  i\\n\c  ixianíére  quclconquc,  et  que  AB  ,  A'B',  A"B",..,  sonr  des  posi- 
lion-i  ¡nfiniment  voisinesdela  droitcniobile.  Alors,  cVaprcs  la  dófiniliou  dt.  la 
surface,  les  deux  {jénéralrlces  conséculivcs  AB  et  A'B'  se  couperont  ncccssai- 
rcnienl  (*) en  un  certaín  point  M';  de méme  la  {jénéialrice  A'B' sera  renconlréi* 
par  A"B"cn  un  point  M",  etcelle-cíle  sera  par  la  suivanlecn  un  poiiilM'".  clc: 
do  sorlc  que  ees  interseclions  successives  donneront  lieu  á  \n\  i^oly^onc 
^1M'M"M'"...,;  ou  plutót,  puisqu'on  suppose  les  generatrices infunuioul  iap- 
proclu'es,  cela  formera  une  courbe  continuo  YjMM'rfi"ü  a  laqucile  toules  ees 
dníile.s  scront  cvidcmmcnt  tangenles,  etqui  se  nonnne  Farcto  de  rehrounbc- 
vuftt  do  la  surface  ,  par  une  raison  que  nous  expliquerons  bienlót  (n"  178). 

17/).  Cola  pose  ,  je  dis  que  la  surfiíce  engcndrec  d'apros  la  loi  prt'ccdoiile  ,  l'«<^"  -^I 
r>l  d.'vvloppahlc'  Eneffet,  puisque  los  deux  {je'uóralrícos  conséculivcs  AMB  ol 
A'M'B  bonl  dansun  momo  plan,  ellos  comprennenl  entre  ellos  uno  ;^ono  anjju- 
l.iiio  do  la  surface  ,  infinimcnlclroilo  ,  mais  ¡ndéfinie  en  lonoucur,  ol  qui  osl 
núcojisairenionl  plañe  ;  car,  pour  los  diverses  courbes  Irace'cs  sur  la  suífacc.  lo-? 
t'Icnionls  l¡niMÍrt\s  AxV,  PP',...ayant  deux  pointsde  communs  avoclos  diDJlos 
AM  ot  A'M',  so  Irouvonl  lous  dans  lo  plan  do  ees  deux  gónóralriccs.  Do  niLínc  , 
los  gcnóralriccs  A'.M'B'  el  A"M''B'' comprennenl  un  aulre  ólcuient  sajwrficírl 
qui  csl  plan  el  d'tnw  lonjucur  indépnic;  el  ainsi  dos  aulrcs.  Alors.  si  Ton  fail 


(*)  Ellos pourraiciit  cU'c  parallóles;  iiiaiscr»  considcrant  nlors  leiir  poinl  de  scctiua  conn'ic 
siliió  ;\  ríiifini  ,  on  rctrouvjra  tonjuurs  ce  cas  parliculicr  dans  rcsjiicc  géiicralc. 
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lourner le  premier  ¿lémcnt  aulour  dcla  droilc  A'M'B/Commc  charnicre^  jiis- 
qu'á  ce  qu'il  vicnneclans  le  plan  el  á  la  suile  clu  deuxicme  élcmcnl;  puis,  que 
ronraballe  aulour  de  A'ii"  le  syslemc  de  cesdcux  elcmcnls  sur  le  plan  du 
Iroisienie^on  ílnira,  en  conUnuaulainsi,  par  déroulersur  un  plan  unique  toule 
la  surfacc  proposéc,  sansdiscoiilinuile'  el  sans  allérer  sa  superficie,  D'ailleurs  ¡1 
esl  bien  cvidcnt,  1**  que  parccUc  liansfornialion,  on  n'auranullemcnt changa' 
leslongueurs  des  porlions  de  {jriiéialrices  MA,M'A\...,  non  plus  que  celles  des 

ai-csAA\A'A", ;í>^queles  an-lrs  MAA'ouMAT,  WA'A"  cu  MAT',....  for- 

ine'sparlesgénéralrices  avec  les  lan[;cnlcs  d'une  courbe  quelconque  AD  tracée 
sur  la  surfacc^  resteronl  aussi  inva?'¡ahlcs\  o^qu'au  conlraire  les  anales  de  con- 
tingence  lels  que  TA'T,  cu  Icurs  snp|)Ie'n'icnls  comme  AA'A",  changeront  de 
grandeur,  ct  qu'ainsi  la  courbe  AÜ  aura  pour  transformée  uneligncdont  la 
courbure  ne  sera  plus  la  memo  (|uc  priniilivement.Par-lá  il  demeure  done 
prouvéque  loute  surface  qui  salisfeía  á  la  condilion  du  n**  174  ,  sera  deve- 
loppable. 

176.  Récjproquemcnl,  celle  condilion  esl  necessairc;  car,  pour  qu'une  sur- 
face  puisseclreélenduesur  un  plan  sansdechirure  ni  duplicalure,  il  faul  évi- 
demmenl  qu'cllc  se  con)posc  d'clcnicnls  supcrficiels  plans,  qui  soient  réunis  - 
seulemenlí/cz¿.raí/c'za'  j)ar  des  bords  recluidnos  indclinis,  afin  que  ccsdroiles 
puissenl  servir  de  cbarnirres  |)Our  faire  lourner  ees  clémenls  supcrficiels,  etles 
amener  dans  un  plan  unií(ue  a  la  suile  les  uns  des  aulres.  Tandis  cjuc,  si  la 
droilc  inlerseclion  de  dcu\  cicmenls  conligus  clail  limitce  par  la  renconlrc 
d'un  aulrc  clémenl,  ¡I  cxislfMail  en  cel  endioil  v\\\  angle  Iricdre  ou  polyedre, 
donl  les  focos  ne  pourraionl  elrc  élcndues  sur  un  plan  ,  sans  laisser  enlre 
clles  des  inlersUces  \  el  comme  celle  circonslancc  se  rcpéterait  pour  chaqué 
poinl  oú  se  rduniraienl  plus  de  doux  élémonls  supcrficiels,  ¡1  n'y  aurait  plus 
de  conlinuilé  dans  le  dcvcloppcmenl  de  la  surface,  el  la  superficie  en  serail 
allérée. 

177.11  rósulle  immédialomonl  de  la  que  Ic  planqui  lonche  une  surface  dé  ve- 
loppahh  dans  un  ¡loinl  (piclcDiHiuo  P,  cv/  iafujcnt  tout  leloiig  de  la  (jénéraírice  ' 
APiMB  qui  passe  |)ar  ce  poinl.  En  ellol.pni'^íjuc  (n°  17o)  loules  les  courbes 
AD,  PX,  r>C,....  onl  Icurs  clómonls  linóíiiros  A  A',  PP',  BB',....  silués  dans  le 
plan  des  dcux  droiles  infinimonl  voisincs  AM'B,  A'M'B',  il  s'ensuil  que  ce 
planrenfermo  loules  les  lai][¡enlos  en  A,  P,  B,...,  el  par  consó(|ucnl  c'est  bien 
un  seulcl  meme  plan  AMA'  ou  BAT,  qui  lonche  la  surñice  dcveloppable  loul 
lelong  déla  géne'ralrice  AMB.  Ainsi,dorcnavanl,(|uand  on  voudra  conslruiíc 
le  jílan  lan^;oiit  relalif  a  un   poinl  Q  donuó  sur  vxwq  Iclle  surface,  il  suíKra  de 
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le  faire  i>asser par  lagcnéraírico  AQU  eú pai'  la  ta^igoiie  AT  á  une  courbe  (racee 
sur  cette  sur  face  par  un  point  quclcoiiqm  do  AB. 

Celte  proposilionque  nous  avions  deja  cl(3moiitrée(n®'  99-100)  pour  les  cy- 
liodres  et  pour  les  cónes,  cstdoiic  commune  á  toules  les  surfaces  dcvcloppa- 
bles;  ct  elle  mérilc  daulant  plus  d'atleulion  ,  qu'clle  ne  se  vénfiera  pas  daiis 
les  8urfaccs gauches^  quoiqueccllcs-cí  admelleut  píireillemenldcsgénéíatriccs 
reclilignes.  D  ailleurs ,  elle  va  nous  servir  bienlót  h  indiquer  un  nouvcau  mode 
de  {jeudralion  dessurfiíccs  développables,  en  les  regardant  comme  des  cjivc- 
lopjjcs  d'un  plan  mobüe  (  n^  183  ). 

Observons  aussi  que  le  plan  AM'A'ou  HAT  qu¡  est  lanocnl  á  la  surface  dc- 
veloppable,  coincide pre'cisc'menlavcc  hplan  osculateur de  l'aretede  rebrous- 
semenl  VMU,  puísque  les  dcux  general  rices  AM'  ct  A'M'  sontlangenles  a  celle 
courbe. 

178.  Nous  avons  dit  que  la  courbe  VMÜ  formce  par  les  ¡nlerseclions  suc-  l'ic.  51. 
cessívesdes  generatrices,  se  nommait  Varete  do  rehi^oussoment  Ae  la  surface  dé- 
veloppable ;  etpour  sentir  la  justesse  de  ccllc  dcnomination,  il  n'y  a  qu'á  regar- 
der  chaqué  généralrice  AB  comme  composce  de  deux  partios  MA  et  MB,  Tune 
située  {\u-dessous  et  l'aulre  au-dessusdu  point  de  conlact  ¡VI;  puis,  désigner 
sous  le  nom  de  nappe inféricuio  la  porlion de  surface  cngendrce parles parlies 
WA,  M'A',  M"A",....  landis  que  les  parties  NB,  ¡\1'B',  lirB"  ,....  forraeront  la 
nappe  supérieure  (*).  Alors,  si  Ton  veut  passcr  d'iuie  nappeá  l'aulre.  cnchemi- 
nant  sur  la  surface  d'une  maniere  continuo  ct  dans  une  direction  quelconque 
(excepté  dans  la  direction  d'une  génératrice),  on  s'apercevia  aisénient  que  ce 
passage  ne  peut  avoir  lieu  qu'cn  suivant  uno  courbo  oNa,  qui  presentera  un 
point  do  rchroiis$e7nent  á  Tendroit  oü  elle  renconhcra  la  ligne  VMU. 

Comme  cette  circonstance  est  tres-imporlanle  á  rcmarqucr,  cssayons  de  la 
rendrc  plus  sensible,  en  projetant  toute  la  figure  sur  un  plan  horizontal  quel- 
conque ;  soicnl  done  vnu{^fi(j,  52)  la  base  du  cylindre  vertical  qui  passc  parla 
courbe  VJÍÜ,  et  ab^  ab\..,  les  projcclions  des  ge'nératriccs ,  lesquelles  seront  Fig.   51 
néccssairementtangcnlesáivi?^  II  s'cnsuitdéjaqu'aucunede  cesdroitcsnepé- ct  ;52. 
nétrera  dans  le  cylindre  vertical  vnu^  et  qu'ainsi  les  deuxnappesdela  surface 


(*)  Ces  parlies  de  ge'ncraUícos  scprolonjjcraícnl  indéfinimenl;  mais,  pour  rciulrc  plus  sen- 
sible la  forme  oj>pbscc  des  deux  iiapjics,  noussnpposüus  ici  que  ees  droilcssolcrnuncula  deux 
plansliorizontaux  qui  coupcnt  la  surface  suivanl  lcscüurbí\s  Al)  ct  líC,  ¿Km{  laprcuiicrc  lournc 
sa  convoxité,  et  la  sccoadc  sa  concaviló  vcrs  Tübscrva  I 
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dévcloppable  rcslcnt  ea  dcliors  de  ce  cylindre,  sur  lequel  ellcs  víennent  s'ap- 
puyer  le  long  de  la  courbe  YNU.  Dailleurs,  sironregardececylindrccomme 
un  corps  solide,  ella  gciicratncc  projeléc  sur  ah  comme  une  droile  inflexible^ 
qui  roule,  sansylisscr^  sur  ce  cyündre  en  demeuranl  tan(jenle  a  la  courbe  VKU, 
il  est  cvidenl  que  cclle  droile  mobile  parcourra  la  surface  dévcloppable  en 
queslion.  Or,  daus  ce  inouvcmcnL  on  apcr^oílbien  qu'un  pointquelcouque  f , 
fixenienl  allaché  á  la  partie  suj)¿r¡curc  771b  de  la  géncralrice ,  ira  d'abord  en 
se  rapproclianl  du  cylindrc,  el  vícndra  en  &  quand  la  génératrice  se  projellera 
sur  a'b\  pulsen  71  lorsqu  elle  sera  projelce  sur  a"A".  Mais,  au-delá  de  cetle  po- 
sition,lepoiul{}én6ratcurseUüuvcra  (m-dessous  diipoint  de  contad  déla  géné- 
ralrice,  quand  elle  conlinucra  de  roulcrsur  le  cylindre  vertical;  de  sorte  que 
le  point  mobile  commcíicora  dos  lors  a  s'écarlcr  de  plus  en  plus  de  ce  cylindre, 
el  ilviendra  en  a'"  pour  la  posilion  a''U'\  en  «""  poura*"¿"",.---  D'oú  londoit 
voir  clairemenl  que  la  courbe  £0  nx'  dccrite  par  le  point  f ,  se  composera  de 
deux  brancliesqui  offrironl  un  rcbrousscmcnt  en  7i,et  dontla  premiéreSo'» 
sera  située  sur  la  nappe  supi'ricurc  de  la  surface,  landis  que l'aulre  7/a"serasur 
la  nappe  inférieure.  Nous¿lud¡cronsendélail,au  n"  456,  le  cas  parlicuHeroú 
la  courbe  YISU  est  une  liclicc. 

179.  En  résumanl  loul  ce  qui  precede,  on  Irouve  les  consequences  sui- 
vantes:  1"  Pour  qii\inc  sur  face  soit  dcvcloj^pable^il  fautctilsiifjitqti  elle  soii  en-  • 
ghidréeparunedroiic  qui  se  meuvv  de  maniere  que  loiijotirs  deux  posiito7is  consé- 
cuíives  se  irouvení  daus  unmunc  j)lan.  C'csl  la  une  propriélé  caracteristique 
pour  toulcs  les  surfaces  de  celle  classe  ,  laquclle  comprcnd  évidemraent  les 
deuxgenres  parliculiers  des  cijÜndres  et  des  cóíiesj  j)uisque,  dans  le  premier, 
les  generatrices  rcclilignes  sonUoujoursparalleles,  el  que  dans  le  second  clles 
se  coupent  toulcs  au  nicnie  point. 

2"*  Une  surface  dvveloppahlc  admct  (oujours  une  arete  de  hebroussement 
fovixiéa par  les  ín¿c9'sccfious  succcssivcs  des  ¡jenératrices ;  ees  droites  sonl  tan- 
gentes a  Tárele  de  rcljrüussenionl ,  qui  d'ailleurs  divise  la  surface  en  deux 
nappes  dislincles.  Dans  Icó  suifacos  coniqucs,  Tárele  de  rebroussemenl  se  ré- 
duit  á  un  point  uniquo  qui  csl  le  soniincl;  el  dans  les  cylindres  ,  cetle  arete 
se  trouve  Irausporlce  loul  cnlicre  a  une  dislance  infinie. 

3«  Le  plan  tanyott  d'uno  suifacc  develo|)pablc  csl  conmnm  pour  tous  les 
poinlsd'une  mcmc  gc'ncralrioe  rcclilijjne  ;  el  il  coincide  tixcc  le pla?iosculaíünr 
de  Tárele  de  rebroussemenl. 

4°  Dans  ledcvcloppcinenl  de  la  surface ,  les  porlions  des  (jenmifrices ,  aussi 
bien  que  les  ares d'unc courbe quclconque  Iracce  sur  la  surface  .  nechamjentpas 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


CIIAPITRE  I.—  SLT.l-ACES  DÉVELOPPADLES.  89 

de  lontjueur  abwlucj  ctkstanyoiites  a  cciíe  courhcformeiit  nvcc  les  generatrices 
desa7iylesqvidc7neurenícon.stanis,  Mais  ¡1  n'cncstpasnínsi  clesanQ'lcscleco7i¿m- 
(jence^  compris  cnlrcdciix  de  ees  langentcs  conséculives;  el  par  conséqiicnl 
ccUc  courbe  a  pour  lra?ivfo)'}uce  une  liy iiedout  la courbure  n'eslplus  la  memc 
qirauparavanl  (*). 

180.  Voyons  mainlenant  de  qiielle  manicre.onpourra  vempür  la  condilion 
qni  a  serví  (n°  174)  h  la  définilioii  des  surfaces  développables.  Prenons  deiix 
coui'bes  quelconques  AD  ct  RC  fixes  daiis  Tespace;  piiis,  assiijetlissons  une  Fie.  51. 
droíle  mobile  a  glisscr  sur  ees  direclrices,  mais  de  maniere  que  ses  posílíons 
con>;tcnlíves  se  liouvent  deux  a  deux  dans  uii  méme  plan.  Aprés  avoir  choisí 

sur  la  preniiereeourbe  un  poínlquclconqne  A\51  nefaudrapaslejoindreavec 
un.poiiil  arbilraire  de  la  deuxicnie,  |)arcc  que  rien  n'assureraít  que  la  droile 
aíiisi  Iraccc,  serail  dans  un  nicme  plan  avee  la  position  Ires-Yoisine  qu'ellc 
prendrait  ensu¡le(**);  mais imaoinons  une surfaeeconiquequíait  pour  sommel 
le  poínt  A'  ct  pour  base  la  courbe  BC,  oL  njonons-lui  un  plan  langenl  qu¡  passe 
(no  125)  par  la  droile  A'T' tangente  au  poinlA'  de  la  direelriee  AD;  alois,  si 
Ton  conslruit  la  droile  A'B'suivant  laquellc  ce  pian  louehera  le  cóneauxiliaire, 
je  dis  que  A'B'  sera  la  posilion  que  doit  prendre  la  génératrice  de  la  surface 
développable,  lorsqu'elle.passcpar  le  point  A'  de  la  direelriee;  el  lesaulres  po- 
silions  A"B'\  A"'iy'',...  Vobliendronld'une  maniere  semblable.  Pour  juslifier 
cctle  conslruclion,  ¡IsuíHtd'obserYer  qncquand  la  droile  niobilc  passera  de  la 
posilion  A'B' á  unq  posilion  inliniment  voisine  A"B",  elle  pourra  élre  cen- 
séc  QÜsser  sur  les  langentcs  xVA"T'  el  B'B"S'  qui  coincident  avec  les  vraies 
diieclriccs  dans  rinlervalle  desclémenls  A'A"  el  B'B"  :  or  ees  deux  tangentes 
sonl  cv¡d(?nimenl  siluécsdansun  plan  unique,  qui  csl  le  plan  langent  que  nous 
avons  n)cnc5au  cóne  auxiliaire;  done  au.^si  les  deuxgéneralrices  A'B'cl  A"B"  se 
Irouvejonl  dans  ce  meme  plan. 

181.  11  suíHrail  njcme  d'assígner  une  seule  direelriee  \)0uv  déterminer  com-  Fifi.  51. 
plclemcnl  la  surface  dévolo¡)pabIe,  si  Ion  assujellissail  la  droile  mobile  a  dc- 


(*)  Oii  doit  cxccptor  nóanmoins  Tnreto  de  rcbroussenienl,  pour  Iaf|ucllo  ¡es  anrjhs  de  con- 
iingence  Tcslenlt7ivanahlcs,  puisqu'ící  ees  niiíjles  sont  formes  p«nr  les  (jíncralriccs  entre  cIIcí;, 
•ct  que  CCS  droitcsscrvcnt  prícisóincnt  de  clianiicrcs  pour  cxécutcr  le  dcveloppenicnl.  Ainsí, 
par  excmplc,  rang;lc  AM'A'  dcmcure  constant,  aussi  bien  que  son  supplcnicnl  MM'íM". 

(**)  A  moíns  qu'on  iic  voiilut  laisscr  immobile  le  poínt  de  Ja  droile  placó  en  A',  ct  faire 
glisscr  seiilcnicntraulre  cxtrcmllcsur  la  courbe  KC;mais¡)ar-Iá  on  n'oblicudrailqu'iinc sur- 
face  coníque,  gcnre  Iro])  partículier  de  sOifacc  dt'vc]oj)¡>nMc  que  nous  nous  y  arrctious. 
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mcuvcv  cons'(ca7i?7ic?¡í  iancjentc  ¿t  celto  courhc.  Soil  cu  efFelVNU  une  fignequel- 
conque,  fixc  clans  rcspacc,  mais  qu'il  faut  choisir  a  clouble  courbure,  si  Ton  ne 
vcul  pas  reloníbcrsurun  símpleplan.  Conslrulsonsles  tangentes  AMB,A'M'B', 
A"M"B",...  pour  des  points  M ,  iM',  M",...  cxlrénicment  rapprochés  sur  la 
courbe;  ce  seronl  la  aulant  ele  positions  tic  la  droilc  mobile,  ct  je  dis  que  la 
surface,  lien  de  loutos  pcs  positions,  sera  developpable.  Car  les  deux  genera- 
trices ¡nfiniment  voisincs  AMD  et  A'M'B'ont  de  commun  avecla  courbe,  Tune 
rélénient M¡\]',  l'autre  rclcmcnt  MM";  done  ees  ge'ncratrices  se  coupent  au 
point  M',  et  par  consc'c{uenl c7/¿'í  sonlhicn siíuécs  dans  un  viómcplan.  Un raison- 
nemcnt  semblable  s'appliquerait  anx  autrcs  generatrices  consócutives;  ainsi  il 
est  certain  que  la  surface,  licu  de  loutcs  ees  tangentes,  est  développable ;  et 
dans  le  casactucl,  lacourbcdircctriccY.NÜcstprécise'ment  l'arétede  rebrous- 
senient,  quia  toujours  pouv  pía ?is  osciilafcuj's  lesplans  tangents(n*  177)  de  la 
surface  dcveloppabln. 

Voicí  encoró  quclques  autrcs  manieres  d'engcndrer  une  surface  dévelop- 
pable. 
FiG.  53.  182.  Si,sur  unesurface  donnccquc  nous  desígncronssimplementparS,on 
trace  une  courbe  fixc  ct  quclconquc  CNI)....  ;  puis ,  que  par  des  points  tiés- 
voisins  N,  N\  iN",....  prissur  ccttc  ligne.^  on  UiCnc  á  la  surface  les  plans  tan- 
Jjents  P,  P',  P',.'*  q^íí  *^o'^t  i^'Á  ligurcs  seulcment  par  les  droilesNP,  NT', .••••/ 
ees  plans  se  coupcrojit  consuculiveniontsuívant  dcsdroites  AM,  A'RP,  A"M",.. 
gii¿  se  ¿rouvc7'oni  dcux  a  d'JiLvdana  un  méinc  pla?i.  En  cfFet,  les  deux  prenaiferes 
resullant  des  interscctions  du  i)Ian  P'  avcc  le  préccdent  P  etavec  lesuivant  P'', 
sont  évidenuncnt  situóos  Tune  ct  Tautre  dans  le  plan  P';  de  niéme  les  droites 
A'M'  ct  A'M"  sont  loutcs  dcu\  dans  le  plan  P",ctainsí  de  suile.  D'oü  il  resulte 
que  CCS  diverses  intcrsoclions  dclcrmincnt  une  serie  de  faces  planes  et  angu- 
laires  AMA',  A'M'A",  A''M"A"',...  qui  approcberont  de  foriner  une  surface 
coniiiiiic^  el  évidcmment  dócloppablo,  d  aulant  plus  exaclcmentque  les  points 
de  contad  N,N',  N",.-sprontpIus  voisins  sur  la  courbe CD.  Or,  pouratteindrc 
á  cette  limite,  il  suíFjt  d'imagincr  que  lo  plan  P  roule  sur  la  surface  S  par  un 
mouvcmcnt  conlinu.  en  lui  domcuranl  |)orpúluellcment  langcnt  le  long  de  la 
courbe  donnce  CM);  alorson  dit  (juo  la  surface  dcveloppablc  en  question  est 
Venvcloppe  des  positions  queprcndlcphn  ínohik,  parce  qu'en  cfFetcZ/c  est  toiwhéc 
parce  plan  danscliacunc  de  sos  positions,  puisquocclles-cincsontautrcclióso 
que  les  prolongemcnts  des  políts  éióincnts  supcrficicls  AM.V,  A'1\PA",...  qui 
composcnt  la  surface. 

183.  Cocí  n'oslj)0¡nl  particulior  ñ  la  surfaco  qui  nous  occupc,  et  Ton  pcut 
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lürc  géncM-alcmcn  I  que  fouíc  sur  face  clvvcloppabh  est  VenvdoppedcsposUionsiVu7i 
plan  7;?í?¿/VcassiijoU¡  a  se  niouYoir  siiivanl  "ano  loi  dcterininee.  En  cíTct,  dansle 
cas  {jéiíc'ral,  nous  avons  vu  (n"  1 77)  que  la  surface  élail  toucliée  louL  le  !on{j  de 
la  {jcnéralríce  AR,  par  un  plan  unique  qui  renfcrniail  la  {jénéralnce  ¡nfininicnt  Fie.  J>1 . 
voisincA'B',  el  qui,  parsuilc,  étail  le  prolongcment  de  rélémenl  supcrficiel  ^ 
AMA';  de  memc,  le  plan  langenl  eonsécutifserailleprolongement  derélénionl 
A'M"A",  el  CCS  deux  plans  se  couperaient  suívant  la  droite  A'M'B';  de  sorle 
que  les  d¡  verses  gcncialrices  clant  les  inlerscclions  des  plans  langcnlsconsúcii- 
lifs,  on  peut  obtenir  ees  droilcs,  ou  bien  engendrer  la  surface  dcveloppable, 
en  faisanl  mouvoir  un  plan  indéfini,  de  maniere  qu'il  prcnne  successivcment  les 
posilionsAM'A'.  A'M'^A",....  Mais,  dans  chaqué  surface  parliculiere,  le  niouve- 
nicnl  du  plan  niobile  devra  clie  rc'glc'  i)ar  vhg  loi  détcrmiiiée^  c'esl-a-dire  par 
dos  coiidilíons  lellcs  que  ce  plan  nc  puisse  prcndre  qu'une  posilion  unique, 
pour  chaqué  poínt  de  Tespace  par  lequel  il  passcra. 

18i.  Ainsi,par  exemple,  on  peul  assujoMir  le  plan  mobile  a  rouler  siirdcux 
sw faces  fixes^  en  demeurant  conslammenl  láncenla  ees  deux  surfaces,  pourvu 
loulefois  que  ni  Tune  ni  I'aulre  ne  soienl  dcvcloppables ;  car  on  doit  sentir  que 
la  condilion  de  loucher  une  surface  dccedernier  {jcnre.mcrneen  unpointin- 
délerminé,  cquivaudraiLá  deux  condilions  dislinclcs,  parce  que  le  contacts'é- 
Icndrait  nécessairemenl  toul  le  long  d'une  niónie  gcnéralrice  {pP  177).  Celle 
rcsiriclionestanalogue  á  ce  que  nous  avons  dil  pour  les  cylindres  el  les  cónes 
dans  les  uP^  118  el  125. 

18*ó.  On  peul  aussi  exiger  que  le  plan  niobilesoít  conslammenl  oscvlateiii* 
(n'*  1G7)  5  une  courbe  fixe,  lelle  que  la  ligue  YMI  de  la  fitj.  51 ;  c'esl-a-dire 
qu'il  passe  toujours  par  deux  clémonlsconséeulifs  de  celle  ligne.^  qui  alorsdc- 
viondra  évidemmenl  Tárele  de  rebroussonírnl  de  la  surface  développable,  for- 
mée  par  les  inlerscclions  successivos  du  plan  mobile. 

18G.  Enfinon  peulfaire  mouvoirceplan  de  maniere  qu'il  reíile  perpcliiclle- 
menl  normal {\\^  IOS) a  uur  courbe  donnéc  VKU;.  car  on  reconnailra,  coinnie 
au  \v*  182,  que  ees  diverses  posilionsse  couperontconscculivcmenl  suivanl  des 
droilcs  qui  se  Ironvoionl  iXcvw  a  deux  dans  un  méme  plan,  elformcronlainsi 
une  surface  déve)oi)pal)](».  Celle  surface  se  rcduirai I  c'vidcmmenta7/;?r¿///;/í/rt' 
si  la  courbe  donnóo  YMJ  clail  plañe,  puique  alors  lous  los  plans  normaux  se 
coupcraienl  suivanl  dos  droilcs  pcrpendiculaires  au  plan  de  ViNÜ,  el  par  con- 
scquenl  paralieles  enlre  cllrs. 

187.  líxaminons  mainlcnanl  quelle  condilion  doil  remplir  une  courbe  PP'X  Fie.  51 . 
Iracce  sur  une  surface  dcve!op[>able  quelconque,  pour  qu'ellc  soil /«  liync  In 
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las  interaecciones   sobcesivas  del  plano    móvil. 

186,  Finalmente  podremos  hacer  mover  a  este  plano  de  modo  que 
constantemente  permanezca  normal  (núrn.  168)  a. una  cnrba  dada 
VNU,  porque,  lo  mismo  que  en  el  núm.  182,  reconoceremos  que  es- 
tas diversas  posiciones  se  cortaran  consecutivamente  según  rectas  que 
se  hallarán  situadas  de  dos  en  dos  en  un  mismo  plano  y  asi  for- 
marán una  superficie  desarroUable.  Esta  superficie  se  reduciría  evi- 
dentemente a  U7i  cilindro j  si  fucso  la  curba  dada  VNU  sea  plana, 
porque  eBtónces  todos  los  planos  normales  se  cortarían  según  rec- 
tas perpendiculares  al  plano  de  VNU,  y  por  consiguiente  paralelas 
entre  sí. 

187.  Examinemos  ahora  la  condición  con   que   debe  cumplir  u- 

na  carba  PP'X  trazada  sobre  una  .superficie  desarroHable,  sea  esta,  no.  .oi. 
cual  fuere  para  que  sea  la  línea  mas  carta  entre  dos  de  sus  pun- 
tos PyX.  Es  preciso  y  suficiente  que  después  de  desarrollada  la  su- 
perficie dicha  línea  sea  recta\  porque,  en  esta  operación,  sabemos 
(num,  179,  4?)  qae  cada  transformada  conserva  la  misma  lonjitud  qué 
la  curba  primitiva;  y  cuando  la  superficie  esta  estendida  sobre  un  pla- 
no, es  mui  cierto  que  una  recta  es  la  línea  mas  corta  entre  dos  de 
sus  puntos:  luego  &c. 

Pero,  para  que  la  curba  PP'X  se  convierta  en  una  transformada 
rectilínea,  es  necesario  y  bastante  que  dos  elementos  consecutivos  for- 
men siempre  ángulos  iguales  con  la  jeneratriz  intermedia j  es  decir 
que  respecto  a  cada  punto  de  la  curba  debe  tener  lugar  la  relación 
siguiente 

ángulo  MP'R=MPP^ 

Con  efecto,  como  estos  dos  ángulos  permanecen  de  magnitud  in- 
variable después  de  haber  hecho  jirar  el  primero  alrededor  del  lado 
común  MP',  es  evidente  que  cuando  se  hayan  trasladado  al  mismo 
plano,  los  dos  elementos  PP' y  PT"  se  hallarán  en  la  prolongación 
uno  de  otro,  siempre  que  se  verifique  la  relación  precedente.  Tales 
por  consiguiente  la  condición  que  debe  llenar  la  curba  PX,  para  ser 
mínimo:  pero  de  aquí  resulta  otra  propiedad   que  debe  observarse. 

188.     La  curba  PX,  correspondiente  a  un  mínimo^  tiene  todos  sus 

15     . 
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^^^  planos  oscutadores  normales  ¿^  /a  superficie  desarroUable  sobre  que 

^^y^Z  está  trazada.  Para  demostrarlo,  observaremos  que,  según  la  relación 
Ó  '  ^  admitida  en  ol  número  precedente,  las  dos  taujentes  consecutivas  PP'R 
yN^T^B'  ;forman  ángulos  iguales  con  la  jeueratriz  A'M';  de  aquí  se 
sigue  que  estas  dos  tanjentes  son  dos  aristas  de  un  cono  recto  que 
tiene  a  feí  línea  A'M'  por  eje;  y  como  suponemos  que  están  infíni^ 
tamente  próximas,  debemos  mirar  al  plano  RP'R'  como  que  es  tan^ 
jeute  al  cono  de  que  tratamos,  en  todo  el  largo  de  la  arista  RP',  Pe- 
ro en  toda  superficie  de  revolución,  el  plano  tanjente  (nxim.  129^  es 
perpendicular  al  plano  meridiano  que  pasa  por  el  punto  de  contac- 
to; luego  en  el  caso  presente  el  plano  RP'R'  es  perpendicular  al  pla- 
no AM'A'  que  contieno  al  eje  del  cono  y  a  la  arista  de  contacto 
P'R.  Y  como  el  primero  dB  estos  planos  no  es  otra  cosa  que  el  plano 
osculador  PPT"  de  la  curba  propuesta,  y  el  segundo  es  precisamen- 
te el  plano  tanjente  de  la  superficie  desarroUable;  podemos  por  con-. 
siguiente  decir  con  certeza  que  cada  plano  osculador  de  la  curba 
que   es  un  mínimo,   es  normal  a  esta  última  superficie. 

189.  Esta  propiedad  de  que  goza  la  curba  vnnimay  es  tanto 
mas  notable  por  cuanto  se  verifica,  igualmente  sea  cual  fuere  la  su- 
FiG.  o3.  perficie  sobre  que  esté  trazada  una  curba  de  esta  naturaleza.  Sea 
en  efecto,  CND  la  línea  mas  corta  de  todas  las  que,  sobre  una  su- 
perficie cualquiera  S,  reúne  los  dos  puntos  C  y  D;  si  por  todos  los 
puntos  N,N'N'\*..  de  esta  curba,  tiramos  planos  tanjentes  a  S,  dichos 
planos  formarán,  según  hemos  visto  (núm.  182),  una  superficie  de- 
sarroUable S'  circunscripta  a  S,  que  tendrá  evidentemente  los  mismos 
planos  tanjentes  que  esta  última  en  todo  el  largó  de  la  curba,  mí- 
nima. De  aquí  se  sigue  que,  en  la  dirección  CND,  cada  elemento 
superficial  (infinitamente  pequeño  en  todos  sentidos)  de  la  superficie 
S  será  común  a  la  superficie  S',  y  que  así  la  carba  CND  que  su- 
ponemos que  es  mínima  sobre  la  primera,  deberá  también  ser  míni- 
ma sobre  la  segunda:  pero  por  esta  última  condición,  la  curba  CND 
tonará  sus  planos  oseuladores  perpendiculares  (núm,  188)  a  los  pla- 
nos tanjentes  de  la  superficie  desarroUable  S'.  y  como  estos  sgn  los 
mismos  que  los  planos  tanjentes  de  S,  estamos  en  el  caso  de  con- 
cluir que,  sobre  una  superficie  cualquiera,  la  curba  ininivia  tiene  to- 
dos sus  planos  osculadores  jvor»ules  a  esta  superficie. 
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CAPITULO  11.      . 
De  las  ^uperjide»  envolvejites. 

190.  Se  llama  superficie  envolvente^  o  seneillamenté  encolvente  al 
lugar  (le  las  intersecciones  consecutivas  de  una  superficie  móvil,  que 
varia  de  posición  y  aun  de  forma,  según  una  ley  determinada.  A  es- 
te  lugar  que  tiene,  según  vamos  a  ver,  la  propiedad  de  tocar  al  largo  de 
4ma  curba  a  cada  una  de  las  posiciones  de  la  superficie  móvil,  se 
llama  con  razón  la  envolvente  de  todas  estas  posiciones,  y  a  es- 
tas se  le?  da  el  nombre  de  involutas.  Ademas,  por  un  motivo  que 
-esplicaremos  mas  tarde  (núm,  203),  se  da  el  nombre  de  caracterU- 
tica  a  la  intersección  de  dos  involutas  consecutivas,  y  al  largo  de 
«sta  característica  es  donde  tiene  lugar  el  contacto  de  la  envolven- 
te e  involuta.  Y  así,  cuando  un  plano  se  mueve  según  una  ley  deter- 
minada (num.  182-186),  admite  por  envolvetóe  a  una  superficie 
desarroUable,  lugar  de  sus  intersecciones .  subcesivas,  que  en  el 
caso  presente  son  rectas,  y  he  aquí  las  características;  en  tanto 
que  las  involutas  son  las  diversas  posiciones  del  plano  móvil,  ca- 
da una  de  l^s  cuales  toca  a  la  envolvente  según  una  de  estas' ca- 
racterísticas. Pero  para  aclarar  mas  estas  nociones  jenerales,  es  pre- 
ciso que  consideremos  ejemplos  menos  particulares^  y  en  los  cuales 
Jas  involutas  sean  superficies  curbas. 

191.  Supongamos  que  sea  una  esfera  móvil,  cuyo  centro  O  re-  vm. 
corra  la  vertical  OZ,  y  cuyo  radio  OA  varié  según  cierta  ley:  de 
modo,  por  ejemplo,  que  subcesivamente  coincida  con  las  diferentes 
ordenadas  OA,  O' A',  0"A",....  de  una  curba  AA'X  trazada  en  el  pla- 
no vertical  de  la  figura.  En  este  caso  dos  esferas  infinitamente  pró- 
ximas, O  y  O',  se  cortarán  evidentemente  según  un  círculo  horizon- 
tal proyectado   sobre  la  cuerda  BC;   así  mismo  la  esfeía  O'  cortará 

a  la  tercera  O",  según  el  círculo  B'C ,  y  así  de  las  demás.  Pero  to- 
dos estos  círculos  que  tienen  sus  centros  sobre  OZ  y  sus  planos  per- 
pendiculares a  esta  recta,  pertenecerán  (uúm.  78)  a  una  superficie  de 
revolución  que  tocará,  envolviendo  a  cada  unoi  de  estas  esferas  mó- 
viles. Con  efecto,  como  los  dos  círculos  infínitalnente  próximos  BC  y 
B'C  se  hallan  a  un  mismo  tiempo  sobre  la  superficie  de  revolución  y 
sobre  la  esfera  O',  sigúese  que  estas  dos  superficies  tienein  comu- 
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nes  todos  los.  elementos  superficiales  situados  sobre  la  zona  infíni- 
tamente  angosta  BBX!'C:  por  consiguiente  ambas  tienen  los  mismos 
planos  tanjentes,  o  bien  las  dos  se  tocan  en  todo  el  largo  de  esta 
zona.  Así  mismo,  la  superficie  de  revolución  será  tanjente  a  la  es- 
fera O"  al  largo  de  la  zona  B'B"C"C';  y  así  esta  superficie  jeneral 
es  la  envolvente  de  todas  las  esferas  que  son  las  involutas^  y  el  con* 
tacto  con  cada  una  de  ellas  tiene  lugar  al  largo  de  uno  de  los  cír- 
culos BCy  B'C\...  que  son  las  caracteristicaso  las  intersecciones  de  dos 
involutas  consecutivas. 

192.  Si  por  un  instante,  no  consideramos  sino  los  círculos  má- 
ximos de  las  esferas  móviles  que  están  situados  en  el  plano  verti- 
cal de  la  figura,  veremos  que  cortándose  entre  sí  sus  circunferencias^ 
forman  una  serie  de  arcos  BB',B'B'\...  cuya  linea  envuelta  nos  da- 
rá evidentemente  el  meridiano  DBB'F  de  la  superficie  de  revolución. 
La  forma  de  este  meridiano  dependerá  de  la  ley  según  la  cual  va* 
rien  los  radios  OA,0*AV—;  si,  por  ejemplo,  todos  estos  radios  fuesen 
constantes  de  magnitud^  las  características  serian  todas  círculos  má* 
ximos  iguales  entre  sí,  y  el  meridiano  una  recta  paralela  a  OZ,  Y 
así,  siempre  que  una  esfera  constante  de  radio,  tenga  su  centro  en  mo- 
vimienio  sobre  una  recta,  la  envolvente  del  espacio  que  recorre,  es 
un  cilindro  de  revolución. 

193.  Por  el  contrario,  cuando  con  anticipación  se  nos  da  el  me- 
ridiano DBF  de  una  superficie  de  revolución,  es  preciso  evidentemen- 
te hacer  que  cada  una  de  las  involutas  esféricas,  sea  tanjente  a  este  me- 
ridiano, tomando  por  radios  de  estas  diferentes  esferas  a  las  norma- 
les BO,B'0',....;  y  así  podemos  decir  jeneralmente  que  toda  superfi- 
cie de  revolución  es  la  envolvente  del  espacio  recorrido  por  una  es- 
fera móvil,  que  tiene  por  radio  variable  la  porción  de  cada  normal 
comprekendida  entre  el  meridiano  y  el  eje. 

194.  Las  superficies  de  revolución  admiten  también  por  involu- 
tas otra  superficie   jeneratriz    cuya  forma    simple  es  causa  de  que 

FiG.  55.  ®^  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^'  ^^  ciertas  artes.  Figurémonos  que  habien- 
do tomado  sobre  el  meridiano  FDY  los  puntos  M,M',M",....  mui  pró- 
ximos se  le  hayan  tirado  las  tanjentes  MT,M'T\M"T''  y  que  se  las 
haga  jirar  al  mismo  tiempo  que  al  meridiano,  alrededor  del  eje  YZ.  Eh 
virtud  de  esto;  estas  tanjentes  enjendrárán  conos  rectos  que  tocarán  a  la 
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superficie  de  revolución  en  tpda  la  estension  de  un  paralelo;  porque 
como  la  tanjente  MT  tiene  con  el  meridiano  el  elemento  MM'  co- 
mún: todos  los  elementos  superficiales  situados  sobre  la  zona  MM'N'N 
infinitamente  estrecha,  aer&n  comunes  al  cono  TMN  y  a  la  superficie 
jeneral:  luego  estas  dos  superficies  serán  tanjentes  una  a  otra  en  to- 
da la  estension  de  esta  zona.  Ademas,  dos  conos  consecutivos  TMN 
y  T'M'N'  se  cortarán  evidentemente  según  el  paralelo  M'N'  que  reú- 
ne las  dos  zonas  de  contacto:  de  donde  resulta  que  a  toda  superfi- 
cie de  revolución  puede  también  mirarse  como  la  envolvente  (*)  del 
espacio  recorrido  por  un  cano  recto  variable  TMN,  que  se  mueve  de 
tnodo  que  su  cúspide  permanece  sobre  el  eje,  mientras  que  su  jene- 
neratriz  rectilínea  es  constantemente  tanjente  a  la  ^meridiana, 

195.  Por  este  medio  de  jeneracion  es  por  el  que  los  torneros  e- 
jecutan  las  superficies  de  revolución.  Con  efecto,  cuando  presentan 
al  sólido  animado  de  una  velocidad  de  rotación,  el  corte  rectilí- 
neo del  escoplo,  producen  sobre  este  sólido  un  tronco  de  cono  que 
es  una  de  las  involutas  de  la  superficie  jeneral  que  quieren  obte- 
ner: variando  en  seguida  convenientemente  la  inclinación  del  esco- 
plo enjendrarán  una  serie  de  zonas  cónicas  que  saben  en  seguidci 
arreglar  unas  a  otras,  i,ntercaIando  nuevas  involutas  hasta  tanto  que 
llegan  a  una  superficie  que  sensiblemente  es  continua. 

Con  el  auxilio  también  de  las  envolventes  es  como  los  hojalate- 
ros ejecutan  superficies  desarroUables;  porque  hacen  uso  de  un  yun- 
que cilindrico  o  cónico,  para  doblar  poco  a  poco  la  hoja  de  lata  al 
largo  de  una  serie  de  rectas  trazadas  en  su  plano;  y  este  se  con- 
vierte entonces  la  involuta  móvil  cuyas  pequeñas  zonas  elementales  com- 
ponen la  superficie  jeneral,  resultando  cusí  ser  esta  la  envolvente  de 
todas  las  posiciones  que  ha  tomado  el  plano  móvil  de  la  hoja  de 
metal . 

196.  Ademas  de  las  involutas  esféricas  o  cónicas  que  admi- 
ten las  superficies  de  revolución,  pueden  también  producirse  estas 
— — . — _«^ 

(*)  Es  preciso  que  no  adjuntemos  a  la  palabra  envolvente  la  i- 
dea  de  contener  a  otras  en  su  interior.  La  envolvente  puede  estar  fue^ 
ra  o  dentro  de  la  involuta^  y^solo  se  quiere  espresar  que  aquella  to^ 
ca  a  cada  una  de  estas,  en  toda  la  estension  de  una  curba. 
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por  el  movimiento  de  nn  cilindro.  Con  efecto,  si  por  todos  los  puii* 
tos  de  la  meridiana  tiramos  rectas  perpendiculares  a  su  plano  y  ha- 
cemos jirar  este  cilindro  alrededor  del  eje,  la  envolvente  de  todas 
sus  posiciones  será  necesariamente  la  misma  superficie  que  prodn- 
ciria  la  rotación  de  la  meridiana;  porque  cada  arista  de  este  cilin- 
dro móvil,  evidentemente  tiene  por  curba  envolvente  de  todas  sus 
posiciones  individ nales  al  paralelo  de  la  superficie  que  hubiera  des- 
crito el  punto  correspondiente  de  la  meridiana* 

Antes  de  pasar  a  tratar  de  una  especie  mui  jeneral  de  superficies 
envolventes,  que  nos  manifestará  una  circunstancia  digna  de  observarse 
producida  por  las  intersecciones  de  las  características,  estudiemos  al- 
gunas propiedades  de  las  lineas  envolventes  con  relación  a  las  cur- 
bas  planas. 
FiG.  56.  197.  EvoLüTAS  de  las  curias  planas.  Sea  ABX  una  curba  cual- 
quiera trazada  en  un  plano;  concibámosla  dividida  en  los  elementos 
iguales  BB'=B'B"=B"B"'....  y  por  el  medio  de  estos  elementos,  ti- 
remos las  normales  infinitamente  próximas  MC,M'C',M"C",....  que,  por 
medio  de  sus  intersecciones  subcesivas,  formarán  una  curba  CC'C".... 
a  la  que  todas  ellas  serán  tanjentes.  A  esta  curba  DCY,  envolvente  de 
todas  las  normales  a  la  línea  primitiva  ABX,  se  llama  la  involuta. 
de  esta  última;  mientras  que  la  línea  ABX  recibe  el  noiiibre  de  volu- 
ta con  respecto  a  la  curba  DCY;  estas  denominaciones  se  van  a  justifi- 
car por  medio  de  la  relación  siguiente. 

El  punto  C  en  que  se  cortan  las  dos  normales  MC  y  WC\  levanta- 
das en  medio  de  los  elementos  iguales  BB'y  B'B",  se  hallan  eviden- 
temente a  igual  distancia  de  los  tres  puntos  B,B',B";  por  consiguien- 
te C  es  el  centro  de  un  círculo  que  tendrá  con  la  curba  AX,  dos  e- 
lementos  comunes  BB'  y  B'B".  Y  como  no  se  puedo  sujetar  una  cir. 
cunferencia  a  que  pase  por  mas  de  tres  puntos,  este  es  por  consiguien- 
te el  que  entre  todos  los  otros  círculos  se  aproxima  mas  a  con- 
fundirse con  la  curba  AX  en  la  proximidad  .de  B;  y  por  esta  razón 
se  llama  círculo  osculador  de  esta  línea  respecto  al  punto  B.  En 
cuanto  al  radio  de  este  círculo  osculador,  rigurosamente  seria  una 
de  las  tres  líneas  CB:í=CB'3s=CB";  pero  les  podemos  sustituir 
CM=:CM',  porque  estas  diversas  rectas  son  los  radios  de  dos  círcu- 
los circunscritos  e  inscritos  al  mismo  poligono  BB'B ',  y  sabemos  que 
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en  el  estado  de  límite,  o  respecto  a  elementos  infinitamente  peque- 
ños, coinciden  estas  dos  circunferencias  (*).  De  aquí  resulta  que  el 
centro  C  y  el  radio  MC  del  círculo  osculad^or,  quedan  determinados 
por  medio  del  encuentro  de  dos  normales  infinitamente  próxinuzs. 

198.  A  esta  recta  MC  se  le  da  también  el  nombre  de  radio  de 
curhatura  do  la  línea  ABX  en  el  punto  M,  porque  su  lonjitud  ma- 
yor o  menor  indica  una  curbatura  menos  o  mas  pronunciada-  Con 
efecto,  si  queremos  adquirir  una  idea  mas  clara  de  la  curbatura  de 
una  línea  ABX,  mirémosla  como  un  poligono  que  se  ha  formado 
plegando  subcesivamente  una  recta  BB'¿''¿"\...  de  este  modo,  es  evi- 
dente que  la  curbatura  en  el  punto  B'  estará  expresada  por  el  des- 
vio que  se  haya  dado  a  los  elementos  WV*  y  B'B",  es  decir  por  el 
ángído  de  continjenda  TB*T',  o  mas  bien  por  el  arco  e  que  mida 
a  este  ángulo  en  un  círculo  cuyo  radio  sea  la  unidad.  Pero  co- 
mo el  ángulo  TB'T'  es  igual  al  ángulo  MCM',  y  este  comprehen- 
de  un  arco  de  curba  MB'M'  que  se  confunde  con  el  círculo  oscu- 
Jador  descrito  con  el  radio  MC;  sigúese  que  el  arco  e,  semejante  al 
MB'M',  y  descrito  con  un  radio  igual  a  la  unidad,  tendrá  por  valor  a 

MB'M'        BB'        ds 

MC  MC         p  ' 

Pero  como  la  curba  ABX  está  dividida  en  elementos  que  todos 
son  iguales  entre  sí,  la  cantidad  ds  será  constante;  y  del  valor  pre- 

(*)  Las  lineas  CM  y  CM'  son  iguales  en  atención  a  que  siendo  en 
el  caso  presente  los  elementos  BB,  y  B'B"  de  la  misma  lonjitud,  se- 
rán iguales  los  triángulos  rectángulos  CMB'  y  CM'B\  Por  otra  par- 
te el  primero  de  estos  triángulos  nos  da 

MB'2  i 

CM=  Í^CB'2_MB'^=CB'C^^7572)   > 

y  desarrollando  esta  espresion,  veremos  que  cuando  MB'  sea  infini- 
lamento  pequeña^  la  diferencia  entre  CM  y  CB'  no  será  otra  cosa 
que  un  infinitamente  pequeño  del  segundo  orden,  cuya  cantidad  de- 
he  despreciarse^  a  un  comparada  con  la  MB'. 


Digitized  by 


Google 


120  LIBRO    IIT.   StrPBttPICreS   DCdAHROLLABL&S  E    INVOLCTÁS, 

cedentc  resultará  que  la  curbatura  medida  por  e,  variará  de  un  pun- 
tó a  otro  de  la  línea  ABX,  en  razón  inversa  del  radio  MC  =p. 
FIO.  56.  199.  Si  ahora  doblamos  un  hilo  flexible  MCC'C^Y  al  largo  de 
la  evoluta,  j  después  de  haber  asegurado  fijamente  uno  de  los  pun- 
tos del  hilo,  por  ejemplo  el  punto  Y,  se  da  a  la  parte  rectilínea  CM 
una  lonjitnd  tal  que  su  estremo  M  termine  en  la  voluta  ABX,  este  es- 
trello recorrerá  exactamente  la  línea  ABX,  cuando  subcesivamente 
desarrollemos  el  hilo  manteniéndole  siempre  tirante.  Con  efecto,  cuan- 
do el  contacto  del  hilo  con  la  evoluta  haya  pasado  de  C  a  C,  la 
parte  rectilínea  del  hilo  MC  =  M'C  habrá  crecido  la  cantidad  CC, 
y  entonces  tendrá  por  lonjitud  total  a  IVFC +CC'  =  M'C';  y  por  ser 
esta  última  línea  (núm,  197)  igual  a  M"C',  sigúese  que  la  estremi- 
dad  móvil  M  terminará  precisamente  en  M'\  Esto  mismo  sucederá 
con  todas  las  posiciones  subcesivas  del  hilo,  que  según  vemos  pue- 
de servir  para  describir  la  voluta  con  desarrollarle  de  encima  de  la 
evoluta;  resulta  ademas  de  aquí  que  un  arco  cualquiera  CC'C"  de 
la  evoluta^  es  igual  a  la  diferencia  de  los  dos  radios  de  corbatura 
MC  y  M"C"  que  terminan  en  los  estremos  de  dicho  arco. 

Observemos  ademas  que  a  una  curba  determinada  ABX  no  le  cor- 
responde nunca  sino  una  sola  evoluta,  pero  que  la  misma  evoluta 
DCY  pnede  producir  una  infinidad  de  volutas,  porque  tomando  en 
el  hilo  MCC'Y  diferentes  puntos  M,m,....  estos  describirán  también 
las  diferentes  curbas  MM'M'X,  mm'w''x,....  que  serán  otras  tantas 
volutas  de  la  misma  evoluta  DCY.  Todas  estas  volutas  tendrán  pa- 
tentemente sus  normales  comunes  y  en  la  dirección  de  estas  norma- 
les estarán  todos  sus  puutos  equidistantes;  pero  se  diferenciarán  mu- 
cho unas  de  otras,  en  cuanto  a  sus  propiedades  y  equaciones. 

200.  Por  citar  algunos  ejemplos  simples  de  la  teoría  de  las  e- 
volutas,  diremos  que  si  la  curba  ABX  (jfig.  56)  fuese  una  parábo- 
la de  segundo  grado,  su  evoluta  se  compondría  de  dos  ramas  infi- 
nitas, tales  como  las  DCY  y  DY',  colocadas  una  encima  y  otra  de- 
bajo del  eje  AD,  que  vendrian  a  reunirse  formando  un  retroce- 
so en  e\  punto  D.  E9te  punto  dista  del  vértice  A,  una  cantidad 
AD=s:2AF2=  al  semrparámetro,  y  esta  misma  recta  AD  es  también 
el  radio  de  cm*baéura  de  la  parábola  respecto  al  vértice  A. 

En  una  dipse  ABDE  (fig.  7Q)  euyos  semi-ejes  so6  O  A  s^,OB=rft 
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la  evoluta  es  una  cnrba  a^&e  compuesta  de  cuatro  ramas  que  pre- 
sentan otros  cuatro  puntos  de  retroceso^  colocados  a  las  distancias 

Aa  =  D(^=~,  BS=Eí=— ; 
a  b 

estas  son  también  las  magnitudes  de  los  radios  de  curbatura  corres- 
pondientes a  los  vértices  A  y  B;  porque  las  dos  ramios  a&  y  gd  sir- 
ven para  describir  la  semi-elipse  ABD,  y  las  otras  dos  at-  y  e&  se  re- 
fieren ala  porción  inferior  AED. 

En  un  círculo,  la  evoluta  se  reduce  a  un  solo  punto,  que  es  el  cen- 
tro, y  el  radio  de  curbatura  es  constantemente  igual  al  mismo  radio 
tiel  círculo  dado. 

201.  Pero,  para  obtener  resultados  mas  interesantes  en  las  aplica-  fig,  54. 
cienes  que  varaos  a  hacer  a  las  superficies  envolventes,  concederemos 
que  en  el  caso  presente  se  nos  ha  dado  inmediatamente  una  evoluta 
circular  YDFE^  y  que  de  ella  hemos  deducido  la  voluta  YO"0'OX, 
con  desarrollar  un  hilo  que  estaba  doblado  sobre  el  círculo,  y  cuyo 
estreno  móvil,  ha  coincidido  en  un  principio  con  el  punto  Y.  Para 
trazar  gráficamente  esta  curba,  dividiremos  la  circunferencia  en  par- 
tes iguales,  por  ejemplo  en  doce;  y  tomando  en  seguida  sobre  las  tan- 
jentes  FO,F'0%F"0",....  lonjitudes  iguales  a  A,  i,  -i-,....  de  esta  cir- 
cunferencia, obtendremos  (núm.  199)  los  diversos  puntos  0,0',0'^.... 
que  uniremos  después  por  medio  de  un  trazo  continuo.  Esto  se- 
rá tanto  mas  fácil,  cuanto  que  para  ello  «podremos  emplear  arcos  pe- 
queños de  círculos  descritos  con  los  radios  FO,PO'F*'0'*,....  porque 
estas  distancias  son  precisamente  (núm.  197)  los  radios  de  los  cír- 
CUÍ08  osculadores  de  la  curba  XOY. 

Esta  voluta  XOY  será  una  espiral  indefinida,  que  tendrá  por  o- 
ríjen  al  punto  Y;  y  también  podremos  mirar  a  la  espiral  Yo^^ax,  si- 
métrica con  la  precedente,  como  que  es  otra  segunda  rama  de  la  mis- 
ma voluta,  y  como  ^vte  no  forma  con  la  primera  sino  una  sola  cur- 
ba cuyas  partes  toda^¿  están  descritas  por  el  movimiento  continuo  de  un 
punto  único.  Con  efecto,  si  en  lugar  de  un  hilo  envuelto  en  la  e- 
voluta,  concebimos  una  recta  infíexible  e  indefinida  ABFab  qne  per- 
maneciendo tanjente  al  círculo  CY,  ruede,  sin  resbalar^  sobre  esta  cir- 
cunferencia, es  claro  que  un  punto  O,  fijo  sobre  esta  recta,  vendrá 
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a  colocarse  subcesivamante  en  0',0"  e  Y;  si  en  seguida  continua  la 
rotación  do  la  recta  en  el   mismo  sentido,   este  punto  O  se  halla- 
ra    desde    luego   detras   del    punto    de    contacto  y    describirá  sin. 
descontinuidad  la  rama  Yax.  Fuera  de  esto,  debemos  apercibir  que 
este  modo  de  describir  una  voluta,  sea  cual  fuere,  por  medio  de  la  ro 
tacion  de  una  recta  inflexible  que  se  mueve  sobre  la  evoluta,  equi- 
vale a  la  jeneracion  indicada  num.  199;  pero  el  modo  actual  es  mas 
jeneral,  y  aun  llega  a  ser  necesario  cuando  la  evoluta  presenta  puntos 
de  retroceso,  como  sucede  en   la  elipse,  parábola,..,,  porque  de  otro 
modo,  seria  preciso  cambiar  a  menudo  el  punto  de  aderencia  del  hilo,, 
para  trasportarlo  de  una  rama  a  otra, 
rij  54^      202.     SuPEUFiciES  CANALES.  Sentado  todo  esto,  figurémonos  que  u- 
na  esfera  de  un  radio  constante^  representado  por  OA=OB,  se  mue- 
ve de  modo  que  su  centro  siga  la  curba  horizontal  XOY^^a;;  el  invo- 
lucro de  todas  las  posiciones  de  esta  esfera  móvil  estará  formado  (num. 
190)  por  las  intersecciones  involutas  consecutivas;  y  así,  examinemos 
lo  que  en  el  caso  presente  son  estas  intersecciones.  Respecto  a  dos 
posiciones  próximas  O  y  O'  del  centro  móvil,  las  dos   esferas  iguales 
Ee  cortarán  según  un  círculo  menor,  cuyo  plano  será  evidentemente 
perpendicular  en  medio  de  la  recta  OO'  que  une  sus  centros;  por 
consiguiente  este  círculo  menor  estará  proyectado  en  el  plano  del  de- 
purado que  presentamos,  que  es  horizontal,  según  una  recta  perpen- 
dicular a  la  cuerda  OCV,  y  pasará  por  medio  de  ella.  Pero  a  medida  que 
el  centro  O'  se  aproxima  a  O,  la   cuerda  OO'  prolongada  indefinida- 
mente, se  aproximará  también,  cada  vez  mas,  a  la  tanjente  a  la  curba 
XOY,  y  coincidirá  con  esta  tanjente  en  el  estado  de  límite:  luego, 
respecto  a  dos  esferas  infinitamente  próximas,  la  curba  de  intersección 
es  un  circulo  máximo  proyectado  sobre  la  normal  AOB  de  la  direc- 
triz XOY.   De  aquí  se  sigue  que,  el  involucro   puede   mirarse  como 
enjendrado  por  el  círculo  máximo  vertical  AOB,  cuyo  centro   recor- 
re a  la  línea  XOY  en  tanto  que  su  plano  permanece  normal  a  es- 
ta línea;  y  así  este  involucro  presentará  la  formando  un  canal  curbi- 
lineoj  que  tendrá  por  eje  a  la  la  curba  directriz-  XOY,  y  cuyas  seccio- 
nes normales  a  este  eje,  serán  todas  círculos  de  un  radio  constante. 

203.     Es  evidente  que,  continuarán  teniendo  lugar  estas  consecuen- 
cias, sea  cual  fuere  la  línea  XOY:  es  decir  que,  si  adoptamos  sub- 
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cesivamente  diferentes  curbas  por  directrices  del  centro  de  la  esfera 
móvil^  obtendremos  involucros  de  formar  muí  variadas,  pero  que  cada 
uno  de  ellos  tendrá  por  sección  normal  un  círculo  de  un  radio  OA.  Y 
así  es  que,  este  círculo  se  convierte  en  una  generatriz  de  forma  inva- 
riahlej  común  a  todas  las  superficies  que  envuelven  el  espacio  recorrido 
por  una  esfera  de^  un  radio  constante;  esto  imprime  a  toda  esta  fami- 
lia de  envolventes,  un  carácter  distintivo  e  independiente  de  la  natu- 
raleza de  la  directriz  XOY;  y  esta  es  la  razón  porque  Monge  ha  da- 
do el  nombre  de  característica  a  este  círculo  máximo  normal;  y  je- 
neralmente  llama  así,  a  la  intersección  de  dos  involutas  consecutivas, 
en  cada  familia  de  involucros  enjendrados  por  una  misma  superfi- 
cie móvil,  sea  cual  fuere  la  ley  del  movimiento  de  esta  última  su- 
perficie. 

204,  Hemos  dicho  (nüm.  190)  que  la  envolvente  tocaría  precisa- 
mente a  cada  uua  de  las  involutas  particulares  en  toda  la  estension 
de  la  característica,  que  en  el  caso  presente  es  el  círculo  máximo  ver- 
tical y  móvil,  AOB.  Con  efecto,  tres  posiciones  infinitamente  próxi- 
mas, S,S',S",  de  la  esfera  móvil,  se  cortarán  según  dos  círculos  si- 
tuados ambos  sobre  la  esfera  S'  y  comprehenderán  en  ella  una  zona 
infinitamente  angosta,  de  anchura  desigual,  pero  que  será  común  a  S' 
y  a  la  envolvente,  de  modo  que  teniendo  estas  dos  últimas  superficies 
los  mismos  elementos  superficiales,  o  los  mismos  planos  tanjentes  en 
toda  la  estension  de  esta  zona,  serán  también  tanjentes  una  a  otra  en 
esta  rejion  común,  que  ademas  comprebenderá  ácia  su  medio,  a  la  ver- 
dadera caraterística  o  al  círculo  máximo  normal  a  la  curba  XOY.  Y  asi, 
podremos  decir  con  verdad  que  tiene  lugar  el  contacto  en  toda  la  es» 
tensión  de  esta  característica. 

205.  Ahora,  comparemos  entresí  las   diversas  características  que  „<^.  54. 
en  el   caso  presente  están  proyectadas  sobre  AOB,A'0'B',....  y  para 

que  resalten  mas  las  circunstancias  bastante  delicadas  de  sus  inter- 
secciones, imitimos  el  procedimiento  indicado  ácia  el  fin  del  núm.  201 
para  describir  las  volutas:  es  decir,  figurémonos  que  el  plano  vertical 
AOBF  de  la  característica  es  inflexible -e  indefinidamente  prolonga- 
do; en  seguida,  hagásmole  rodar,  sin  resbalar^  sobre  el  cilindro  verti- 
cal FDYE  al  cual  permanecerá  tanjente;  en  este  caso,  el  círculo  AOB, 
arrastrado  con  el  plano  móvil,  necesariamente  recorrerá  la  envolven» 
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te  de  que  tratamos,  supuesto  que  las  condiciones  precedentes  se  re- 
ducen evidentemente  a  decir  que  el  centro  de  este  círculo  se  move- 
rá sobre  la  voluta  XOY,  en  tanto  que  su  plano  permanecerá  normal  a 
esta  curba.  Ademas,  todos  los  puntos  de  esta  circuníbrencia  móvil, 
que  están  proyectados  en  B,R,..mA9  describirán  otras  espirales  BD, 
RL,.,..AA'E,  que  serán  otras  tantas  volutas  del  círculo  FDY,  entre 
las  cuales  la  primera  y  la  última  formarán  el  contorno  aparente  del  in- 
volucro. 

206.  Sentado  esto,  mientras  que  por  la  rotación  del  plano  ver- 
tical AF  sobre  el  cilindro  FDY,  no  haya  llegado  la  estremidad  B 
del  círculo  móvil  a  encontrar  a  la  evoluta,  no  se  cortarán  dos  caracte- 
rísticas consecutivas;  porque  sabemos  (núm.  197)  que  una  normal 
cualquiera  A'F'  a  la  curba  XOY,  no  podrá  ser  encontrada  por  la  nor- 
mal infinitamente  próxima,  sino  en  el  punto  F'  situado  sobre  la  evo- 
hita,  y  este  punto  se  halla  fuera  del  diámetro  A'B'  que  limita  la  pro- 
yección de  la  característica*  Pero  tan  pronto  como  B  haya  tocado  al  ci- 
lindro en  D,  principiarán  acortarse  las  características  consecutivas;  con 
efecto,  la  normal  GLo^,  por  ejemplo,  encontrará  a  la  normal  infinita- 
mente próxima  en  el  punto  L  situado  sobre  la  evoluta;  y  como  este 
punto  se  halla  dentro  del  diámetro  G¿'=>AB,  resulta  de  aquí  que 
las  dos  características  proyectadas  sobre  Gg  y  sobre  la  normal  infi- 
nitamente, próxima,  se  cortarán  en  dos  puntos  proyectados  en*  L  y  si- 
tuados uno  encima  y  otro  debajo  del  plano  horizontal  del  depurado. 
Sin  embargo,  para  justificar  completamente  esta  aserción,  es  preci- 
so agregar  que  estas  dos  características  están  colocadas  ^núm.  204) 
sobre  una  misma  posición  de  la  esfera  móvil;  de  lo  contrario,  los  pla-^ 
nos  de  estos  dos  círculos  podrian  mui  bien  cortarse  según  la  verti- 
cal L,  sin  que  sus  circunferencias  tuviesen  puntos  comunes. 

De  aquí  resulta  que  partiendo  de  la  posición  DI,  las  diversas  ca- 
racterísticas circnlares  están  cada  una  divididas  por  sus  intersecciones 
consecutivas,  en  dos  segmentos  que  están  proyectados. 

sobre  LG,  MH,  YP,  VQ,  UT,    (N;, 
y  sobre  Lg-,  MA,  Yp  \g   Uí        (w). 

Los  segmentos  de  la  primera  serie  formarán  una  napa  que  desig- 
naremos por  (^N^,  a  la  cual  pertenecerán  las  características  totales  AB, 
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A'B',..;.  mientras  que  los  segmentos  de  la  otra  séi-ie  darán  lugar  a  o- 
tra  segunda  na  rada  en  el  in- 

terior de  la  pri  a  para  esten- 

derse indefinid  Vjab,....  Ade- 

mas» estas  dos  formando  u- 

na  línea  de  de  LMYVUE,y 

que  no  es  otra  plano  estaba 

plegado  y  enrol 

207.  Observemos  ademas  que  esta  línea  de  doble  curbatura  DYE,  ,,q^  54, 
es  una  verdadera  arista  de  retroceso  respecto  al  involucro  total.  Por- 
que, recordando  (núm.  205)  que  un  punto  cualquiera  Z  de  la  carac- 
terística móvil,  describe  las  dos  ramas  ZagM  y  Myíz  de  una  espiral 

cuyo  retroceso  está  en  M,  debemos  percibir  que,  cuando  el  punto  mó- 
vil  Z  está  €n  a  o  en  g,  todavia  se  halla  sobre  la  napa  (N)  colocada  mas 
allá* de  los  puntos  de  contacto  D  o  L;  pero  tan  pronto  como  este  pun- 
to llega  a  y  o  a  c^,  dicho  punto  pertenece  a  la  napa  (n)  colocado  mas 
acá  de  los  puntos  de  contacto  Y  o  Y;  por  consiguiente  el  paso  de  es- 
te punto  móvil  de  una  napa  a  otra,  tiene  lugar  próximamente  en  M,  y 
la  forma  de  la  espiral  en  este  sitio,  prueba  mui  bien  que  este  paso  se 
efectúa  por  un  verdadero  retroceso.  Como  esto  mismo  diríamos  de  los 
demás  puntos  de  la  característica  AB,  debemos  concluir  de  aquí  que 
la  cnrba  proyectada  sobre  DMYE  es  una  línea  de  retroceso  para  las 
dos  ramas  del  involucro. 

Una  circunstancia  análoga  se  reproduce  en  todos  los  involucros,  sea 
cual  fuere  la  superficie  móvil  que  los  enjendre;  y  esta  es  la  razón  por- 
que MoNGE  há  dado  el  nombre  jeneral  de  arista  de  retroceso  de  un  in- 
volucro, a  la  línea  formada  por  las  intersecciones  consecutivas  de  las 
diversas  características:  hemos  hallado  ya  un  ejemplo  {notable  de  es- 
to (núm.  178)  en  las  superficies  desarrollables  en  que  las  caracterís- 
ticas eran  líneas  rectas  (núm.  190). 

208.  Volvamos  a  la  envolvente  particular  qué  nos  ocupaba,  y  ob- 
servemos que  los  segmentos  de  características  L^,  MA,....;  que  perte- 
necian  a  la  napa  (n)  deben  ser  puntuados,  porque  son  invisibles  co- 
mo que  están  encerrados  en  el  interior  de  la  napa  (N).  Con  efecto, 
tenemos  que 

LS  =  LM<Le4.£M; 
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de  donde  restando  la  parte  común  L  £,  nos  queda  que 

por  consiguiente,  si  volvemos  a  colocar  sobre  el  círculo  AOB  los  dos 
puntos  proyectados  en  e  que  pertenecen  el  uno  al  segmento  LG  y 
el  otro  al  MA,  el  primero  vendrá  a  ocupar  una  posición  e'  mas  pro» 
xima  al  punto  Z  y  por  consiguiente  al  punto  O,  que  lo  que  está  la  po- 
sición e"  en  que  viene  a  colocarse  el  segundo;  luego  el  punto  e'  es- 
tá mas  elevado  que  e"  y  por  consiguiente  el  segmento  LG  pasa  por 
encima  del  segmento  M^,  Valiéndonos  de  consideraciones  análogas^ 
esplicaremos  los  diversos  modos  de  puntuación  que  se  han  emplea- 
do en  el  depurado;  sin  embargo,  haremos  todavia  observar  que  ha- 
llándose loa  puntos  Ry  p,  Z  y  ?,....  del  círculo  móvil  AOB,  respecti- 
vamente a  la  misma  altura,  describirán  espirales  que  se  encontrarán 
de  dos  en  dos;  de  modo  que  las  dos  napas  (N)  y  (w)  del  involucro, 
se  atravesarán  mutuamente  según  una  línea  de  intersección  proyecta- 
da sobre  la  recta  YW. 

Las  superficies  que  hemos  examinado  en  este  capítulo,  y  sobre 
todo  la  última  que  acabamos  de  discutir  en  detalle,  porque  presen- 
ta en  sí  misma  circunstancias  interesantes,  bastarán  sin  duda  para  dar 
al  lector  una  idea  suficientemente  completa  de  los  involucros  y  sus  par- 
ticularidades; fundados  en  esta  razón  vamos  a  pasar  al  problema  impor- 
tante de  las  intersecciones  de  las  superficies. 
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CAPITULO  PRIMERO. 


Principios  jenerales^ 


209.  Para  dar  una  idea  jeneral  de  los  métodos  por  donde  1I&¡ 
gamos  a  determinar  la  intersección  de  dos  superficies,  supongamos^ 
qué  en  primer  lugar  se  trata  de  un  caso  mui  simple,  cual  es  el 
de  una  superficie  S  cortada  por  un  plano  dado  horizontal.  Su- 
puesto que  consideramos  a  la  superficie  conocida  y  definida,  cono- 
ceremos también  la  forma  de  la  jeneratriz  (nüm.  70)  y  la  ley  que  si 
gue  en  su  variación;  por  consiguiente,  podemos  construir  sobre  los  dos 
planos  de  proyección,  varias  posiciones  de  esta  jeneratriz  y  en  tanto  nú- 
mero y  tan  próximas  unas  a  otras  cuanto  queremos.  Representemos 
las  proyecciones  de  estas  líneas  por  (G,G'),  (62,62 ),  (63,63)....  y  ob- 
servemos en  seguida  que  el  plano  secante  P,  que  es  perpendicular  al 
plano  vertical,  corta  a  la  línea  ^6,6'^  en  un  punto  que  debe  proyec- 
tarse verticalmente  en  el  punto  de  encuentro  de  6'  con  la  traza  del 
plano  P;  por  consiguiente,  si  referimos  este  a  la  línea  6  por  me- 
dio de  una  perpendicular  a  la  línea  de  tierra,  obtendremos  la  proyec- 
ción orizontal  m  de  un  punto  de  la  intersección  de  S  con  P.  Repi- 
tiendo la  misma  operación  en  cada  jeneratriz,  hallaremos  una  serie  de 
puntos  m,772^,m3,77?4...,;  y  si  están  bastante  próximos  unos  de  otros,  los 
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podremos  reunir  fácilmente  po^  medio  de  una  línea  continua  (*)  que 
nos  dfiírá  a  conocer,  sobre  el  plano  horizontal,  la  curba  según  la  que 
el  plano  P  corta  a  la  superficie  S.  En  cuanto  a  la  proyección  verti- 
cal de  esta  misma  curba,  es  evidente  que,  en  el  caso  actual,  se  redu- 
ce a  la  traza  misma  del  plano  secante. 

210.  Consideremos  ahora  dos  superficies  cualesquiera  S  y  S'  y  pa- 
ra hallar  su  intersección,  cortémoslas  con  una  serie  de  planos  horizon- 
tales PjPgjPg,....  Cada  uno  de  estos  planos  auxiliares,  el  P  por  ejem- 
plo, cortará  a  la  supuerficie  S  según  una  línea  mmjn^...:  y  a  la  superfi- 
cie S*  según  otra  línea  nCm\m\....\  estas  dos  líneas  se  construirán  se- 
gún lo  hemos  dicho  en  el  numero  precedente,  y  si  estas  mismas  líneas 
se  cortan  eutre  sí  sobre  el  plano  orzontal  en  uno  o  mas  puntos 
M,N....  estos  serán,  evidentemente,  las  proyecciones  horizontales  de  los 
diversos  puntos  que  son  comunes  a  las  superficies  S  y  S',  y  que 
por  lo  tanto  pertenecen  a  la  intersección.  En  cuanto  a  las  proyec- 
ciones verticaljBs,  las  deduciremos  de  estas  refiriendo  a  la  traza  del 
plano  auxiliar  P,  los  puntos  M,N..,.  por  medio  de  perpendiculare» 
a  la  línea  de  tierra.  Si  ahora  repetimos  operaciones  semejantes  res- 
pecto a  los  otros  planos  Pg,Ps....;  obtendremos  en  cada  plano  de 
proyección,  una  serie  de  puntos  tales  como  M,M2,M3....  N,N8N3.,.- 
que  será  preciso  reunir  por  medio  de  una  línea  continua,  teniendo 

(*)  No  hai  dttda  ninguna  que  se  necesita  ejercicio  para  reunir 
por  medio  los  puntos  situados  a  alguna  distancia  de  una  línea 
que  no  forme  ondulaciones  ni  tarie  rápidamente  de  curbatura;  debemos 
pues  trabajar  a  fin  de  acostumbrar  el  ojo  y  la  mano  a  esta  clase  de  cons- 
trucciones ejecutándolas  continuamente^  con  el  fin  de  adquirir  el  senti-- 
miento  de  continuidad  en  las  curbas^pues  que  la  construcción  de  las  ínter-* 
secciones  de  las  superficies  es  uno  de  los  problemas  mas  útilesy  ya  se  con-^ 
sidere  como  medio  de  indagación,  o  ya  en  las  aplicaciones  prácticas 
de  la  jeometria  descriptiva  a  la  perspectiva,  al  corte  de  piedras,  a  la 
carpintería,  8fc.  Sin  embargo,  debemos  hacer  observar  que,  no  siempre 
es  ventajoso  el  multiplicar  con  exceso  las  construcciones  auxiliares  que 
sirven  para  determinarlos  diversos  puntos  m,m2,m^....  porque  los  pe* 
qtieños  errores,  inseparables  de  toda  operación  manual,  afectan  a 
los  puntos  que  se  hallan  mui  próximos,  y  producen  las  sinuosidades, 
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cuidado  siempre  de  distinguir  los  puntos  que  pertenecen  a  una  de  las 
ramas  de  la  curba,  de  los  que  pertecen  a  otra.  Esta  distinción  es  algu- 
nas veces  bastante  delicada;  pero  llegaremos  a  conseguirlo,  siguiendo 
con  atención  y  subcesivamente,  los  resultados  que  nos  den  los  pla- 
nos auxiliares  consecutivos.  Ademas,  si  una  de  las  superfidies  S  o  S' 
tuviese  dos  napas  distintas,  como  sucede  en  un  cono,  será  preciso  que 
no  reunamos  los  puntos  que  estén  colocados  en  napas  opuestas. 

211.  El  método  que  acabamos  de  esponer  es  jeneral  y  suficiente  para 
obtener  en  todos  casos  las  intersecciones  de  dos  superficies  cualquiera 
S  y  S';  pero  podemos  ademas  dar  a  los  planos  secantes  P,  P^,  P^....  la 
dirección  que  queramos,  con  tal  que  sepamos  construir  cómodamente 
las  curbas  ausiliares  mm^^...  y  7rCm\,...  Así  es  que,  en  cada  problema, 
será  ventajoso  elejir  los  planos  secantes,  de  modo  que  las  secciones  ausi- 
liares sean,  si  es  posible,  líneas  rectos  o  círculos^  porque  estas  líneas  se 
trazan  fácilmente  por  medio  de  dos  datos.  Si,  por  ejemplo,  se  trata  de 
dos  cilindros,  elejirémos  los  planos  P,  Pg,^..  paralelos  a  un  mismo  tiem- 


u  otros  defectos  chocantes,  que  no  hubieran  sido  sensibles  a  mayor  dis- 
tancia. Es  preciso  puesj  repetir  estas  construcciones  con  tinoy  consultan- 
do  siempre  los  buenos  modelos,  y  multiplicarlas  mas  en  aquellas  partes 
en  que  la  curba  parece  presentar  alguna  forma  singular  que  necesite- 
mos verificar.  Debemos  también  aprovecharnos  de  las  nocionfs  que  po- 
damos con  anticipación  tener  respecto  a  la  naturaleza  de  la  intersección 
que  buscamos',  si,  por  ejemplo,  supiésemos  que  la  proyección  debe  ser  una 
curba  de  segundo  o  de  cuarto  grado,  no  deberá  existir  ningún  arco  que 
jyueda  ser  cortado  por  una  recta  cualquiera,  en  mas  de  dos  o  cuatro 
puntos;  y  si  sucediese  lo  contrario,  seria  preciso  rehacer  las  construccio- 
nes relativas  a  estas  partes,  para  rectificarlas.  La  determinación  de  las 
tanjentes,  que  también  enseñaremos  a  ejecutar,  es  asi  mismo  un  medio  de 
correjir  la  forma  de  una  curba ,  porque  el  conocimiento  de  esta 
recta,  nos  hará  fácilmente  sentir  si  el  arco  que  precede  o  sigue  al  punto 
de  tanjencia,  del^e  elevarse  o  bajarse  para  que  sea  el  contacto  completo. 
Finalmente,  los  preceptos  jenerales  sobre  esta  materia  no  son  suficientes, 
y  es  preciso  llamar  en  su  ayuda,  en  cierto  número  de  ejemplos  bien 
clejidos,  los  consejos  de  un  práctico  hábil. 

17 


Digitized  by 


Google 


130  LIBRO  IV.  INTERSECCIONES   DE    SUPERFICIES. 

po  a  las  jeneratrices  de  las  dos  superficies;  si  de  dos  conos,  ha- 
remos pasar  todos  los  planos  secantes  por  la  recta  que  une  las  dos- 
cúspides.  También  se  emplean  algunas  veces  para  cortar  las  superficie» 
S  y  S',  no  planos,  sino  superficies  curbas,  tales  como  esferas  concéntri- 
cas, que  en  en  este  caso  nos  pueden  dar  círculos  por  secciones  ausilia- 
res  en  las  dos  superficies  propuestas. 

212.  Después  de  haber  construido  las  dos  proyecciones  de  la  inter- 
sección pedida,  esta  curba  queda  realmente  determinada;  pero  si  es 
plana,  es  preciso,  ademas,  para  manifestar  mas  claramente  su  formar 
ejecutar  el  abatimiento  sobre  uno  de  los  planos  de  proyección.  Cuando 
una  de  las  dos  superficies  es  desarrollable,  debemos  también  ejecutar 
el  desarrollo  de  esta  superficie,  y  construir  la  transformada  (núm.  175) 
de  la  intersección  :  porque  es  necesario  conocer  esta  nueva  curba  en  las 
aplicaciones  de  la  estereométria.  Finalmente,  como  la  determinación 
de  las  tanjentes  a  una  curba  es  un  medio  para  dibujar  con  mas  exac- 
titud el  curso  de  esta  línea,  y  ademas  este  conocimiento  es  útil  en  di- 
versos casos;  será  preciso  ejercitamos  en  su  su  determinación,  tanto  en 
la  intersección  primitiva,  cuanto  en  su  abatimiento  y  transformada;  pero 
como  las  tanjentes  a  estas  dos  últimas  curbas,  se  deducen  siempre  fá- 
cilmente de  la  tanjente  a  la  primera,  nos  limitaremos  a  dar  respecto  a 
esta  un  método  jeneraí. 

213.  Representemos  las  superficies  propuestas  por  S  y  S',  y  sea  AMC 
su  intersección,  cuya  tanjente  es  preciso  hallar. 

FIO  57  Como  esta  curba  está  situada  a  un  mismo  tiempo  sobre  las  dos  su- 
perficies, su  tanjente  MT  en  un  punto  cualquiera  M,  debe  hallarse  al 
mismo  tiempo  (núm.  95)  en  el  plano  que  toca  a  la  superficie  S  en  M, 
y  en  el  que  toca  a  S'  en  el  mismo  punto  :  luego  la  tanjente  MT  será  I» 
intersección  de  los  planos  tanjentes  a  las  dos  superficies.  Por  consiguiente, 
bastará  conocer  estos  dos  planos  por  los  métodos  espuestos  anterior- 
mente, y  determinar  la  recta  según  la  cual  se  cortarán  i  podremos  tam- 
bién limitarnos  a  hallar  sola  un  punto  de  esta  recta,  por  estar  ya  seña- 
lado el  punto  M  por  la  cuestión. 

Cuando  una  de  las  superficies  propuestas,  la  S  por  ejemplo,  e» 
un  plano,  o  sino  cuando  sepamos  que  la  curba  AMB  es  plana,  aun. 
cuando  las  dos  superficies  cuya  intersección  es,  sean  curbas;  veremo» 
patentemente  que  la  regla  precedente  se  reducirá  a  hallar  la  in- 
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terseccion  del  único  plano  tanjente  de  S  con  el  plano  &\  o  con  el 
plano  AMB. 

214.  Otro  método.  Si  construiino3  la  normal  MN  de  la  superficie  S 
respecto  al  punto  M,  y  la  normal  MN'  de  la  superficie  S'  respecto  al 
mismo  panto»  es  evidente  qne  el  plano  NMN'  de  estas  dos  rectas,  será 
perpendicular  a  cada  uno  de  los  planos  tanjentes,  y  por  consiguiente  lo 
será  también  a  su  común  intersección  que  es  MT.  Y  así,  la  tanjente  a  la 
interuccion  de  dos  superficies  es  una  recta  perpendicular  al  plano  de  las 
dos  normales  a  estas  superficies :  ademas,  este  plano  coincide  con  él  pla- 
no normal  (núm.  168)  de  la  curba  AMB.  Por  consiguiente,  bastará  cons- 
truir esta^  dos  normales  y  el  plano  qu»  estas  determinan,  y  en  seguida 
tirarle  una  perpendicular  por  el  punto  dado  M.  Este  método  {*)  es  mui 
precioso,  1.  ®  porque  hai  superficies  en  que  la  normal  se  determina  de 
un  modo  mucho  mas  simple  que  el  plano  tanjente,  e  independiente  de 
este  (núm.  1S6):  2.  ^  porque  algunas  veces  se  hallan  puntos  singulares, 
respecto  a  los  cuales  los  dos  planos  tanjentes  son  perpendiculares  a  un 
mismo  plano  de  proyección,  en  cuyo  caso  el  procedimiento  del  núm.  213 
no  nos  da  resultado  determinado  respecto  a  la  tanjente  de  la  curba 
proyectada  sobre  este  plano,  mientras  que  el  método  de  las  dos  norma- 
les puede  aun  aplicarse,  a  causa  de  ciertas  relaciones  que,  en  el  límite, 
no  son  indeterminadas.  Veremos  ejemplos  de  esto  en  muchos  depurados 
de  jeometría  (núm.  340,  488)  y  de  corte  de  piedras. 

215.  Cuando  las  superficies  en  cuestión  están  colocadas  de  modo. 
t]ue  se  toquen  a  lo  largo  de  la  línea  que  les  es  común,  esta  intersección 
particular  toma  el  nombre  de  línea  de  contacto,"  y  en  este  caso  decimos 
que  una  de  las  superficies  está  circunscrita  a  la  otra;  siempre  podremos 
construir  esta  curba  sirviéndonos  del  proceder  jeneral  del  núm.  210,  pe- 
ro no  sabremos  tirarle  una  tanjente,  porque  según  la  hipótesis  actual,  los 
ilos  planos  tanjentes  cuya  intersección  fiíese  esta  recta,  estarian  confun- 
didos uno  con  otro.  La  mismti  indeterminación  resultaría  del  método  de 
las  dos  normales;  porque  estas  rectas  coincidirían  entre  sí  al  mismo  tiem- 


(*)  Debemos  este  método  a  M.  J.  Binet,  quien  ha  hecho  aplicado^ 
nes  interesantes  de  él  a  diversos  depurados  dejeometrta  y  de  corte  de 
piedras. 
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po  que  los  planos  tanjentes,  y  el  plano  normal  para  cuya  fijeza  debían 
servir,  quedará  aun  indeterminado.  Y  así,  para  las  líneas  de  contacto  de 
dos  superficies,  no  da  la  geometría  método  gráfico  propio  para  hallar  sus 
tanjentes  (^),  a  no  ser  que  la  línea  de  contacto  sea  plana;  porque  en 
este  caso,  la  combinación  de  su  plano  con  el  plano  tanjente  común  a  las 
dos  superficies,  no  daria  a  conocer  la  tanjente  que  buscábamos. 

216.  Después  de  haber  espuesto  estas  nociones  jenerales  sobre  las 
intersecciones  de  las  superficies,  vamos  a  aclararlas  resolviendo  varios 
problemas  de  este  jénero,  en  los  que  ademas  hallaremos  ocasión  de  es* 
pHcar  algunas  particularidades  notables,  tales  como  la  indagación  de  las 
ramas  infinitas  y. las  de  las  asymtotaSf  de  las  cuales  no  podemos  hablar 
ahora  sino  de  un  modo  vago  y  obscuro. 


CAPITULO  11. 

De  las  secciones  planas. 

Problema  i.  Hallar  1.^  la  intersección  de  un  cilindro  recto  y  de 
un  plano  dados]  2.  ®  el  abatimiento  de  esta  intersección  y  su  tanjente  : 
3.  ®  el  desarrollo  del  cilindro^  y  la  transforma  de  la  intersección  con  su 
tanjente. 

FiG.  58.  217.  Ya  hemos  dicho  (núm«  160)  que  por  cilindro  recto  entendemos 
nn  cilindro  que  tiene  por  base  o  por  directriz  a  una  curba  plana  per- 
pendicular a  las  jeneratrices  rectiKneas  de  esta  superficie,  sin  exijir  que 
esta  base  sea  un  círculo;  así  es  que  adoptando  en  el  caso  presente  esta 


(*)  Sin  embargo,  indicaremos  en  el  núm.  584  un  método  propio  para 
conseguir  este  objeto,  pero  mui  complicado  para  ser  verdaderamente  útü 
en  la  práctica,  y  solo  notable  bajo  el  punto  de  vista  de  teoría  que  con  su 
ausilio  quedara  completa. 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO   I.   DE    LAS  SECCIONES   PLANAS.  133 

Última  forma  por  ejemplo,  raciocinaremos  de  un  modojeneraly  aplica 
ble  a  cualquiera  otra  curba.  Ademas,  como  en  cada  problema  conviene 
elejir  los  planos  de  proyección,  en  direcciones  acomodadas  a  la  simpli- 
ficación de  las  operaciones  gráficas,  adoptaremos  el  plano  de  la  base 
ABDC  por  plano  horizontal,  y  el  plano  vertical  lo  elej iremos  de  modo  que 
sea  perpendicular  al  plano  secante,  dicho  plano  vertical  tendrá,  según  esto, 
por  trazas  a  PQ  y  QR\  En  cuanto  al  cilindro,  estará  representado  por 
curba  ABDC  que  es  el  contorno  aparente  sobre  el  plano  horizontal; 
y  sobre  el  plano  vertical,  el  contorno  aparente  estará  formado  por  las 
dos  rectas  GG'  y  VV,  que  manifiestamente  son  las  trazas  de  dos  pla- 
nos tanjentes  perpendiculares  a  este  plano  de  proyección  (núm.  106), 
Supondremos  ademas  que  el  cilindro  está  terminado  en  los  dos  planos 
horizontales  GV  y  G'V\ 

218.  Esto  supuesto,  el  plano  PQR'  cortará  al  cilindro  vertical  se- 
gún una  curba  que,  según  la  actual  posición  de  los  planos  de  proyec- 
ción, estará  evidentemente  proyectada  según  ABDC  sobre  el  plano  ho- 
rizontal, y  sobre  el  plano  vertical  según  la  porción  A'D'  de  la  traza  del 
plano  secante.  Y  así  es  que,  en  el  sencillo  caso  que  nos  ocupa,  las  pro- 
yecciones de  la  intersección  nos  serán  inmediatamente  conocidas,  y  por 
consiguiente,  no  habrá  necesidad  de  emplear  el  método  jeneral  espuesto 
en  el  núm.  210. 

219.  Abatimiento.  Para  conocer  la  verdadera  forma  de  la  intersec- 
ción, abatamos  el  plano  que  la  contiene,  sobre  el  plano  horizontal,  ha- 
ciéndole jirar  al  rededor  de  PQ.;  o  mas  bien,  para  obtener  un  resultado 
dispuesto  simétricamente,  hagamos  jirar  el  plano  PQR' al  rededor  de 
la  recta  (BC,  B'),  hasta  que  llegue  a  ser  paralelo  al  plano  horizontal. 
Por  medio  de  esta  revolución,  tendremos  que  la  traza  vertical  QR'  se 
convertirá  en  la  horizontal  ^'B',  y  un  punto  cualquiera  de  la  curba,  el 
(M,  M'),  por  ejemplo,  describirá  un  arco  de  círculo  perpendicular  al  eje 
de  rotación;  por  consiguiente,  este  arco  estará  proyectado  verticalmen- 
te  sobre  un  arco  igual  M'm'  descrito  desde  el  centro  B',  y  horizontal- 
mente  sobre  la  recta  indefinida  MF  paralela  a  la  línea  de  tierra.  En  cu- 
yo caso  tendremos  que,  supuesto  que  el  punto  M'  se  ha  transladado  a 
wi',  si  proyectamos  este  último  a  m  sobre  MF,  conoceremos  la  posición 
(wi,  m')  que  toma  el  punto  (M,  M')  de  la  curba  propuesta,  después  del 
abatimiento.  Operando  del  midmo  modo  con  todos  los  demás  puntos» 
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tales  como  A,  E,  D,  F,-  (*),  veremos  que  estos  se  abaten  en  fl,d,  <?,/...• 
y  reuniendo  estos  últimos  por  medio  de  un  trazo  continuo,  hallaremos 
que  la  línea  amBdCna  representará  la  intersección  que  buscamos  en 
sus  verdaderas  dimensiones. 

220.  Esta  intersección  es,  en  el  caso  presente,  una  elipse,  porque 
comparándola  con  el  círculo  ABDC,  vemos  que  para  las  mismas  absci- 
sas contadas  sobre  la  reeta  BC,  han  aumentado  todas  las  ordenadas  per- 
pendiculares a  esta  linea,  en  la  razón  constante  de  OA  a  B'A';  y  sa- 
bemos que  una  modificación  de  esta  naturaleza  cambia  a  un  círculo 
en  una  elipse.  Ademas,  como  existian  dos  puntos  M  y  N  de  la  curba 
primitiva,  que  ambos  tenian  a  M'  por  proyección  vertical,  y  estos  dos 
puntos  se  han  trasladado  a  una  cuerda  mn,  que  evidentemente  es  per- 
pendicular a  Oa,  y  cuyo  medio  se  halla  sobre  esta  recta,  sigúese  de  aquí 
que  la  línea  aOd  divide  en  dos  partes  iguales,  y  formando  ángulo  recto, 
en  la  curba  abatida,  a  una  serie  de  cuerdas  paralelas:  luego  aOd  es  un 
eje  de  la  elipse, y  por  consiguiente  BOC  es  el  otro. 

221.  Determinemos  ahora  la  tanjente  de  la  intersección  en  un  pun- 
to cualquiera  (M,  M*),  Según  la  regla  jeneral  (núm.  213),  como  esta 
recta  debe  estar  situada  a  un  mismo  tiempo  en  el  plano  PQR'  y  en  el 
plano  tanjente  al  cilindro  que  es  el  plano  vertical  MT,  resulta  inme- 
diatamente de  aquí  que  dicha  tanjente  tiene  por  proyecciones  a  MT  y 
M'Q.  Si  en  seguida  queremos  hallar  esta  tanjente  en  el  abatimiento 
de  la  intersección,  observaremos  que  el  pie  (T,  Q)  de  esta  recta  oes- 
cribe,  como  lo  hemos  esplicado  respecto  al  punto  (M,  M'),  un  arco 
de  círculo  perpendicular  a  la  chamela  (BC,  B');  de  modo  que  el  pie  de 
la  tanjente  se  trasladará  a  í,  y  como  el  punto  de  contacto  a  venido  a  pa- 
rar a  m,  es  por  consiguiente  ím  la  tanjente  abatida.  Esta  recta  deberá 
tocar  exactamente  a  la  curba  amBd. 

Podemos  observar  aun  que  la  tanjente  TMS  de  la  intersección  pri- 
mitiva encontraba  a  la  charnela  en  un  punto  (S,  B')«  cuyo  punto  debe 


{*)  Aun  cuando  en  el  caso  actual^  podemos  tomar  estos  puntos  arbi- 
trariamente sobre  la  base  ABÜC^  es  no  obstante  mui  bueno  el  que  para 
las  ulteriores  operaciones  del  desaxroUoj  los  elijamos  todos  de  modo  que 
dividan  a  la  circur^erencia  en  partes  iguales. 
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periúSLiíBcer  inmóvil  en  todo  el  movimiento  de  rotación,  y  en  conformi- 
dad con  esto,  es  preciso  que  la  recta  tm,  ya  determinada,  pase  precisa- 
mente por  el  punto  S. 

222.  Desarrollo.  Hemos  visto  (núm.  161)  que  cuando  se  desarrolla  Fio.  5a. 
un  cilindro,  la  sección  rectUy  que  en  el  caso  presente  es  la  baíe  ABDC, 
es  rectilínea,  sin  cambiar  de  lonjitud  absoluta ;  y  que  las  aristas 
permanecen  siéndole  siempre  perpendiculares.  En  virtud  de  esto,  si 
suponemos  que  se  abre  el  cilindro  a  lo  largo  de  la  arista  (D,  VV),  y  si 
sobre  una  recta  indefinida,  tomamos  las  lonjitudes 

D"E"=DE,  E"F"=EF,  F'B"=FB,  B"M''=BM....  (*)  , 

y  por  los  puntos  D'*,  E",  F",....  levantamos  perpendiculares  iguales  a  la 
altura  VV  del  cilindro,  hallaremos,  por  desarrollo  de  esta  superficie,  el 
rectángulo  D"V"D"'V'".  Hecho  esto,  traslademos  a  este  rectángulo  los 
puntos  de  la  intersección;  y  para  el  efecto,  recordemos  (núm.  162)  que 
las  porciones  de  jeneratríces  del  cilindro,  comprendidas  desde  la  base 
hasta  esta  curba,  deben,  después  del  desarrollo,  conservar  sus  lonjitudes 
primitivas.  Por  consiguiente,  si  colocamos  sobre  las  verticales  del  de- 
sarrollo, las  distancias 

D"d=VD',  E"e=KE',  F"(p=IF',.,.. 

y  en  seguida  reunimos,  por  medio  de  un  trazo  continuo,  los  estremos  de 


(*J  Observemos  en  este  lugar,  que  cuando  la  curba  ABDC  es  cual- 
quiera,  es  preciso  que  para  rectificar  los  arcos  DE^  EF,....  los  midamos, 
empleando  para  ello  una  abertura  de  compás  que  represente  una  cuerda 
tan  pequeña  que  se  confunda  sensiblemente  con  el  arco  parcial  que  sub- 
tende,  en  seguida  trasladaremos  sobre  la  recta  indefinida  D^^D^^^  el  mis- 
mo  número  de  veces  esta  abertura  de  compás.  Pero  cuando  se  trata  de 
un  circulo,  como  sucede  en  el  ejemplo  actual,  es  mucho  mas  cómodo,  y 
sobre  todo  mas  exacto,  tomar  inmediatamente  la  recta  i)"J)'"  igual  a 
los  y  del  diámetro  AD,  y  dividir  en  seguida  esta  recta  en  tantas  partes 
iguales  cuantas  contenga  la  circunferencia.  Esto  ademas  supone  que  los 
puntos  de  división  de  la  base  del  cilindro  se  han  elejido  a  distancias 
iguales,  como  lo  hemos  recomendado  en  la  nota  del  núm.  21 9. 


Digitized  by 


Google 


136  LIBRO  IT.  INTERSECCIONES   DE   SUPERFICIES. 

estas  alturas,  hallaremos  que  la  transformada  de  la  intersección,  es  la 
curbadecpS/zad'. 

223.  En  el  ejemplo  presente,  en  que  la  base  del  cilindro  recto  es  un 
círculo,  la  transformada  se  compondrá  de  dos  partes  evidentemente  si- 
métricas ad  y  ad^\  porque  los  dos  arcos  iguales  AM  y  AN,  que  corres- 
ponden a  dos  puntos  de  la  sección  proyectada  en  M',  nos  darán  en  el 
desarrollo,  abscisas  y  ordena ias  respectivamente  iguales;  a  saber : 

A"M"=A"N"  y  WlL=Wv. 

Por  otra  parte,  cada  una  de  estas  porciones,  por  ejemplo  ad,  estará 
también  compuesta  de  dos  porciones  iguales  ga  y  gd,  pero  colocadas  de 
un  modo  inverso  respecto  a  la  horizontal  cüS  :  esto  resulta  de  que  par- 
tiendo,de  6>  los  puntos  ?  y  fí,  e  y  A>  provienen  de  los  puntos  del  cilindro 
F'  y  M',  E'  y  L',  que  se  hallan  a  alturas  respectivamente  iguales  encima 
y  debajo  del  punto  B\  Ademas,  la  trasformada  total  no  es  sino  una 
porción  do  curba  indefinida  (*),  que  según  la  relación  existente  entre 
estas  coordenadas,  admite  una  infinidad  de  ramas  sucesivas  e  idénticas 
con  d'ad.  Podemos  también,  por  medio  de  la  jeometría,  producir  estas 
diversas  ramas,  imajinándonos  que  el  plano  sobre  que  se  ejecuta  el  de- 
sarrollo del  cilindro,  se  ha  enrollado  a  este  cuerpo  un  número  inde- 


(*)  Esta  curba  es  una  sinusoide;  j^orque,  si  se  llama  x  a  la  abscisa 
horizontal  ey  ala  ordenada  vertical  del  punto  c^,  contadas  desde  el 
punto  6  como  oríjeny  y  en  seguida  espresamos  por  \^=^B'U  e  y^^^FU, 
las  coordenadas  del  j^unto  análogo  F  con  respecto  al  punto  B\  es  evi- 
dente que  tendremos  las  relaciones 

y'=y,  \^=sen  BF=sen  B'^F'^^^sen  x,  y'=ax\ 

representando  por  a  la  tárjente  trigonométrica  del  ángulo  R'B^d\  Y  así, 
eUminidando  de  aquí  los  variables  ausiliares  x',  y',  nos  restdtará  por 
equac'ion  de  la  transformada  referida  al  orijen  6, 

y^=iisenx\  o  bien  y  =  üR  sen  -p  , 

contando,  según  se  estila  en  el  análisis,  los  senos  en  el  círculo  cuyo  raye 
es  la  unidad,  y  representando  por  R  el  radio  del  cilindro  de  que  tratamos. 
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finido  de  veces^  y  habíamos  repetido  también  las  coostruecioiioa  lante- 
riores  sobre  la  prolongación  de  la  recta  D"'D'\  ^ 

224.  Construyamos  ahora  la  tanjente  de  la  transformada  &'a^  eo  \m 
punto  cualquiera  f¿.  Sabemos  (núm.  162,3.^)  que  esta  recta  es  laposi^ioii 
que^  después  de  desarrollado  el  cilindro,  toma  la  tanjente  (MT,  M'Q).de 
la  cúrba  primitiva;  y  que  ademas,  el  ángulo  que  esta  tanjente  fcH'ftia  qó» 
la  arista  del  cilindro,  permanece  invariable.  De  aquí  se  sigue  que  eltrj-» 
ángulo  rectángulo  formado  por  esta  tanjente,  )a  vertical  (fij,  M'K[),  y  la 
mbtanjfnte  MT,  permanece  también  invariable  de  forma,  y  no  hace  maif 
que  }irar  al  rededor  de  esta  vertical  para  aplicarse  sobre  el  plano  del 
desarrollo;  es  por  consiguiente  suficiente  que  reproduzcamos  aquí  ^te 
triángulo  en  sus  verdaderas  dimensiones.  Pero  como  ^eneinos  ya.la 
altura  f¿M''  =  M'H,  si  tomamos  a  M"T''  igual  ala  subtanjente  MT,  1« 
hipotenusa  T''f<  será  la  dirección  de  la  tanjente  que  buscam/is^ 

Podríamos  también  emplear  un  triángulo  rectángulo,  opuesto  por  el 
vértice  al  precedente,  y  que  tuviese  por  lados  a  la  vertical  (M,  M'^)  y  a 
la  horizontal  (MS,  /eB').  Este  triángulo  permanecería  también  de  foiipia 
invariable,  y  bastaria  tomar  a  /ici)=M7e,  y  tirar  la  horizontal  <ü6S"=MS; 
en  cuyo  caso  uniendo  los  puntos  S"  y  fe,  obtendremos  una  recta  que 
deberá  hallarse  en  la  prolongación  do  T''fc« 

225.  Es  importante  notar  que  en  los  dos  puntos  (A,  A')  y  (D,!^) 
d«  la  intersección  del  cilindro  con  el  plano  FQR',  w  la  tanjente  a  «sta 
curba  paralela  a  la  traza  PQ.,  supuesto  que  el  mísnAo  plan  tañjonte  dfil 
cilindro  en  A  o  en  D  es  paralelo  a  e^ta  traza.  De  aquí  resulta  que  en 
cada  uno  de  /estos  puntos,  la  tanjente  de  la  sección  forma  un  ángulo 
recto  con  la  arjsta  del  cilindro;  y  como  este  ángulo  debe  perf^aneo^ 
invariable  (núm.  162,  3.  ^ )  en  el  desarrollo  de  la  superficie^  aejrá  preciso 
que  en  los  puntos  o?,  <^,  d\  corte  fájnhitn  la  trkfkBfarmsidf^  formando  án-' 
gulas  rectosj  a  las  verticales  A"a,D'Vj  D'"d^ 

226.  Finalmente  observemos  ^late  ^n  ol  punto  6  <lo  la  trasformada^ 
hai  una  inflexión;  es  decir  que  si  construimos^  como  lo  hemos  hecho 
anteriormente,  la  tanjente  en  este  punto^  esta  línea  atri^vesftr^  a  la 
curba,  dejando  el  arco  6^^Hcima  dc*ella,  y  al  g(^  debajo.  Esto  np  obs- 
tante, no  debemos  mirarla  como  una  secante,  poique  bien  al  contrario 
tiene  en  este  punto  ungular  un  contlGicto  mas  íntimo  con  la  curba  que 
el  de  una  tanjente  ordinaria.  Con  efecto,  según  la  simetría  qu^.beinos 
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probado  existir  (núm.  223)  entre  las  dos  partes  ga  yS<í,  si  tiramos  por  el 
¡lunto  6  una  recta  cualquiera  que  encuentre  al  arco  inferior  en  fe,  esta  mis- 
ma línea  necesariamente  cortará  al  arco  superior  en  otro  punto  ,  que 
estará  a  la  misma  distancia  de  g  que  la  que  está  \l\  haciendo  en  seguida 
jirar  esta  secante  al  rededor  del  punto  6,  los  dos  punto  fí  y  q>  se  apro- 
ximarán simultáneamente  a  g;  y  cuando  fe  llegue  a  confundirse  con  g^ 
también  9  lo  habrá  verificado,  y  en  el  mismo  instante.  En  lo  cual  vemos 
qué  la  posieion  límite  de  esta  secante  quedará  determinada,  na  por  la 
reunión  de  dos  puntos  de  sección,  sino  por  la  de  tre^  puntos  de  este 
jénero,  y  así  esta  tanjente  particular  nos  presentará  un%  contacto  dét 
segundo  orden,  en  virtud  del  cual  tendrá  un  elemento  común  con  el 
arcoga,  y  también  otro  con  el  arco  g^.  Ademas;  estos  dos  arcos  se  ha- 
llarán manifiestamente  al  lado  opuesto  respecto  a  la  tanjente,  a  cau- 
sa de  los  movimientos  contraríos  que  simultáneamente  toman  las  dos 
porciones  de  secante,  cuando  jira  al  rededor  del  punto  g;  por  consi- 
guiente, abrá  allí  una'  infleüjcion  (*), 
Para  evitar  la  confusión  de  las  líneas,  hemos  construido  esta  tanjen- 


(*)  Es  conveniente  observemos  que,  cualquiera  que  sea  la  base  de  un 
cilindro  cortado  por  un  plano,  siempre  presentará  la  transformada  un 
pwnto  de  inflexión  en  el  sitio  en  que  la  tanjente  a  la  sección  primitiva  era 
la  línea  de  la  mayor  pendiente  del  plano  secante,  a  lo  ménos^cv^indo  las 
aristas  del  cilindro  son  verticales',  y  en  jeneral,  tendrá  lugar  esta  in-  ^ 
flexión  en  el  punto  en  que  la  tanjente  forme  un  ángulo  mínimo  con  las  je- 
neratrices.  Con  efecto, M  nos  referimos  a  lafig.  49  y  suponemos^  efectua- 
do el  desarrollo  del  cilindro  sobre  el  plano  tanjente,  que  es  la  prolonga-^ 
don  del  elemento  superficial  ABB'A',  veremos  qv£  si  el  ángulo  BMM' 
es  a  un  mismo  tiempo  menor  que  los  ángulos  B'M'M'^  y  LKM ,  d  lado 
M'M''  vendrá,  después  del  desarrollo,  a  caer  encima  de  TMí,  en  tanto 
que  el  lado  MK  permanecerá  encima.  Así  mismo,  tendría  lugar  una  in- 
flexión contraria,  si  el  ángulo  ^MW  fuese  ménCimo^, pero  este  enunciado 
está  comprehendido  en  el  otro,  porque  la  tanjente  forma  con  la  arista 
un  ángulo  agudo  u  obtuso  de  los  cuales  el  primero  es  mínimo  y  el 
segundo  máximo.  Esta  interesante  obsertecion  la  debemos  a  M.  Tk. 
Olivier. 
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te  singular  en  el  punto  análogo  y,  tomando  la  subtanjente  C''6''  igual. a 
C9,  y  uniendo  los  puntos  7  y,9'\ 

227.  £1  desarrollo  de  un  cilindro  es  una  operación  que  nécesasiaiBo^ente 
se  emplea  en  ciertas  artes.  Si,  por  ejemplo,  queremos  formar  un  tuho^r 
líndrico  de  planchas  de  fierro  o  de  hoja  de  lata,  de  modo  qué  se  termine  en 
dos  planos,  uno  de  ellos  perpendicular,  y  otro  inclinado  a.  su  l9BJitud,.é8 
preciso  para  ejecutarlo  trazar  en  la  hoja  de  metal,  estando  todavía  plana 
la  curba  $'a^f  y  recortar  esta  hoja  al  largo  de  jBSta  curba,  quitatndo  desr 
pues  la  parte  superior;  hecho  esto,  podemos  estar  seguros  de  que  en«  . 
corbando  lo  demás  de  la  hoja  de  metal  por  medio  de  un  yunguc^  cir 
líndrico,  el  bordo  superior  nos  presentará  la  forma  de  núa  curba  plaM, 
que  tendrá  la  inclinación  que  por  la  cnesxion  se  ejcija. 

Así  mismo,  si  después  de  haber  ejecutado  en  madera  o  piedra  lun 
jeilindro  recto,  quisiéramos  que  terminase  en  un  plano  inclinadQrfi|ena 
¡preciso,  para  conseguirlo,  construir  sobre  un  cartón  flexible  el  desAlroUp 
de  este  cilindro  con  la  transformada  d'od  de  la  sección  de  q^e  aetrat^; 
y  en  seguida  recortar  este  cartón  seigun  esta  curba,  y  enrroUarlcí^  diss^ 
pues  sobre  el  cilindro*  En  este  estado,  el  borde  de  este  cartón  ietnrroUado 
adquirirá  la  forma  que  conviene  dar  a  la  sección .  pedida.,  j.pó-^  ^ 
dremos  trazar  ésta  sobre  el  sólido  siguiendo  con  un  l^piz  el  borde  de 
este  cartón  arrollado;  de  modo  que  como  el  obrero  conoce  potr  .;este  me* 
dio  el  contomo.de  la  parte  del  solido  que  debe  quitar,  podrá  xemttax.su 
obsacon  toda  la  exactitud  deseable.  Hallaremos  frecuenten  aplicikcia-' 
ues  de  este  procedimiento  en  la  cantería  y  carpintería.  -,-       > 

228.  Otra  solución  de  la  intersección  de  un  cilindro  recto  con  un 
plano. 

Puede  muí  bien  suceder  que  alguna  circunstancia  de  la»  cuestión  im^  no.  59. 
pida  que  tomemos  el  plano  vertical  de  proyeceion  perpéadicular  al  fl^y 
no  secante;  en  tal  caso,  este  último  tendrá  por  trazas  las  rectas. cuales- 
<)uiera  PQ  y  QR',  y  el  cilindro  estará  siempre  repiesentado  por  la  base 
ABDC,  y  las  dos  verticales  UU'  y  VV'que  forman  su  contorno  Aparen- 
te sobre  los  planos  fijos.  En  este  caso,  sigamos  el  método  jeneraji  d^ 
núm.  210  y  cortemos  al  cilindro  y  ai  plano  dadq  PQR' jq^u  vtíxiúa  planos 
AorizontaUsj  como  el  K'N'M';  este  tendrá  por  sección  en  el-platno  dado!, 
una  horizontal  (K'M\  KM),  y  por  sección  en  el  cilindi'o  una  curba 
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proyectada  sobre  la  base  ABDC;.  por  consiguiente^  los  puntos  M  y  N^ 
que  son  comunes  a  estas  dos  secciones  ausiliares,  sobre  el  plano  hori- 
zootal,  estarán  proyectadas  scAre  K'M*,  y  nos  darán  a  conocer  dos  pun- 
tos (M,  M')  y  (N,  N')  de  la  intersección  pedida.  Las  otras  se  obtendrán 
de  un  modo  enteramente  semejante,  tirando  a  discreción  paralelas  a  la 
línea  de  tierra,  tales  como  AX^  E*F\.o. 

229*  Pero  es  mejor  que  interpretemos  de  otro  modo  estas  construc- 
ciones, diciendo  que  a  discreción  se  tiren  planoá  audliare^  que  sean  «er- 
tkuks  y  paralelos  a  la  traza  PQ,  como  el  MNK;  en  cuyo  caso  este  pía-- 
no  vertical  cortará  al  plano  PCIR*  según  la  liorizontal  (KM,  K'M')>  y  al 
cilindro  según  doi»  jeneratrices  proyectadas'  sobre  XN'  e  YM';  jior  con- 
siguiente, el  encueutro  de  estas  ultimas  con  la  línea  K'M'  nos  dará  dos 
pantos  (M,  M')y  (N,N')  déla  intersección  pedida.  Esta  marcha  nos 
proporcionará  la  ventaja  de  poder  hallar  directamente  ciertos  puntos 
notíMe$y  que  es  mni  importante  construir  con  preferencia  a  otros  que  es- 
tén mni  próximos»  a  ello. 

1.  ^  Si  aplieamofe  este  método  a  la  indagación  de  los  puntos  situados  so- 
fere  las  aristas  (A,üü')  (D,  W),  que  forman  el  contorno  aparente  del 
cilindro  sobre  el  {4ano  vertical,  hallaremos  por  resultado  los  puntos  A*^ 
y  D'  que  separan  taparte  tmble  de  la  intersección  hallada,  de  la  parte 
iim$iU0\j  en  estos  puntos  deberá  toioar  la  proyección  vertical  A'B'D'C* 
a  las  dos  rectas  UU'  y  VV\  Con  efecto,  la  tanjente  de '  la  curba  situada 
en  e)  espacto  tirada  por  el  punto  (A,  A'),  está  precisamente  colocada  en 
el  plano  tanjente  al  cilindro  que  lo  toca  en  todo  el  largo  de  la  arista 
(A,  UU');  pero  este  plano  es  en  el  caso  presente  perpendicular  al  plano 
vertical,  y  por  consiguiente  la  tanjente  en  cuestión  está  proyectada  so- 
bre su  traza  UU',  la  cual  debe  también  tocar  a  la  curba  A'B'D'C;  por* 
que  hemos  demosítrado  (núm.  102)  que  una  curba  y  su  tanjente  debian 
también  ser  taajentes  nna  a  otra,  cuando  se  las  proyectaba  sobre  un  mis- 
ino plano« 

2.  o  £1  punto  mas  Alto  y  el  mas  bajo  de  la  curba,  es  decir,  aquellos 
^que  latanjéMe  és  horizontid,  se  obtienen  determinando  las  aristas  B  y 
C  en  que  el  f^ano  taiqente  del  cilindro  es  paralelo  a  la  traza  PCI»  Con 
efecto,  í^  después  de  haber  conducido  en  esta  dirección  la  tanjente  BI  de 
la  base  ABDC,  y  de  baber  construido,  según  lo  hemos  hecho  arriba,  el 
punto  (B,  B')  de  la  sección,  queremos  hallar  la  tanjente  relativa  a  este 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO  II.   DE   LAS  SECCIONES   FJLANAS.  141 

punto,  necesitaremos  para  ello  (niim.  213)  determinar  la  intersección 
del  plano  PQR'  con  el  plano  vertical  BIF  que  toca  al  cilindro  en  (B,  B'); 
pero  corno  estos  dos  planos  tienen  sus  trazas  paralelas,  se  cortarán  pre- 
cisamente según  una  horizontal  I'B',  que  será  latanjente  en  el  punto 
B'.  Esta  línea  es  también  un  límite  de  la  curba;  y  otro  límite  será  la 
tanjente  en  el  punto  (C,  C) ,  que  así  mismo  será  horizontal. 

230.  Conoceremos  la  tanjente  en  un  punto  cualquiera  (M,  M')  por 
medio  de  la  intersección  del  plano  PQR',  con  el  plano  tanjente  ál  cilin- 
dro en  toda  la  ostensión  déla  arista  vertical  M;  y  como  este  plano  tiene 
por  traza  a  la  recta  MT,  que  encuentra  a  PQen  el  punto  T,  sigúese  que 
sin  hallar  la  segunda  traza  de  este  plano  tanjente,  estamos  ciertos  que 
T  es  la  traza  horizontal  de  latanjente  pedida.  £n  virtud  de  esto,  si 
proyectamos  este  punto  a' la  línea  de  ti^rra,  y  le  unimos  con  el  punto 
de  contacto,  hallaremos  que  TM  y  T'M*  son  las  proyecciones  de  la 
tanjente. 

231.  Podríamofií  ejecutar  el  abatimiento  de  la  curba,  haciendo  jirat 
el  plano  PQR'  al  rededor  de  su  traza  PQ,  para  abatirlo  sobre  el  plano 
horizontal;  y  como  en  este  movimiento  de  revolución,  no  saldrá  el  pun- 
to art>itrafio  (M,  M')  fuera  del  plano  vertical  PM ,  que  es  perpendicular 
a  la  chamela  PQ,  será  suficiei^e  determinar  (núm.  17)  la  distancia  del 
punto  P  al  punto  (M,  M')  y  transportar  en  seguida  esta  distancia  sobre 
PM  prolongada,  para  obtener  la  posición  del  punto  (M,  M')  en  ei  aba- 
timiento. Los  demás  puntos  se  hallan  de  un  modo  enteramente  so* 
mejante. 

Pero  es  mucho  mejor  abatir  el  plano  PQR'  sobre  el  plano  vertical, 
tm>viéiHÍoIoal  rededor  de  su  traza  QR*,  porque  en  este  caso  cada  hori« 
zonta!,  como  (KM,  K'M'),  conservará  su  magnitud  absoluta  que  es  KM, 
y  será  {Paralela  a  la  posición  que  tome  la  traza  PQ  después  del  abati- 
miento. Para  hallar  esta  posición,  figurémonos  que  se  ha  prolongado  la 
Tecta'(BC,  B'C)  hasta  los  puntos  S  y  R',  en  que  encentra  a  las  dos 
trazas  del  plano  PQR';  y  observemos  que  esta  recta,  cuya  verdadera 
magnitud  es  el  abatimiento  R'S'',  forma  parte  de  un  triángulo  rectángulo, 
cuyos  otros  dos  lados  son  QS  y  QR\  Si  ahora  construimos  con  estos  tres 
lados  el  triángulo  QR'^,  tendremos  que  la  base  i^isp  será  el  abatimiento 
de  la  traza  QBP;  en  este  caso,  si  tiramos  paralelas  a  esta  línea  Clsp,  y 
tomamos  las  distancias 
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r5=IB,  Ta=ZX,  Z7=ZL,  K'7í=í=KN,  K'm=KM,.... 

hallaremos  una  serie  de  puntos,  qae  reunidos  por  un  trazo  continuo, 
nos  darán  la  curba  blmedcfab^  quií  es  la  verdadera  magnitud  de  la  in- 
tersección del  cilindro  y  del  plano  PQ.R\ 

En  cuanto  a  la  tanjente  de  este  abatimiento,  será  precisp,  para,  fijarla^ 
tomarla  distancia  (ií=Q.T,  y  unir  el  punto  t  con  m  por  medio  de  la 
recta  tm. 

232.  El  desarrollo  de  la  superficie  se  efectuará,  como  en  el  nüm. 
222,  trasladando  a  una  recta  indefinida  lonjitudes  iguales  a  los  arcos 
rectificados  de  la  base  ABDC,  sirviéndonos  para  ello  de  cuerdas  mui 
pequeñas,  a  saber: . 

B"L"=BL,  UW=LM,M"E"=ME,  E"D''=ED;...- 

levantaremos  en  seguida  por  los  puntos  de  división  ordenadas  ¡guales 
a  las  porciones  correspondientes  de  las  jeneratrices,  es  decir: 

B"6=GBVL";i=HL',  M>=*=YM^  D"<Í=VD,.-.. 

y  la  curba  S^i^edy^aS"  será  la  transformada  de  la  sección  del  cilindro. 
La  tanjente  de  esta  transformada  en  ^1  punto  f¿,  es  la  misma  en  que 
se  convierte  la  tanjente  primitiva  (MT,  M'T')  después  del  desarrollo ; 
y  como  esta  última  es  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángula  que  tiene 
por  baseaMT  y  por  altura  a  YM',  y  ci^yos  ángulos  permanecen  ade* 
roas  invariables  (núm.  162),  no  habrá  mas  que  tomar  la  subtanjente 
M"T"=MT  y  tirar  la  recta  T"fc,  Esta  línea  deberá  tocar  a  la  transfor- 
mada en  f¿,  cuyo  punto  se  halla,  en  el  caso  presente,  bastante  cerca  da 
la  inflexión;  que  en  la  actualidad  esta  en  Ej  en  virtud  de  que  (nota  del 
núm.  226)  el  punto  (E,  £'),  es.  ma,nifiestamente  el  pqi^to  en  que  la. tán- 
jante de  la  sección  es  perpendicular  a  la  traza  horizontal  PQ  del  pla- 
no secante,  y  que  según  esto  esta  tanjente  es  la  Ipnea  de  la  mayor  pen- 
diente del  plano,  respecto  al  punto  (E,  £')« 

FiG.  62.      Problema  2.  Hallar  los  puntos  de  sección  de  un  plano  cualquiera 
PQR'  con  una  curba  cuy  as  proyecciones  son  ABCDÍIF  y  A'B^*P'E'F'l 

,  233.  Este  problema  está  enteramente  comprehendido^i^^elpreci^- 
dente,  porque  si  nos  figuramos  el  cilindro  vertical  que  proyecta  a  la  curr 
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ba  dada  segiin  ABCDEF,  y  constraimos,  como  ew  el  nípn.  ^8,  la  pro- 
yección vertical  A"B"C'D"E"  de  la  intersección  de  este  cilindro  con  el 
plano  PQR',  es  evidente  que  los  pontos  que  buscamos  deberán  hallarse 
sobre  esta  intersección;  y  como  tambjen  se  hallan  sobre  la  curba  dada, 
no  tendremos  mas  que  examinar  si  estas  dos  curbas  se  encuentran  en 
alguna  parte  sobre  el  plano  vertical.  En  el  caso  presente  tienen  los  tres 
puntos  comunes  L',  M',  y  N'  que  proyectaremos  sobre  el  plano  horizon- 
tal a  L,  M,  y  N;  y  estos  también  son  los  puntos  en  que  el  plano 
FOlR  corta  a  la  curba  propuesta.  Es  cierto  que  hai  otro  cuarto  punto  de 
encuentro  entre  las  proyecciones  verticales;  pero  reconocemos  con  su- 
ma faeilidad,  que  este  punto  no  es  común  a  las  dos  curbas,  porque  cae 
respecto  a  la  una  sobre  el  arco  CD,  y  respecto  a  la  otra  sobre  el  DE. 

Con  el  objeto  de  bacer  resaltar  mejor  la  situación  de  los  diversos  pun-> 
tos  de  la  línea  de  doble  curbatura,  hemos  puntnado  los  arcos  dé  cur- 
ba que  se  hallan  debajo  del  plano,  porque  miramos  a  este  como  real- 
mente existente;  pero  no  es  lo  mismo  con  el  depurado  59,  en  que  el  pla- 
no secante  está  combinado  con  una  superficie,  y  en  donde  ^hemos  debi- 
do, según  el  convenio  jeneral  establecido  en  el  núm.  108,  mirar  h  este 
plano  como  sustraído,  después  de  haber  cortado  al  cilindro. 

234.  En  el  problema  precedente,  y  en  las  cuestiones  análogas,  se 
da  algunas  veces  a  la  curba  ausiliar  A"B"D"....  el  nombre  de  curba  de 
indagación  o  curba  de  error ^  porque  las  construcciones  que  hemos  em- 
pleado pueden  presentarse  bajo  el  punto  de  vista  siguiente.  Si  el  punto 
incógnito,  en  qne  la  curba  propuesta  penetra  al  plano  PQR',  estuviese 
proyectado  en  B,  cuyo  punto  elejimos  arbitrariamente  sobre  la  proyec- 
ción horizontal  ABGD....,  seria  indispensable  que  tirando  por  este  punto, 
considerado  como  perteneciente  al  plano,  una  paralela  (BK,  K'B")  a  la 
traza  PQ,  fuese  esta  rectal  a  pasar  por  el  punto  (B,  B')  de  la  curba;  y  como 
esta  paralela  nos  da  a  B"  en  lugar  de  B'  por  proyección  vertical  del  pun- 
to B,  sigúese  que  la  hipótesis  de  donde  hemos  partido  es  un  error.  Re- 
pitiendo un  ensayo  semejante  con  él  punto  G,  hallaremos  otro  error  en 
sentido  opuesto,  porque  obtendremos  una  proyección  vertiqal  C"  sitúa* 
da  mas  arriba  que  CT;  de  dende  concluimos  qud  el  verdadero  punto  que 
buscamos  está  entre  B  y  C,  y  que  reiterando  semejantes  ensayos  res- 
pecto a  los  puntos  intermedios,  concluiríamos  por  recaer  en  el  punto  de 
sección  (M,  M').  Pero  en  lugar  de  tratar  de  hallar  inmediatamente  este 
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puHto  exacto  por  medio  de  tanteos  repetidos,  es  mneho  maB  cómodo 
construir  cierto  número  arbitrario  de  juntos  de  la  curba  de  errar ,  y  unir* 
los  en  seguida  por  medio  de  un  trazo  continuo»  cuyo  encuentro  con  la 
curba  propuesta  nos  dará  el  punto  pedido  (M,  M'). 

Problema  3.  Dado  un  cilindro  oblicuo  de  base  cualquiera j  hallar : 
!•  °  las  proyecciones  de  la  sección  recta  de  este  cilindro;  2.  ®  el  aba^ 
timiento  de  esta  sección;  3,  ®  el  desarrollo  de  la  superficie  y  la  transfor- 
mada de  la  curba  que  le  servia  de  base;  con  las  tanjentes  a  estas  diversas 
curbas. 

FiG.  60.  135.  Sea  ABCD  la  base  del  cilindro  que  supondremos  plana,  y  cu* 
yo  plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de  proyección:  sea  ademas 
(EE">  E'E'")  la  dirección  de  las  jeneratríces.  Tirando  en  este  caso  las 
tanjentes  BB"  y  DD"  a  la  base,  paralelas  a  E£'\  estas  secan  las  trazas 
de  los  dos  planos  tanjentes  verticales,  y  por  consiguiente,  estas  dos  rec< 
tas  formarán  el  contonio  aparente  del  cilindro  sobre  el  plano  horizcHi- 
tal  (núm.  106);  en  tanto  que  las  tanjentes  EE'  y  FF',  perpendiculares 
a  la  línea  de  tierra,  darán,  por  contorno  aparente  sobre  el  plano  vertí* 
cal  a  las  jeneralrices  £'E"'  y  F'F"\  que  no  son  otra  cosa  que  las  trazas 
de  dos  planos  tanjentes  perpendiculares  al  plano  vertical.  Suponemos 
ademas  que  el  cilindro  está  terminado  y  cerrado  por  dos  planos  bori*' 
sontaies  E*F'  y  E'"F'",  lo  que  hará  que  sean  invisibles  sobre  el  plano 
horizontal  las  aristas  CC  y  FF",....  y  manifestará  de  un  modo  mas 
sensible  la  situación  de  estas  aristas  inferiores.  Para  hacer  ver  mejor 
la  forma  de  la  superficie,  miraremos  a  todas  las  aristas  que  tengamos 
necesidad  de  emplear,  no  como  líneas  ausíliares,  sino  como  jeneratri^ 
ce»,  qae  representadas  por  líneas  seguidas  o  puntiuídas^  nos  harán  dis-> 
cernir  las  partes  superiores  o  anteriores  de  las  que  los  son  opuestas  en 
la  superficie. 

236.  Sentado  «sto,  como  sabemos  que  la  sección  recta  osecdon  or^ 
toganal  de  un  cilindro,  es  la  curba^ trazada  sobre  esta  superficie  por  un 
plano  secante  perpendicular  a  Jas  jenertítrices,  y  que  ademas  todas  las 
secciones  paralelas  dadas  a  un  cilindro  son  idénticas,  tiremos  por  un 
punto  cualquiera  <^  de  la  línea  de  tierra,  las  trazas  PQ  y  QB/  respec- 
tivamente perpendiculares  a  Jas  proyecciones  de  las  jeneratrices,  y  halla* 
remos  la  intersección  de  la  superficie  con  el  plano  PQR\  Para  obtener 
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esta  ¡nterseccioiiy  cortarémoe  a  las  dos  superficies  con  diferentes  ptaníM 
ausiliares  que  todos  sean  verticales  y  paralelos  a  las  aristas  del  cilindro,, 
porque  de  este  modo  no  tendremos  mas  que  hacer  qiie  combinar  sec- 
ciones rectilíneas;  ademas,  con  el  fin  de  simplificar  la  operación  ulte- 
rior del  desarrollo,  será  bueno  condncir  estos  planos  píor  punto's  de  la 
base  que  estén  de  dos  en  dos  sobre  las  coerdaB  GM,  EL,....  paralelas  a. 
la  traza  PQ.  Una  vez  admitidas  todas  estas  disposiciones,  podrémos^ope- 
rar  de  dos  modos.  »        « 

.  237.  Primer  método.  Sean  GKI  e  IP  las  trazas  del  plano  secante 
vertical :  estas  encontrarán  a  las  del  plano  PQR'  en  los  puntos  K  e  F; 
por  consiguiente,  la  intersección  de  estos  dos  planos,  es  la  recta  (GI, 
FKT);  pero  como  es  importante  determinar  $sta  línea  coa  rotidha  exacti»*' 
tud^en  virtnd  de  que  para  los  otros  planos  ausiliares  será  manifiesta- 
mente suficiente  tirar  paralelas  a  I'K^  Tamos  a  coneimirótro  tercerpuiorto 
de  esta  recta.  Determinemos,  por  ejemplo,  el  que  está  proyectado  en  S; 
j  para  ello,  imajinemos  tirada  por  este  punto  una  horizontal  paralela  a 
la  traza  PQ.  Esta  paralela,  que  necesariamente  estará  contenida  en  el 
plano  PQR',  tendrá  por  proyección  horizontal  a  SR,  y  penetrará  al  pía* 
no  vertical  en  R';  luego  R'S',  paralela  a  la  línea  de  tierra  es  su  proyec- 
ción vertical;  y  si  referimos  el  ponto  S  a  B*,  este  último  deberá  pertene^ 
cera  la  recta  FK'S'. 

Ademas,  el  mismo  plano  ausiliar  GKI  ha  debido  cortar  ai  dilindM 
según  dos  aristas,  cuyos  pies  se  hallan  en  Gy  H,  y  que,  por  consiguien- 
te, estóu  proyectadas  vertí  cálmente  en  G'G^'y  B*ff';  en  virtud  de/ esto, 
el  encuentro  de  estas  dos  rectas  con  la  sección  K'S'nos  prodtieítá  des 
puntos  g*  jK  de  la  proyección  vertical  de  la  curba^pedida.  En  s^^aida, 
los  proyectaremos  sobre  GHK  ñg  yh,  que  serán  dos  puntos  de  la  pro- 
yección horozontal  de  la  misma  curba. 

Consideremos  ahora  otro  plano  secante  MNV.  Este  corta  al  plhno 
PQR'  según  una  recta  cuya  trasaes  (V,^V');  y  sin  determinar  mas^ptm* 
tos,  estamos  ciertos  que  esta  sección  es  Vm'  parólela  a  K,S';  y  en  seguid 
da,  como  éste  plano  MNV  corta  también  al  cilindro  según  tas  dosaris^ 
tas  M W  y  N'N'*  que  enenentran  a  la  recta^V'm'  en  m^  j  n\  estos 
serán  también  dos  nuevos  p(untos  de  la  cuvba  que  buscamos,  que  habrá 
ea  seguida  que  proyectar  horizontabnente  sobre  MV  en  m  y  en  n.  Apli^^ 
cando  este  mismo  procedimiento  a  otros  planos  s^antes,  hallaremos* 
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pw  resultado  las  proyecciones  amhncd  y  nCvfCVri^d!  de  la  sección  orto- 


gonal dol  cilindro. 


FiG.  60  238.  Segundo  Qnétodo.  Sea  ACY  un  planovertical  paralelo  a  las  aris^ 
tas  del  cilindro:  este  corta  a  la  superficie  según  las  dos  jeneratrices  que 
salen  de  los  puntos  A  y  C;  y  al  plano  PQR'  según  una  recta  que  parte  del 
punto  Y,  y  es  perpendicular  a  estas  jeneratrices;  luego,  si  aBatimos  este 
plano  secante  al  rededor  de  AY,  tomando  la  altura  Y'Z'  desde  Y  a  Z", 
tendremos  que  la  reeta  AZ"  y  su  paralela  Ce*'  serán  las  nuevas  posicio- 
es  de  las  jeneratrices,  y  la  perpendicular  Yc'V  bajada  a  estas  líneas, 
nos  dará  a  conocer  los  abatiipientos  a"  y  c^'  de  dos  puntos  de  la  curba 
que  busqaraos.  Respecto  a  cualquiera  otro  plano  secante  MNV,  será 
suficiente  tiremos  las  Mw"  y  Nn"  paralelamente  a  AZ";  y  la  recta  Vm'* 
paralela  a  Ya^',  que  nos  dará  también  los  abatimientos  w"  y  w"  de  dos 
nuevos  puntos  de  la  acción  recta  del  cilindro.  Será  supérfluo  trazar  las 
proyecciones  de  esta  curba,  en  vista  de  que  los  abatimientos  obtenidos 
de  este  modo  bastarán,  según  vamos  a  ver,  para  construir  la  verdadera 
magnitud  de  esta  Curba,  y  para  ejecutar  el  desarrollo  del  cilindro,  que 
os  el  objeto  principal  del  presente  problema  (*). 

Sin  embargo,  si  de  aquí  queremos  deducir  las  proyecciones  de  la  sec- 
ción recta,  no  tendremos  mas  que  trasladar  los  puntos  a",  c",  m",  n",-,, 
a  los  a,  c,  m,  n,..,.  por  medio  de  perpendiculares  a  la  charnela  AY,  y  en 
seguida  proyectar  estos  (iltimos  puntos  a  a\  c\  m\  n\....  sobre  las  pro- 
yecciones verticales  de  las  jeneratrices  correspondientes. 

FIO.  60  230.  Hai  puntos  notables  que  es  preciso  construir  con  preferencia 
a  cualesquiera  otros,  aunque  estén  próximos  a  ellos;  y  haremos  mui  bieír 
en  principiar  por  estos  la  construcción  del  depurado. 


(*)  Este  método  injeniosOf  debido  a  M.  Th.  Olivier,  rt^n^  a  reducir- 
se a  tomar  el  plano  vertical  de  proyección  paralelo  ^  las  aristas  del  ci- 
lindro, y  presenta  ventajas  qtie  se  hacen  sensibles  en  las  operaciones  de 
los  níim.  241  y  243.  Sin  embargo,  si  se  tratase  de  obtener  la  intersección 
de  un  cilindro  oblicuo  con  un  plano  cualquiera  que  "no  fuese  perpendicu-^ 
lar  a  la^  jeneratrices,  sería  mejor  seguir  el  primer  método,  y  esta  es  la 
razón  porque  lo  hemos  conservado  aquí,  con  solo  el  objeto  de  ensenar  como 
debemos  operar  en  semejante  caso. 
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1.  ^  Si  aplicamos  cualesquiera  de  los  dos  métodos  precedentes,  a  lafe 
aristas  BB"  y  DD",  que  forman  el  contorno  aparente  sobre  el  plano 
horizontal  hallaremos  los  puntos  (h^V)  y  (d^iT),  en  los  cuates  deberá 
<i^(^ar  la  curba  a  las  aristas  de  que  tratamos,  pero  esto  solo  en  lu  proyec- 
ción horizontal.  Con  efecto,  aun  cuando  en  el  espacio  sean  mui  defe- 
rentes una  de  otra  la  tanjente  a  esta  curba  y  la  arista  del  cilindro,  por- 
que en  el  caso  presente  son  perpendiculares,  sin  embargo,  estas  dos 
rectas  están  situadas  ambas  en  el  piano  tanjente,  que  evidentemente  es 
vertical  respecto  al  punto  (¿,  ¿');  de  aquí  se  sigue  que  en  la  proyección 
horizontal  deben  coincidir;  luego  en  el  caso  actual  está  proyectada  la 
taajente  sobre  BB";  y  por  consiguiente  (niim.  102),  esta  línea  debe  tocar 
a  la  proyección  horizontal  de  la  curba. 

Observemos,  ademas^  que  estando  situados  los  puntos  by  d  sobre  el 
contorno  aparente  de  la  superficie  con  respecto  al  plano  horizontal^  for- 
marán, pard  el  observador  que  considera  esta  proyección,  los  límites 
que  separan  la  rama  visible  bad  de  los  de  la  invisible  in^d. 

2.  ^  Aplicando  también  el  procedimiento  jeneral  a  la  indagación  de 
los  puntos  situados  sobre  las  aristas  E'E'*'  y  FT*",  que  forman  el  contor- 
no aparente  sobre  el  plano  vertical,  obtendremos  los  puntos  (e^  e')  y 
(f,f)y  en  los  cuales  será  tocada  la  proyección  vertical  de  la  curba  por  es- 
tas rectas.  Este  contacto  resulta  también  de  que  la  tanjente  de  la  curba 
en  el  espacio  y  la  arista  del  cilindro,  están  ambas  en  un  plano  tanjente 
que  en  el  caso  que  nos  ocupa,  es  perpendicular  al  plano  vertical,  y  por 
consiguiente,  la  proyección  vertical  de  la  tanjente  coincide  con  la  de  la 
arista  del  cilindro.  Ademas,  los  puntos  e*yj^  serán  aquí  los  límites  que 
separan  la  rama  visible  c^€ÍvfCf  de  laque  es  invisrble  e^d^Kf  para  el  ob- 
servador que  considera  la  proyección  vertical. 

3.  ^  Para  hallar  el  punto  mas  alto  y  el  mas  bajo  de  la  curba,  es  decir 
los  dos  puntos  en  que  su  tanjente  es  harizontaly  es  preciso  en  primer 
lugar  hallar  en  la  base  ABCD,  sea  cual  fuere  su  forma,  los  puntos  A  y 
C  en  que  la  tanjente  es  paralela  a  la  traza  horizontal  P(l  del  plano  que 
•corta  al  cilindro  :  heho  esto,  si  construimos  por  el  procedimiento  jeneral 
«I  punto  (a,  a')  de  la  intersección  que  estará  situada  sobre  \^  arista  AA'\ 
decimos,  que  la  tanjente  en  este  punto  será  horizontal.  Con  efecto,  esta 
tanjonte  debe  ser  (núm.  213)  la  interjección  del  plano  PQR'  con  el 
plano  tanjente  que  toca  al  cilindro^  en  todo  el  largo  de  la  arista  A  A''; 
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pero  por  hipótosis,  la  traza  horizontal  AO  de  este  último  plano  es  parale- 
la a  PQ;  luego  esto$  dos  planos  no  se  pueden  cortar  sino  según  una 
recta  paralela  a  PQ,  es  decir  horizontal.  Lo  mismo  nos  sucederá  con  la 
arista  CC"»  que  nos  dará  un  punto  (c,  c')  en  que  también  es  horizontal  la 
tanjente  de  la  intersección.  La  determinación  de  estos  dos  pnutos  és 
mui  esencial,  para  trazar  la  cnrba  con  facilidad  y  exactitud,  sobre  los 
planos  de  proyección. 

240.  Construyamos  ahora  la  tanjente  de  la  intersección  en  un  punto 
cualquiera  de  ella  (jm,  m').  Este  punto  se  halla  sobre  la  arista  Mm;  y  el 
plano  lanjente  al  cilindro  en  toda  la  estension  de  esta  jeneratriz  tendrá 
por  traza  horizontal  a  la  tanjente  MT  a  la  base;  si  prolongamos  esta 
recta  hasta  que  corte  a  PQ  en  T,  este  será  ua  punto  de  la  ieterseccion 
del  plano  tanjente  con  el  plano  de  la  curba,  cuya  intersección  no  es 
otra  cosa  que  la  tanjeote  que  buscamos  (num.  213).  Luego  uniendo  el 
punto  de  contacto  (m,  ?»'),  que  es  ya  conocido,  con  el  punto  T  que  se  pro- 
yecta verticalmeate  en  T'  sobre  la  línea  de  tierra,  obtendremos  a  Tm  y 
TW  por  proyecciones  de  la  línea  pedida. 

24L  .  Abatimiento.  Para  hallar  la  intersección  en  su  verdadera  forma, 
abatamos  el  plano  PQR'  sobre  el  plano  horizontal,  haeiendo  jirar  al 
primero  al  rededor  de  su  traza  PQ;  hecho  esto,  hallemos  lo  que  sucede 
al  punto  arbitrario  (m,  m')  d^  la  curba.  Este  punto  no  saldrá  del  plano 
vertical  /nV,que  es  perpendicular  a  la  charnela;  y  como  la  distancia  mas 
corta  de  él  a  esta  recta  es  evidentemte  la  línea  (mV,  m'V),  no  tenemos 
mas  que  valuar,  sirviéndonos  del  procedimiento  del  niim^  17,  la  verda- 
dera lonjitud  d^  esta  línea,  y  trasladarla  en  seguida  desde  V  a  ft,  y  este 
último  punto  será  el  abatimiento  de  (m,  ni^).  Pero  observemos  que,  si 
se  ha  empleado  el  método  del  nüm.  2S8,  conoceremos  inmediatamente 
la  verdadera  lonjitud  que  buscamos»  porque  esta  evidentemente  es 
Vm";  de  modo  que  describiendo  con  esta  recta  por  radio»  un  arco  de 
círculo,  este  irá  a  cortar  a  la  línea  VM  en  el  punto  pedido  fx.  Así  mismo, 
los  arcos  de  círculo  descritos  con  los  radios  Ya"  e  Ye",  nos  darán  los 
puntos  a  y  y;  y  sirviéndonos  de  procedimientos  enteramente  iguales, 
obtendremos  la  curba  aM^i/^yd"  por  abatimiento  de  la  seceion  recta 
del  cilindro. 

242.  .  Como  la  tanjente  (mT,  m'T')  de  la  curba  primitiva,  tiene  su 
pie  T  situado  sobre  h  charnela  PQ,  este  punto  permanecerá  inmóvil 
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mientras  dura  el  movimiento  de  rotación;  y  como  el  punto  de  contacto 
(m,  m^)  se  ha  trasladado  a  f¿,  sigúese  de  aquí  que  T¡i  es  el  abatimientodo 
la  tanjente,cuya  línea  deberá  tocar  exactamente  a  la  curba  ay^jiSv*  ^^ 
el  punto  fz. 

243.  Desarrollo.  Hemos  demostrado  (núm.  166)  que,  entre  todas^ 
las  curbas  T^Zan^z^  trazadas  sobre  un  cilindro  cualquiera,  la  sección  orto- 
gonal era  la  única  que  despnes  de  efectuado  el  desarrollo  de  la  super- 
ficie, se  transformaba  en  línea  recta.  Por  consiguiente,  no  bastaba  en  él 
caso  presente  conocer  la  base  ABCD  del  cilindro,  para  estar  en  estada 
de  desarrollarle;  sino  que  es  preciso  conocer  la  sección  recta  '  (abcd, 
a'ftVd'),  y  aun  construir  el  abatimiento  aQy&  de  esta  curba,  con  el  objeto' 
de  poder  medir  cada  uno  de  los  arcos  e&{,  ^//,....  y  trasladar  sus  lonjitu- 
des  rectificadas  unas  a  continuación  de  otras,  sobre  una  misma  recta  (*). 
De  este  modo,  suponiendo  que  se  abre  elcilindro  a  lo  largo  de  la  arista 
A A'*,tdbiárémos  sobre  uña  recta  indefinida  xy  las  distancias 

y  levantaremos,  en  seguida,  por  todos  los  puntos  de  división  perpendi- 
culares indefinidas  a  la  recta  xy,  estas  serán  (nxxm.  161)  las  posicionos  d<$ 
las  jeneratrices  después  de  efectuado  el  desarrollo*  Para  hallar  en  se- 
guida la  curba  en  que  se  transforma,  por  esti^  operación»  la  base  i&« 
ferior  ABCD,  será  preciso  tomar  sobre  estas  perpendícUilaras,  IñB  lonji- 
tudes  de  las  diversas  porciones  de  jeneratrices  comprehendida^  entre  ea^ 
ta  base  y  la  sección  recta,  las  cuales  tienen  por  proyecciones  a 

.  (Afl,  AV),  (U  LT),  (M m,  MW),.... 

que  pueden  valuarse  por  el  procedimiento  del  núm.  17.  Pero  aun  aquí 
presentará  una  ventaja  sensible  el  método  del  núm.  238,  porque  nos 
dará  inmediatamente  por  valores  de  estas  lonjitudes,  las  siguientes  rec- 
tas abatidas 


(^J  Hemos  dicho  ya  que,  para  rectificar  un  arco  tal  como  el  aA,  es 
preciso  emplear  una  abertura  de  compás  que  esté  contenida  cierto  núme- 
ro de  veces  en  este  arco,  pero  que  sea  tan  pequeña  que  la  cuerda  qvs  di- 
cha abertura  reptesente^  se  confunda  sensiblemente  con  el  arco  parcial 
que  subtendor  esta  cuerda. 
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las  mismas  que  trasladaremos  sobre  el  desarrollo  a 

y  ]a  curba  Á^^L^M^BsC^DgA,,  que  pase  por  el  estremo  de  estas  rectas,  sc^ 
rá  la  transformada  de  la  base  ALMBCDA, 

La  transformada  de  la  base  superior  jeneralmente  se  obtendría'  to- 
mando sobre  las  perpendiculares  hxy  y  por  la  parte  «uperior  de  esta  lí- 
nea^  distancias  iguales  a  las  porciones  de  jeneratrices  comprehendidas 
entre  la  sección  recta  y  la  curba  A'X"M"B'\...;  pero  en  el  caso  presente^ 
en  que  las  dos  bases  son  paralelas,  son  también  constantes  las  lonjitudes 
totales  de  las  jeneratrices;  de  modo  que  bastará  valuar  la  magnitud  do 
una  sola  arista  (AA",  A'A'''),  cuya  magnitud  conocemos  ya  en  el  aba- 
timiento AAg  (íig.  60),  y  en  seguida  trasladaremos  esta  magnitud  cons- 
tante sobre  las  diversas  perpendiculares  a  xy^  partiendo  desdecios  pun- 
tos A^,  L2,  Mg,...  De  este  modo  hallaremos  por  transformada  de  la  base 
superior,  una  curba  A4L4M4C4A5  idéntica  con  AgLgMgCgA.,. 

244,  Observemos  ahora  que,  cuando  la  base  ABCD  del  cilindro  es 
un  círculo,  como  sucede  en  el  depurado  que  presentamos,  y  también 
una  elipse  que  tenga  uno  de  sus  ejes  IM)  perpendicular  a  lasjeneratrí^ 
c0Sy  la  sección  recta  será  una  elipse,  cuyos  ejes  serán  (W,  b*d^)  y  (ac^ 
aV),  Con  efecto,  como  el  plano  qtie  se  tirase  por  las  dos  aristas  BB"  y 
DD"  tendría,  por  hipótesis,  su  traza  horizontal  BD  paralela  a  PQ,  de- 
bería cortar  al  plano  PQR'  según  una  cuerda  {bd,  b^d*)  paralela  a  PQ; 
y  por  consiguiente,  esta  cuerda  seria  perpendicular  a  l^s  tanjentés  a  la 
curba  en  los  puntos  (¿,  i')  y  (á,á'),  porque  estas  tanjentés  se  hallan  en 
los  planos  verticales  BB"  y  DD".  Y  así,  la  cuerda  horizontal  (¿rf,  íW)  es 
necesariamente  un  diámetro  principal  y  o  un  eje  de  la  elipse  en  el  espa- 
cio, y  el  segundo  eje,  que  es  perpendicular  al  primero,  es  (ar,aV).  Pero 
es  preciso  observar  que,  estas  dos  rectas,  al  proyectarse  sobre  el  plano 
vertical,  no  permanecen  perpendiculares,  y  se  convierten  solamente  en 
diámetros  conjugados  de  (£Vc^d^\  en  tanto  que  continúan  siendo  los  ejes 
de  la  proyección  horizontal  abcd^ 

Después  de  echa  esta  advertencia,  si  cuidadosamente  se  han  tomado 
los  puntos  G  y  M,  E  y  L,.,.,  de  dos  en  dos  sobre  estas  paralelas  A  PQ, 
tendremos  que  la  sección  ortogonal  abatida  según  agyd,  estará  dividi- 
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da  por  las  jeneratríoes  en  arcos  iguales  y  simétricamente  ¡colocados  dé 
cuatro  en  cuatro;  de  modo  que  para  rectificar  esta  curba,  será  sufícieor 
te  que  solo  se  midan  los  tres  arcos  aA>  ^>  y  l^oy  y  trasladar  estas  lónji- 
tudes  cuatro  veces  seguidas  sobre  xy,  pero  trastornando  en  cada  serie 
el  orden  de  estos  áreos.  De  este  modelas  lonjitudes  de  las  porciones  de 
jeneratrices  nos  presentarán  relaciones  análogas»  que  nos  dispensarán 
no  hacer  uso  sino  de  la  primera  mitad  de  estas  rectas. 

245.  Para  obtener  la  tanjentede  la  transformada,  que  no  es  otra  co-  fic.60 
sa  que  la  misma  en  que  se  convierte  la  tanjente  primitiva  TM  de  la  ba-    ^  ^^* 
se  del  cilindro,  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  esta  superficie,  es 
preciso  recordemos  (níim.  162)  que,  en  esta  operación,   el  triángulo 
proyectado  sobre  MmT  permanece  invariable.  Pero  este  triángulo  es 
rectángulo  en  el  punto  (w,  m');  uno  de  los  lados  proyectados  sobre  Mm 

está  ya  trasladado  en  el  desarrollo  a  f^M^:  el  segundo  lado  Ttti  tiene  por 
verdadera  lonjitud  aTfc,  que  es  su  abatimiento:  luego  si  tomamos  sobre 
xy  la  distancia  figTgís^/zT,  y  tiramos  la  hipotenusa  TaM^,  esta  recta  será 
la  tanjente  en  el  punto  Mg  de  la  transformada. 

Supuesto  que  según  acabamos  de  decir  respecto  a  un  punto  cualquie- 
ra, permanece  el  mismo  el  ángulo  T^Mji^  formado  por  una  tanjente  y  la 
arista  correspondiente,  antes  y  después  del  desarrollo,  sigúese  que  en 
los  puntos  A2,  C2,  A3,  deberá  la  transformada  cortar  a  las  jeneratrices 
formando  ángulos  rectos;  porque  sobre  el  cilindro  primitivo,  la  tanjente 
en  los  puntos  A  y  C  de  la  base,  eran  evidentemente  perpendiculares  a 
las  jeneratrices  correspondientes. 

Problema  4.  Dados  que  sean  un  cono  recto  y  un  plano,  hallar:  1.  ® 
las  proyecciones  de  su  intersección;  2.^  el  abatimiento  de  esta  curba; 
3.  ^  el  desarrollo  del  cono  y  la  transformada  de  la  intersección^  así  co^ 
mo  también  las  tanjentes  a  estas  curbas. 

246.  Como  un  cono  recto  e^  una  superficie  de  revolución  enjondra- 
da  por  una  recta  que  encuentra  al  eje,  toda  sección  perpendicular  a  es- 
ta última  línea  será  un  círculo  ACBD,  que  miraremos  como  la  directriz 
o  la  base  del  cono,  y  cuyo  plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de 
proyección.  Si  el  cúspide  está  proyectado  en  (S,  S'),  tendremos  que  el 
contorno  aparente  del  cono  sobre  el  plano  vertical,  estará  formado  (núm. 
106)  por  las  dos  jeneratrices  S'A'  y  S'B',  que  corresponden  a  los  planos 
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tBnjeDtes.AA'S'  y  BB'S^  perpendicularea  al  pleno  vertical;  y  si  ademas 
^uimitimoB,  para  simplificar  un  poco  las  operaciones  gráficas,  que  se  ha 
elejido  este  de  modo  que  sea  perpendicular  ai  plana  seoantei  este  ultimo 
tésidná  por  trasas  líneas  tales  como  la  PQy  QR\ 

247.  Sentado  esto,  cortemds  al  plano  PQRyál  cono  con  planos 
iaiUB¡liares  que  todos  pasen  par  el  cúspide  (S,  8'),  y  que  sean  ademas  per- 
pendiculares al  plano  terticál.  Uno  de  estos  planos  ausillares  tendrá 
per  trazas  a  una  recta  tal  como  8!*F\  tirada  por  el  punto  B'  en  una  dir^c- 
4;ion  arbitraria»  y  a  otra  recta  F'KF  perpendicular  a  la  línea  de  tierra.  Y 
como  esta  última  traza  encuentra  a  la  base  ACBD  del  cono  en' dos  pun- 
tos F  y  K,  concluímos  de  aqui  que  las  jeneratrices  SF  y  SK  son  las 
isecciones  de  la  superficie  con  el  plano  ausilíar  S'F^F;  pero  cMao  este 
mismo  corta  al  plano  PQR',  según  una  recta  que  precisamente  es  per- 
pendicular al  plano  vertical,  y  está  proyectada  en  (M',  XNM)»  sigúese 
que  el  encuentro  de  esta  recta  con  las  dos  jeneratrices  nos  dará,  sobre 
el  plano  horizontal,  dospuntosM  y  N  de  la  curba  pedida,  los  cuales. es- 
tarán poyectados  verticalmente  en  M'. 

Repitiendo  esta  misma  consiriíccion  con  todos  los  demás  planos 
ausiliares,  obtendremos  puntos  de  la  intersección  en  tanto  numero  cuan- 
to queramos;  pero  pi^a  la.  operación  ulterior  del  desarrollo,  será  mui 
útil  que  hagamos  pasfur  las  trazas  horizontales  de  los  planos  ansiliared 
por  puntos  como  los  A,  £,  F,  C,....  que  dividan  al  círculo  en  arcos  igua- 
les* Entre  estos  planos  se  hallan  los  planos  tanjentes  AA'B'  y,BB'S',^ca-* 
da  uno  de  los  cuales  nos  producirá  un. punto  solo  (G,  G')  o  (UH^):  estos 
son  los  dos  véntices  de  la  intersección,  porque  vemos  fácilmente  que  la 
recta  (GH,  G'H'),  divide  en  dos  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  para- 
lelas a  MN,  y  forma  ángulos  rectos  con  todas  ellas;  de  modo  que  esta 
recta  es  un  eje  de  la  sección  cónica.  Esta  curba,  que  en  el  ejemplo  pre- 
sente es  una  elipse,  tiene  por  proyecciones  a  GLMHN  y  G^H** 
F16. 63.  24á«  El  método  precedente  no  nos  podrá  servir  para  hú\m  los  pun- 
tos de  la  intersección,  situados  «obre  las  dos  aristas  SC  y  SD,  que  se 
proyectan  verticalmente  9egun  el  eje  del  cono;  porque  en  este  caso,  las 
secciones  ausiliares  echas  en  esta  superficie  y  en  el  plano  PQR',  se  con- 
fundirán todas  en  el  plano  horizontal  con  la  recta  CSJ>.  Pero,  si  tiramos 
por  el  punto  F  mw  plano  secante  harizontalj  e$te  cortará  al  cono  segnn 
un  círculo,  cuyo  radio  será  ry'=sSV,  y  al  plano  dado  según  una  recta 
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(r,  CD);  por  consigaientei  el  encuentro  de  esta  línea  con  el  círculo^  cuyo 
radio  es  SV  sobre  el  plano  horizontal,  nos  dará  los  dos  puntos  pedidos 
lyJ.  . 

Podríamos  también  haber  empleado  este  segundo  procedimiento  para 
hallar  los  otros  puntos  de  intersección  del  cono  con  el  plano  PQR';  que 
ademas^  pudiera  servirnos  para  verificar  la  posición  de  los  puntos  en  que, 
siguiendo  el  primer  método,  tiene  lugar  el  encuentro  de  las  aristas  y  de 
las  rectas  que  forman  un  ángulo  mui  agudo. 

249.  La  tanjente  en  un  punto  cualquiera  de  la  curba  es  (núm.  213) 
la  intersección  del  plano  PQR'  con  el  plano  tanjente  al  cono  al  largo 
de  la  arista  SMF.  Pero  como  este  ultimo  tiene  por  traza  horizontal  la 
tanjente  FT  a  la  base  ACBD;  así  es  qoe  el  punto  T,  en  que  so  cortan 
las  rectas  FT  y  PQ,  es  un  punto  de  la  tanjente  que  buscamos,  y  este  mis- 
mo punto  es  también  su  traza  horizontal;  luego^por  ultimo,  «sta  tan- 
jente es  la  recta  (TM,  QM'). 

250.  Abatimiento.  Hagamos  jirar  €l  plano  PQR'  al  rededor  de  su 
traza  QR^  para  abatirlo  sobre  el  plano  vertical.  En  este  movimiento, 
la  recta  (MNX,  M'),  que  evidentemente  es  perpendicular  a  la  charnela, 
permanecerá  formando  ángulo  recto  con  este  eje  de  rotación,  y  tomará 
Ta  posición  Wm\  luego,  tomando  sobre  esta  ultima  línea,  las  distancias 

M'm=XM,  M'w=XN, 

obtendremos  para  los  abatimientos  de  M  y  N  los  puntos  my  n.  Todos 
ios  demás  puntos  se  hallarán  del  mismo  modo,  y  la  verdadera  magnitud 
ele  la  sección  será  ghnihn. 

Gomo  resultado  de  las  mismas  consideraciones,  veremos  claramente 
que,  el  pie  T  de  la  tanjente  TM  se  trasporta  a  una  distancia  Qí=QT, 
sobre  una  perpendicular  a  la  charnela  QR';  y  así,  uniendo  los  puntos 
¿  y  m,  tendremos  la  recta  tm^  que  deberá  UM:ar  en  m  a  la  curba  abatida 
glmh. 

/^51.  Desí^rrolh.  Sabemos  (num.  170)  que  cualqiera  superficie  cónica  ihg.63» 
es  desaroUable,y  que  en  esta  transformación,  las  jeneratrices  o  cualesquie* 
ra  pttries  de  es^as  rectas,  no  varían  de  lonjitud.  Luego,  en  el  caso  presente, 
en  que  el  cono  es  recto,  las  aristas  comprehendidas  desde  la  cúspide 
hasta  la  base  son  todas  iguales,  es  evidente  que  los  estremos  de  estas  rec- 
tas se  hallarán  situados,  después  del  desarrollo,  sobre  una  circunferencia 
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círculoqne  tendrá  pórcentroa  la  cúspide  del  cono,  y  cuyo  radio  será  igual 
a  S'A'.  Y  así,  elijamos  sobre  el  plano  en  que  se  quiere  ejecutar  el  de- 
sarolio,  un  punto  arbitrario  S";  y  con  un  radio  S"A"=S'A',  descríbame» 
un  círculo,  sobre  el  cual  tomaremos  un  arco  A''B"A"',  que  sea  una  frac- 
ción de  la  circunferencia  total,  espresada  por  la  razón  de  SA  a  S'A';  y 
en  seguida   tiremos  el  radio  A'"S";  echo  esto,  el  sector  S"A"B"A"' 
representará  exactamente  la  napa  inferior  del  cono  desarrollado  sobre 
el  plano  que  hemos  elejido.  En  cnanto  a  la  napa  superior,  haremos 
abstracción  de  ella,  porque  el  plano  PQR'  no  la  encuentra;  pero  en  otro 
ejemplo,  veremos  lo  que  es  preciso  hacer  respecto  a  esta  segunda  napa. 
252.     Para  obtener  ahora  la  transformada  de  la  intersección  (GLMH,. 
G'H'),  suponiendo  que  se  ha  abierto  el  cono  a  lo  largo  de  la  arista 
(SA,  S'A),  tomamos  sobre  la  circunferencia  A"B"A"V  que  es  la  trans- 
formada nrtisma  de  la  base  ACBI>,  arcos  tales  (*)  como 
A"E"=AE,  E"F"=EF,  F"C"=FC, 

en  seguida,  tiremos  los  radios  S"E",  S"F", sobre  los  cuales  será. 

preciso  tomar  lonjitudes  respectivamente  iguales  a  las  porciones  de  je- 
neratrices,  comprehendidas  entre  la  cúspide  y  los  diversos  puntos  de  la 
curba  (G.MH,  G'H).  Pero  si  se  considera  oí  punto  (M,  M'),  por  ejemplo,, 
situado  sobre  la  jeneratriz  (SF,  S'F'),  y  hacemos  jirar  esta  recta  al  re- 

(*)  En  el  casa  presente  no  se  trata  precisamente  de  rectificar  los 
arcos  AE,  EFy  sino  de  cambiarlos  en  arcos  de  radio  diferente  y  de  la 
misma  lonjitud  absoluta  que  los  arcos  jyrimititosí  Pero  si  empleamos- 
aberturas  de  compás  propias^para  representar  cuerdas  que  sensiblemente 
se  confundan  con  los  arcos  parciales  que  subtenden  en  el  círculo  ACBD^ 
p  trasladamos  en  siguida  estas  aberturas  de  compás  colocándolas  sobre 
la  circunferencia  A''B^'*A\  nos  aproximaremos  todavía  mas  a  la  verdad' 
que  si  las  colocásemos  sobre  una  línea  recta\  por  consiguiente j  el  procedí- 
wiento  es  el  mismo  que  el  empleado  payyirectificcMr  los  arcos  AE,  EF^.... 
Sin  etnbargo,  en  el  caso  actual ,  operaremos  con  mas  exactitud  y  facilidad, 
si,  como  lo  liemos  recomendado,  se  tuviese  cuidado  de  tomar  los  puntm  A,. 
Ey  Fy....  a  iguxildistanria  sobre  la  base  circular,  porqe  entonce» hastaria 
dividir  al  arco  total  ^''J8"^"  tfn  tantas  partes  iguales  cuantas  hubiese 
en  el  círculo  ACBD^        . 
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d^dor  del  eje,  hasta  que  llegué  a  ser  paralela  a1  plano  veKical,  ea  tév^ 
dente  que  irá  a  cpiBcidircon  la  arista  (SA,  S'A'),  en  tanto  que  el  punto 
M'  permanecerá  sobre  una  horizontal,  y  se  transportará  a  /z;  luego  en- 
tonces S'fi  será  la  verdadera  loaj i tud  de  la  recta  primitiva  (SM,  S'M'). 
Y  así,  después  de  haber  tirado  por  todos  los  puntos  S\  M',...*  horizan- 
cales,  será  precido  tomar  sobre  los  radíos  del  desarrollo  las  distancias 

S"G'*=S'G',  S"L''==:S'^  S''M"=S'/i,  S'1''=S'V', " 

y  la  curba  G"L"M'1"H''N^'G'''  será  la  transformada  de  la  sección  hecha 
en  el  cono  por  el  plano  dado  PQR'. 

253.  Esta  transformada,  considerada  en  sí  misma,  no  se  tetminaria 
bruscamente  en  los  puntos  G"  y.  G'",  sino  qne  se  prolongaría  presentan- 
do una  infinidad  de  ramas  iguales  a  G"H"G'^,  las  que  no  obstante  con- 
cluirían por  coincidir  exactemente,  siempre  que  la  razón  del  apotema 
S'A'  al  radio  SA  de  la  base  sea  un  numero  comensurable;  esto  mismo 
nos  lo  da  a  conocer,  bien  clartiitiente,  la  equacioh  de  esta  curba,  en  la 
cual  centra  una  función  circular  y  paiódica  (*).  Para  persuadirnos  sin- 


(*)  Para  obtener  esa  equacion  €71  coordenadas  polares^  representemos  nc.  03. 
por  Ri  hy  I,  ^Z  radio  de  la  base,  la  altura  y  la  apotema  del  cono;  sean 
ademas^^=rYla  altura  del  punto  {1\  S),  en  que  el  plano  FQR  corta 
aleje,  y  tú  el  ángulo  de  este  plano  con  el  horizonte  :  finalnente  llamemos 
f  ala  distancia  de  la  cúspide  a  un  punto  cualquiera  (M,  M')  de  la  curba, 
y  a  al  ángulo  ASF,  es  decir,  al  arco  que  mide  a  este  ángidom  uncircu- 
lo  cuyo  radio  es  la  unidad:  de  aquí  resulta  qe  el  arco  AFz=^Rol.  Con  estos 
datos  nos  será  mui  fácil  forman'  las  equaciones  del  plano  y  de  la  r^cta 
(SF,  ST'),  y  hallar, en  seguida,  la  distancia  que  hai  desde  la  cúspide  a 
su  punto  de  encuentro,  cuya  distancia  la  igualaremos  a  p\  pero  podemos 
conseguir  esto  mismo  con  mas  hrevedad  del  modo  siguierAe  : 

Ea  el  triángulo  fornmdo  por  .el  eje  del  cono  con  la  jcneratrtz{^F, 
S'F),  en  la  cual  se  halla  situado  el  punto  (M,  M')  y  cuya  altura  la  lia- 
marhnos  z,  tendremos  evidentemente  que 

h  :  h^ — "z  ::  1  :  p; 

enseguida,  en  el  triáguloS'F  Y  que  esta  proyección  vertical  del  preces 

or        k z 

dente,y  ehel  cualeslarecta  :\TO=z :--— = — '^-^,  hallaremos  que 

tanj.w      t(ii\j.«  '  ^ 
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téticamente  de  esta  circunstancia,  no  hai  mas  que  imajinanos  qne  el 
cono  está  envuelto  por  uha  superficie  flexible  que  le  ha  dado  un  número 
infinito  de  vueltas;  en  este  caso^  como  a  todas  las  napas  superpuestas 
las  ha  cortado  simultáneamente  el  plano  PQR',  al  desarrollarse  estas 
de  encima  del  cono,  producirán  una  infinidad  de  ramas  idénticas  que  se 
construirán  gráficamente  continuado  sobreponiendo  a  la  circunferencia 

A''B"A'",  y  al  otro  lado  del  punto  A"',  arcos  iguales  a  AE,  £F,  FC, 

con  radios  vectores  iguales  a  los  ya  empleados. 

254.  En  cuanto  a  la  tanjente  a  la  transformada  en  el  punto  M",  es 
preciso  recordemos  (núm.  170)  que  esta  recta  debe  ahora  formar  con 
S"F"  el  mismo  ángulo  que  formaba  primitivamente  la  tanjente  (MT, 
M'Q)  con  esta  jeneratñz;  y  como  esto  mismo  es  también  cierto  res- 

h  :  h — z  ::  jR  eos  a  : : ; 

tanj.cü 

n  en  seguida  eliminamos  a  z  entre  las  eqtuicianes  que  nos   dan  estas  do^ 
proposiciones,  nos  resultará 

1  (h-k)     

^    h — R  tanj.  ($>.  eos  a' 

Este  resultado  contiene  dos  variables  p  y  ol,  de  las  cuales  la  primera 
conserva  la  misma  magnitud  sobre  el  desarrollo  del  cono;  pero  en  este  ca- 
so el  ángulo  a  está  reemplazado  por  el  Cr"iSr'jíl!f'=9,  que  corresponde  en 
el  círculo  de  radio  1,  a  un  arco  A^P\  cuya  lonjitud  absoluta  iguala  a 
la  del  arco  AFen  el  círculo  cuyo  radio  es  R;  por  consiguientey  tendremos 
la  relación  Ra=10,  por  medio  de  la  cual  podremos  eliminar  a  adela 
equacion  precedente,  quefinalmente  es 

P-",    „     .         Te" 

h—R tanj,  (tt.  eos —• 
R 

Esta  equacion,  cuya  discusión  dejamos  al  lector,  representará  siempre 
a  la  transformada,  ya  sea  que  la  intersección  primitiva  sea  una  elipse, 
una  parábola  o  una  hipérbola,  advirtiendo  que  si  cd  varia  al  mismo  tiem- 
po que  k  permanece  constante,  tendremos  para  estos  tresjéneros,  que 

R  tanj.  ctí  <  b,  a=h,  o  finalmente  >  h. 
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pécto  a  la  tanjente  FT  a  la  base,  sígüese  de  aquí  qufe  el  triángulo  rectán- 
gulo proyectado  sobre  MFT  permanecerá  de  forma  invárioMe  cuando  se 
desarrollé  el  cono.  Y  como  uno  de  los  lados  de  este  triángulo  está  ya  es- 
presado en  el  desarrollo  por  M'T",  sigúese  que  si  le  levantajmos  una 
perpendicular  F'*T"=FT,  y  tiramos  la  recta  T'M",  esta  línea  deberá 
tocar  a  la  transformada  en  el  punto  M". 

También  resulta  del  principio  que  acabamos  de  citar,  que  la  curba 
debe  cortar  formando  ángulo  recto,  a  los  radios  vectores  correspondien- 
tes que  pasan  por  los  puntos  G",  H"  y  G"';  porque  en  lospuntos  primiti- 
vos (G,  G')  y  (H,  H')  eran  las  tanjentes  de  la  intersección  evidentemente 
perpendiculares  a  la  jeneratriz  del  cono. 

255.  Caso  en  que  la  sección  cónica  es  una  hipérbola.  Sea  siempre  fig.  64. 
ACBD  la  base  del  cono  recto,  y  A'S'i*,  B'S V,  las  aristas  que  forman  el 
contorno  aparente  de  esta  superficie  en  el  plano  vertical;  en  este  caso 
consideramos  las  dos  napas,  suponiéndolas  terminadas  en  dos  secciones 
horizontales  A' B',  a^b\  que  disten  igualmente  de  la  cúspide,  y  que  por 
consiguiente  produzcan  dos  círculos  que  ambos  se  proyecten  sobré 
ACBD.  En  cuanto  al  plano  secante,  dispongámosle  de  modo  que  corte 

las  dos  napas  del  cono;  suponiendo  siempre  que  el  planb  vertical  le  es 
perpendicular,  sus  trazas  serán  R'QyQP. 

256.  Podria  efectuarse  la  construcción  de  la  curba  de  intersección 
como  en  el  otro  caso,  por  medio  de  planos  ausiliares  tirados  por  la  cús- 
pide perpendicularmente  al  plano  vortical;  pero  en  razón  a  la  gran  obli- 
cuidad que  en  el  caso  presente  tienen  las  secciones  rectilíneas,  sera  mas 
exacto  valerse  de  los  planos  horizontales.  Según  esto,  sea  f¿'y'  uno  de 
estos  planos;  este  cortará  al  cono  según  un  círculo  que  se  proyectará  en 
fcMy,  y  al  plano  dado  según  una  recta  (M^,  XNM);  por  consiguiente, 
los  puntos  M  y  N,  comunes  a  estas  dos  secciones  sobre  el  plano  hori- 
zontal, pertenecerán  a  la  curba  pedida,  y  así  una  de  sus  ramas   el^ 
(PMGNI,QG'). 

La  otra  rama  (RLHKV,  H'R')  se  construirá  del  mismo  modo;  y  po- 
dremos emplear  una  sección  (^'y{'=f/'y',  que  nos  dará  dos  puntos  (LjL*) 
y(K',  L'),  proyectados  también  sobre  el  círculo  f¿My.  No  repetiremos 
aquí  lo  que  ya  hemos  dicho  en  él  problema  precedente,  sobre  los  vérti- 
ces y  la  construcción  de  la  tanjente;  pero  vamos  a  tratar  de  una  indaga- 
ción peculiar  al  caso  presente. 
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257.    Cuando  una  cnrba  admite  una  rama  infínita;  y  retiramos)  aobre 
ella,  cada  vez  mas  el  punto  de  contacto  de  una  tanjente,  eata  recta  varia 
de  situación,  y  algunas  veces  se  transporta  toda  ella  al  infínitQ,  al  mis- 
mo tiempo  que  el  punto  de   contacto;   esto   precisamente  es  lo  que  nos 
presenta  la  parábola  de  segundo  grado;  pero  en  otros  casos,  sucede  que 
esta  tanjente  variable  permanece  siempre  del  lado  de  acá  de  cierto  límir 
te  al  cual  no  llega  sino  cuando  el  punto  de  contacto  está  a  una  distancia 
infinita.  En  esto  caso  se  da  el  nombre  asíntota  al  límite  de  las  posicio- 
nes de  la  tanjente;  esta  propiedad  la  enunciamos  de  un  modo  abrevia- 
do, diciendo  que  la  aúntota-de  una  curba  es  la  tanjente  a  un  punto  de 
contacto  infinitamente  distante, 
FLG.B4.      258.     En  virtud  de  esto,  propongámonos  construir   las  asíntotas  de 
la  sección  dada  al  cono  con  el  plano  PQR\  El  punto  de  contacto'  de 
una  tanjente  de  esta  efipecie,  debe  estar  a  una  distancia  infinita,  y  por 
consiguiente,  estará  indispensablemente  situado  sobre  una  jeneratriz 
jjaralela  al  plano,  secante;  si  tiramos  por  la  cúspide,  y  paralelamente  a 
PQJR',un  plano  SVa  que  corte  al  cono  según  las  rectas  Sa,  Sg;  estas 
dos  aristas  serán  las  que  contienen  los  puntos  de  contacto   de  las  af^ín- 
totas.  Consideremos  la  primera  y  recordémonos  de  que  el  plano  que  to- 
ca al  cono  en  toda  la  lonjitud  de  la  jeneratriz  Sa,  por  mas  prolongada 
que  esté,  tiene  por  traza  horizontal  a  la  tanjente  a9  de  la  base;  luego  la 
asíntota,  que  debe  ser  (num.  213)  la  intersección  de  este  plano  tanjente 
con  el  plano  PQR',  pasara  por  el  punto  9  en  que  se  encuentran  sus 
trazas;  y  será  precisamente  la  recta  9a/ paralela  a  Sa,  porque  estos  pla- 
nos son  ambos  paralelos  a  esta  jeneratriz. 

Del  mismo  modo  construiremos  la  otra  asíntota  c^w,  que  será  paralela 
a  la  arista  S3;  y  las  dos  asíntotas  deberán  cortarse  en  un  punto  w,  que 
precisamente  estí^rá  situado  en  medio  del  eje  real  Gil,  es  decir,  en  el 
centro  de  la  curba, 

259.  Si  aplicamos  el  método  precedente  al  caso  de  una  sección  fwi- 
rabólica,  para  la  cnal  se  requiere  que  el  plano  PQR'  tenga  su  traza 
rertical  paralela  a  S'A',  hallaremos  que  las  dos  aristas  Say  Sg  se 
confundirán  con  SA;  de  i^nodo  que  siendo  esta  ultima  recta  la  única 
jeneratriz  del  cono  que  es  paralela  al  plano  secante  PQR',  la  sección 
tendrá:  también  una  rama  infinita;  pero  esta  no.  admitirá  asíntotas, 
porque  el  plano  PQR'  y  el  plano  tanjente  al  largo  de  SA,  que  deberiau 
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díir  esta  tahjente  por  medio  de  SU  intersección,  son  evidentemente  pa- 
ralelos entre  sí, 

260i  Abatimiento.  Esta  operación  se  efectuará  como  en  el  núrai  250, 
tomando  sobre  cada  recta  M'm,  perpendicular  a  la  traza  vertical  QR', 
las  distancias  M'm=XMy  Mw=XN.  En  cuanto  a  las  asíntotas,  trasla- 
daremos de  un  modo  semejante  sus  pies  9  y  y  a  O'  y  \^;  y  en  seguida 
uniremos  estos  últimos  puntos  con.  el  centro  (cü,  cu'),  que  está,  abati- 
do en  (tí". 

261^  Desarrollo.  Según  los  principios  que  hemos  recordado  en  el  ''«c.  64 
fi6m.  251,  será  preciso  describrir  desde  un  punto  arbitrario  S",  y  con  un 
radio  igual  al  apotema  S'A',  un  círculo,  y  sobre  este  tomaremos  un  arco 
B'^^A'^B*"  que  esté  con  la  circunferencia  total,  en  la  razón  de  SA  con  S'A'; 
y  el  sector  S"B"A"B"'  representará  el  desarrollo  de  la  uapa  inferior  del 
cono,  suponiendo  que  se  ha  abierto  esta  superficie  al  largo  de  la  arista 
(BSA,  B'SV).  Pero  como  la  napa  superior  se  desarrolla  al  mismo 
tiempo  que  la  primera,  y  por  un  movimiento  contrario  al  rededor  de 
la  cúspide,  que  podremos  considerar  como  inmóvil,  esta  segunda  napa 
aplanada  vendrá  a  ocupar  un  sector  S"a*'¿"a"'  igual  al  precedente,  cu- 
yos radios  estreñios  serán  las  prolongaciones  dé  S"B"  y  de  S"B'".  Para 
hacer  nías  sensible  la  distinción  de  estos  dos  sectores,  hemos  supuesto 
que  la  napa  superior  se  terminaba  en  un  círculo  a^b^fi^f  de  un  radio  un 
poco  menor  que  el  S"B*^  y  hemos  puntuado  las  partes  del  sector  infe- 
rior que  están  cubiertas  p'or  el  otro;  sin  embargo,  para  efectuar  las 
construcciones  de  que  vamos  a  hablar,  será  preciso  que  operemos  siem- 
pre sobre  el  círculo  primitivo  B"A"B'"¿''. 

262.  Sentado  esto,  tomaremos  sobre  el  radio  S"A*'  que  divide  en 
dos  partes  iguales  al  primer  sector,  la  distancia  S"G"=S'G',y  el  punto 
G"  será  la  posición  de  la  cúspide  (G',  G').  Tiraremos  en  seguida  por  un 
punto  cualquiera  (M,  M')  de  la  curba  la  jeneratriz  SMF,  cuya  posición 
S'T"  sobre  el  desarrollo,  la  obstendrémós  tomando  el  arco  A''F'=áLF; 
y  como  la  verdadera  distancia  que  hai  desde  la  cúspide  al  punto  (M,  M' 
es  igual  a  S'f¿'  (num.  252), si  tomamos  una  lonjitud  S"]Vr=Sy,  el  pun- 
to Masera  la  posición  actual  de  (M,  M').  Los  otros  puntos  se  determi- 
narán de  un  modo  enteramente  semejante,  y  la  transformada  de  la 
rama  inferior  de  la  sección  cónica  será  P^'M^G^N"!". 
£n  cuanto  a  la  otra  rama¿  estará  dividida  en  dos  partes  separadas^ 
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porque  el  vértice  (H,  H')  estaba  colocado  sobre  la  jeneratríz  B'SV^ 
según  la  cual  se  ha  abierto  el  cono,  y  esta  arista  se  ha  transportado  por 
una  parte  aS'V  y  por  la  otra  a  S"a"\  Por  consiguieme,  tomaremos  so- 
bre estas  últimas  rectas  dos  distancias  S"H"  y  S"H"'  iguales  a  S'H',  y  loa 
puntos  H" y  H"  serán  en  la  actualidad  las  posiciones  del  vértice  H'.  Ti- 
raremos en  seguida  por  un  punto  cualquiera  (L,  L')  de  esta  rama  la  je* 
neratriz  SLC,  cuya  posición  S"C"  en  el  desarrollo,  se  hallará  lomando 
el  arco  fl"C"=AC;  y  sobre  el  radio  S"C",  no  habrá,  por  último,  mas  que 
tomar  la  lonjitud  S"li"=SU',  que  es  la  verdadera  distancia  que  hai  des- 
de la  cúspide  al  punto  (L,  U).  Por  medio  de  operaciones  análogas,  ha- 
llaremos que  la  sección  dada  en  la  napa  superior  del  cono,  tiene  por 
transformada  a  las  dos  ramas  H"L"R"  y  H'"K"V",  a  las  cuales  deben 
cortar,  formando  ángulo  recto,  los  radios  S"a'"  y  S"a'". 
FIG.64      263.     Tratemos  ahora  de  volver  a  hallar  las  asíntotas  y  observeaxos 
^  ^^'  con  cuidado  que  no  estando  situadas  es/tas  rectas  sobre  k  superficie 
misma  del  cono,  sino  en  los  planos  que  la  tocan  al  largo  de  las  jeneratri- 
ces  S«  y  Sg,  conservarán  sus  posiciones  primitivas  con  respecto  a  estas 
aristas,  al  rededor  de  las  que  no  hacen  sino  jirar  los  planos  tanjentes^ 
cuando  se  desarrolrla  la.  superficie.  Por  consiguiente,  principiemos  por 
determinar  estas  aristas  en  el  desarrollo,  tomando  para  ello  los  arcos 
A"a"=Acaí,  A"S' =Ag,  y  tirando  los  radios  S'V  y  S"g";  tomaremos  en 
seguida  sobre  las  tanjeates  en  los  puntos  a '  y  6''  las  distancia^ 
a"9"=aG,  S"9"=6'>e,  y  las  rectas  9"0,  <p"0,  respectivamente  paralelas 
a  las  jeneratrices  S"a"  y  S"g",    serán  en  la  actualidad  las  posiciones 
de  las  asíntotas  primitivas. 

El  punto  O,  en  que  estas  reqtassc  cortan,  debe  hallarse  sobre  el  radio 
S''A"  a  causado  la  simetría  delascons4;ruccionesprecedeates,  efectua- 
das a  derecha  e  izquierda  de  este  radio;  pero  es  preciso  que  no  crea- 
mos que  este  punto  O  es  el  mismo  que  la  intersección  ci)  de  las  asínto- 
tas primitivas,  porque  estas  rectas  han  cambiado  de  posición  con  res* 
peeto  una  de  otra. 

Sin  embargo,  las  límeas  C"0  y  cp"0  deben  ser  asíntotas  relativamen- 
te a  las  diversas  ramas  de  la  transformada.  Con  efecto,  como  la  fwma 
de  esta  curba  debe  ser  siempre  la  misma,  sea  cual  fuere  el  plano  sobre 
que  se  desarrolle  el  cono,  podremos  concebir  que  este  desarrollo  se  lia 
efectuado  sobre  el  plano  quje  toca  al  cono  al  largo  de  la  arista  Sct;  en 
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cayo  caso  la  asíntota  Buí  que  se  halla  en  este  plano  ha  debido  pennane- 
cer  inmóvil,  lo  mismo  que  el  elemento  infinitamente  distante,  que  tenia 
común  con  la  hipérbola;  y  como  este  elemento  es  aun  común  a  la  recta 
S''0  y  a  la  transformada,  sigúese  que  esta  recta  es  una  asíntota  de 
la  rama  G''M'T'\  Haremos  el  mismo  raciocinio  respecto  a  las  otras  ra- 
mas; o  mas  bien,  este  resultado  no  es  sino  una  consecuencia  de  lo  mismo 
que  hemos  demostrado  respecto  a  una  tanjente  cualquiera  (niim.  170. 

264.  Sobre  el  punto  de  inflexión.  En  la  íig.  65,  la  rama  de  curba 
WYrVC\  que  priDcipia  por  volver  su  concavidad  acia  la  asíntota,  con- 
cluirá precisamente  por  presentar  su  convexidad  a  esta  especie  de  tan- 
jente; por  consiguiente,  debe  haber  en  ella  nn  punto  de  inflexión,  y  es  mui 
importante  pod^  señalar  el  sitio  en  que  tiene  lugar  esta  notable  circuns- 
tancia* Conseguiremos  esto,  apoyándonos  en  el  lema  siguiente  de  fácil 
demostración:  Siempre  que  una  recta  es  oblicua  a  un  plano,  el  ángulo 
agudo  que  forma  con  su  proyección  ortogonal  sobre  este  plano,  es  el 
mínimo  de  todos  los  que  esta  recta  forma  con  las  diferentes  líneas  tra- 
zadas por  su  pié  en  este  mismo  plano;  y  el  máximo  de  estos  ángulos  es 
el  que  la  misma  recta  forma  con  Ja  prolongación  de  su  proyección. 

Sentado  esto,  sea  PQR  el  plano  secante  y  ABMDEF  la  sección  que 
este  traza  en  el  cono  cuya  base  puede  ser  una  curba  cualquiera;  si  desde 
la  cúspide  S  bajamos  la  perpendicular  ST  al  plano  secante,  y  tiramos  por 
eu  pie  T  la  tanjente  TMD  a  la  sección,  decimos  que  en  el  punto  de  con- 
tacto M  se  orijinará  una  inflexión  en  la  transformada  de  la  curba 
ABMDEF.  Con  efecto,  dividamos  a  esta  en  elem'entosy  y  figurémonos 
que  se  ha  ejecutado  el  desarrollo  del  cono  sobre  el  plano  tanjente  STMP. 
En  este  caso,  el  ángulo  SMT,  que  es  mínimo  respecto  a  la  jeneratriz 
SM,  será  menor  que  el  SMB,  y  por  consiguiente,  el  lado  MB  tomará, 
después  del  desarrollo,  una  posición  MB'  colocada  mas  abajo  de  MT. 
En  seguida  de  esto,  y  respecto  a  la  jeneratriz  SD,  el  ángulo  máximo 
SDP  será  mayor  que  SDE;  luego,  después  del  desarrollo,  el  lado  DE 
ocupará  una  posición  DE'  situada  encima  de  DP.  Por  consiguiente,  la 
transformada  A'B'MDE'F'  presentará  claramente  una  inflexión  respecto 
a  su  tanjente  en  M,  que  es  prolongación  del  elemento  MD. 

Y  así,  en  el  depurado  64,  bajaremos  sobre  el  plana  secante  PQR'  la 
perpendicular  ST',  que  prolongaremos  hasta  qve  se  encuentre  con  el 
plano  a'¿'  déla  base  circular;  y  tirando  por  este  punto  de  encuentro  una 
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tanjentea  esta  circunferencia^  obtendremos  lajeneratrizdel  cono  sobre 
qne  está  situado  el  punto  de  inflexión,  lo  que  es  mui  suficiente  para 
hallar  la  posición  exacta  de  este  punto  en  el  desarrollo  de  la  fig.  65.  El 
mismo  método  se  aplicará  también  al  depurado  63,  en  que  la  transforma- 
da presenta  también  una  inflexión;  pero  no  existirá  este  punto  dngular, 
si  el  pié  de  la  perpendicular  bajada  de  la  cúspide  8\  cae  en  el  interior 
de  la  sección  elíptica. 

Problema  5.  Hallar  la  intersección  de  un  cono  cualquiera  con  un 
planoy  el  desarrollo  de  la  superficie  y  la  transformada  de  la  intersección* 

265.  Sea  cual  fuere  el  cono  de  que  tratamos  (supondremos  conocida 
en  él  la  traza  horizontal,  porque  ya  sabemos  construirla  prolongando  las 
jeneratrices  hasta  este  plano  fijo),  no  abrá  mas  que  cortar  a  esta  super- 
ficie y  al  plano  dado,  con  una  serie  de  planos  ausiliares  tirados  todos 
por  la  cúspide f  y  elej irlos,  si  queremos,  paralelos  a  la  traza  horizontal 
del  plano  secante.  En  este  caso,  cada  plano  ausiliar  producirá,  en  la» 
dos  superficies,  secciones  rectilíneas  que  serán  fáciles  de  hallar.  Creemos 
inútil  o  poco  necesario  el  agregar  a  esto  un  ejemplo,  cuando  el  mismo 
lector  puede  proponérselo;  hacemos  esto  con  tanta  mas  razón,  cuanto  que 
luego  hallaremos  construcciones  análogas,  en  cuestiones  mas  jenerales» 

266.  De  las  ramas  infinitas.  Para  conocer  si  la  sección  del  cono  con 
el  plano  dado  P  tiene  alguna  rama  de  este  jénero,  es  preciso,  en  jeneral, 
tirar  por  la  cúspide  un  plano  P'  paralelo  al  P,  y  examinar  si  la  traza  ho- 
rizontal del  plano  P'  encuentra  en  alguna  parte  a  la  base  del  cono. 
Cuando  estas  líneas  no  tengan  ningún  punto  común,  podremos  asegu- 
rar que  ninguna  de  las  jeneratrices  del  cono  es  paralela  al  plana  P,  y 
que  así  la  sección  no  tendrá  sino  ramas  cerradas.  Pero  si  la  traza  del 
plano  P'  corta  a  la  base  del  cono  en  uno  o  mas  puntos,  las  diversas  je- 
neratrices G,  G' que  terminen  en  estos  puntos  serán  evidentemen- 
te paralelas  al  plano  P,  y  desde  luego  no  encontrarán  a  este  sino 
al  infinito;  por  consiguiente,  la  sección  tendrá  otras  tantas  ramas 
infinitas. 

La  asíntota  de  la  rama  correspondiente  a  la  jeneratriz  G,  la  obten- 
dremos determinando  la  intersección  del  plano  P  con  el  plano  tanjente 
tirado  según  esta  jeneratriz  G.  Si  este  plano  tc^njente  coincidiese  con  P^ 
lo  que  tendrá  lugar  cuando  la  traza  horizontal  de  este  último  se  halle  ser 
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tanjente  a  la  base  dol  cono^  en  este  caso  decimos,  la  rama  infinita  carece- 
rá de  atíntotas. 

367.  Eu  cuanto  al  desarrollo  de  la  superficie  cónica,  será  preciso  di- 
vidir la  base  en  arcos  bastante  pequeños  para  que  sensiblemente  se  con- 
fundan con  las  cuerdas;  echo  esto,  mediremos  una  de  estas  cuerdas  y  las 
dos  aristas  que  terminan  en  sus  estremos,  y  con  estas  tres  rectas  po- 
dremos formar  sobre  un  plano  cualquiera,  un  triángulo  que  representa-  x 
rá  un  elemento  superficial  del  cono:  enseguida,  ya  continuación  de  este 
triángulo,  construiremos  del  mismo  modo  el  elemento  adyacente  que 
tendrá  un  lado  común  con  el  precedente;  y  continuado  lo  mismo,  obten- 
dremos todos  los  elespentos  del  cono  estendidos  sobre  un  plano,  lo  cual 
nos  dará  por  último  resultado  el  desarrollo  de  esta  superficie. 

Es  cierto  que  esta  marcha,  buena  en  teoría,  nos  daría  poca  exactitud  en 
la  práctica,  sobre  todo  si  las  operaciones  no  se  ejecutaban  con  mucha 
prolijidad;  porque  en  el  caso  que  nos  ocupa,  era  preciso  construir  una  se- 
rie de  triángulos,  en  los  cuales  uno  de  los  lados  es  estremadamente  pe- 
queño respecto  a  los  otros,  y  en  que  los  errores  parciales  pueden  acumu 
larse.  Sin  duda  ninguna,  sería  mas  ventajoso  conocer  de  antemano,  en 
el  desarrollo,  una  línea  recta  o  circuláh  sobre  la  cual  no  abria  mas  que 
tomar  arcos  determinados,  para  fijar  la  nueva  posición  de  lasjeneratríces. 
Esta  ventaja  se  obtiene  hallando  la  intersección  de  un  cono  con  una  es- 
fera concéntiíca;  pero  este  método,  que  esplicarémos  mas  adelante  (núm. 
330  y  331),  no  está  tampoco  e^rento  de  inconvenientes  bastantes  graves. 

Una  vez  efectuado  el  desarrollo  de  un  cono,  ya  sea  ])or  un  método  o 
por  otro,  construimos  en  él  la  transformada  de  una  sección  plana,  o 
la  de  cualqiera  otra  curba,  tomando  sobre  los  radios  del  desarrollo  lon- 
jitudes  iguales  a  las  que  hai  desde  la  cúspide  del  cono  a  los  diversos  pun- 
tos de  esta  curba,  según  lo  hemos  visto  en  el  número  252. 

Problema  6.  Construir  la  intersección  de  un  plano  con  una  super- 
ficie de  revolución. 

268.     Tomemos  por  ejemplo  el  toro^  de  que  hemos  hablado  ya  en  el  *''®-  ^• 
núm.  138^  que  tiene  por  meridiano  al  círculo  (A'B'C^B**,  AC),  que  jira 
al  rededor  de  la  vertical  (O,  O'^Z')  situada  en  su  ¡ilano;  en  seguida,  ha- 
llemos la  intersección  de  esta  superficie  con  el  plano  M^'T,  que  es  la 
panjtnte  en  el  punto  (M,  M')  de  la  napa  interior^  porque  hemos  notado 
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precedentemente  (núm.  138)  qae  los  planos  tanjentes  a  esta  napa  deben 
cortar  a  la  superficie. 

Empleemos  en  el  caso  presente  planos  aasíliares  qne  sean  horizonta- 
leS|  y  sea  F^K'N'  la  traza  vertical  de  uno  de  estos  planos.  Este  corta  al 
torosegun  dos  círculos  cuyos  radios  Bon  ON=rN'  y  OM=rK',  mientras 
que  su  intersección  con  el  piano  M'T'T  es  la  recta  (F^  Ff)  pei|iendi- 
cular  al  plano  vertical;  luego^  los  cuatro  puntos  F,  F'*\f\fy  en  que  esta 
recta  encuentra  a  los  dos  círculos^  pertenecen  a  la  curba  pedida.  Los 
otros  puntos  se  hallan  de  un  modo  enteramente  semejante;  pero  cuando^ 
lleguemos  a  los  paralemos  estremos  D"B"  y  D'B^  no  hallaremos  para 
cada  nno  de  ellos  sino  dos  puntos  G  y  g  o  H  y  A;  cuando  si  operamos 
sobre  el  plano  horizontal  VMX^  hallaremos  tres  puntos  R,  r  y  M,  de 
los  cuales  el  último  es  el  punto  en  que  las  ramas  de  la  curba  forman  un 
nudo.  En  virtud  de  esto^  la  intersección  que  buscamos  tiene  por  proyec- 
ciones a 

MHREFGE"MA^^í?*'M  y  G'IT. 

Hemos  puntuado  las  porciones  de  esta  curba  que  se  hallan  debajo  del 
equador  y  del  círculo  de  la  gargaQte,  porque  son  invisibles  sobre  el  plano 
horizontal;  y  sobre  este  mismo  plano,  debe  tocar  la  curba  a  estos  dos 
círculos  en  los  puntos  E,  E",  ^"y  e»  atendiendo  a  que  entonces  el  plano 
tanjente  del  toro  es  evidentemente  vertical,  y  que  así  la  tanjente  de  la 
curba  y  la  del  paralelo^  que  ambas  se  hallaa  en  este  plano,  se  confim- 
den  en  la  proyección  horizontal. 

269.  Hallemos  ahora  la  tanjente  deja  curba  en  un  punto  cualquiera 
(F,  F')y  y  como  esta  recta  debe  ser  (uúm*  213)  la  intersección  del  plano 
M'T'T  con  el  plano  tanjente  del  toro  en  el  punto  (F,  F'),  construyamos 
en  primer  lugar  este  último.  Según  el  método  jeneral  espuesto  núm. 
133  y  134,  es  preciso  trasladar  el  punto  dado  (F,  F')  al  meridiano  prin- 
cipal a  (N,  N'),  y  en  seguida  tirar  la  tanjente  PTP',  cuyo  pie  es  eviden- 
temente P;  en  seguida,  después  de  haber  referido  este  punto  P  a  n  so- 
bre la  traza  dei  meridiano  OF,  tiraremos  perpendicularmente.^  este 
meridiano  la  recta  fi6,  que  será  la  traza  horizontal  del  plano  tasjente  en 
el  punto  (F,  F')  del  toro.  Muí  fócil  im>8  sería  hallar  la  traza  vertical  de 
este  mismo  plano;  pero  esto  nos  es  aquí  inútil;  porque  el  punto  8,  en 
que  se  cortan  las  rectas  nO  y  T'T|  pertenece  patentemente  a  la  ioter-* 
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sección  del  plano  tánjante  con  el  plano  M*T'T,  o  bien  a  la  tanjente 
hallada,  que,  por  consiguiente,  es  la  recta  (OF,  T'F'). 

Este  método  es  insuficiente  para  obtener  la  tanjente  de  la  sección  en 
el  punto  singular  (M,  M'),  porqne  en  este  sitio  se  confunde  el  plano  de 
la  curba  con  el  plano  tanjente  al  toro;  pero  mas  adelante  ensenaremos 
(núm.  734)  a  efectuar  esta  interesante  investigación* 

270*  Para  obtener  la  curba  en  sus  verdaderas  dimensiones,  abatire- 
mos el  plano  M'T'T  haciéndole  jirar  al  rededor  de  su  traza  horizontal 
T'T,  y  un  punto  cualquiera,  tal  como  el  (F,  F'),  permanecerá  siempre 
sobre  una  perpendicular  a  la  charnela,  trasladándose  a  una  distancia  de 
esta  indicada  por  T'F'.  Por  consiguiente,  será  mui  fácil  hallar  el  aba^ 
timiento  de  la  sección,  la  que  no  hemos  ejecutado  aquí  con  el  fin  de 
dejar  leer  con  mas  claridad  las  construcciones  principales* 

Problema  7,  Intersección  de  un  plano  con  un  hiperboloide  de  revolu-- 
don  de  una  napa. 

271.  Sabemos  (num.  140)  que  esta  superficie  puede  enjendrarse 
por  una  hipérbola  que  jire  al  rededor  de  su  eje  ímajinario,  o  por  la  re- 
volución de  una  recta  móvil  al  rededor  de  otra  recta  fija,  cuyas  rectafi^ 
no  se  hallen  en  un  mismo  plano.  Si  partimos  de  la  primera  definición, 
nos  sería  conocida  la  meridiana,  y  nos  hallaríamos  exactamente  e«  e! 
mismo  caso  del  problema  del  núm.  268;  esta  es  la  razón  porque  haré-» 
mos  uso  del  otro  modo  de  jeaeracion  de  la  superficie,  y  representaremos 
la  recta  fija  por  (O,  0'2')^  y  la  recta  móvil  por  (AD,  A'D').  Suponemos  p,g.  68. 
que  esta  última  recta  esparalela  al  plano  vertical;  porque  siempre  será 
mui  fácil  reducirla  a  esta  posición  (núm.  149),  si  en  un  principio  se  le 
hubiese  dado  otra.  La  menor  distancia  entre  las  dos  rectas  es  la  hori» 
zontal  (OD,  D'),  que  describe  el  círculo  de  garganta  (XDY,  X'Y'),  y  el 
pie  (A,  A')  de  la  recta  móvil  recorre  el  círculo  AaB,  que  es  la  traza  ho- 
rizontal de  la  superficie.  Nos  limitaremos  aquí  a  este  corto  número  de 
datos  para  fijar  el  hiperboloide  en  cuestión,  sin  ejecutar  la  representa- 
ción gresca  de  esta  superficie  sobre  el  plano  vertical,  en  el  que  el  con-* 
torno  aparente  sería  una  hipérbola  (núm.  148);  y  a  fin  de  que  se  perciba 
mejor  la  curba  de  intersección  sobre  el  plano  horizontal,  reduciremos 
la  superficie  a  su  napa  inferior,  es  decir,  que  supondremos  que  la  recta 
móvil  se  termina  en  el  punto  (D,  D').  Finalmente,  recordaremos  que  la 
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jeneratriz  del  segundo  sistema  (rnim.  141)  es  (BD,  B'D'),  y  que  trasla- 
dando estas  dos  jeneratríces  paralelamente  a  sí  mismas^  a  las  posicio* 
nes  (D'A'j  Oa)  y  (D'B',  Oft),  producirán^  con  su  revolución  al  rededor 
del  eje  vertical,  el  cono  asíntota  (núm.  146),  cuya  base  será  el  círculo  ab, 
y  cuya  cúspide  (O,  D*)  coincidirá  con  el  centro  del  hiperboloide,  que 
no  es  otra  cosa  que  el  centro  del  círculo  de  garganta. 

272.  Sentado  esto,  sean  FQ  y  QR'  las  trazas  del  plano  secante  da- 
do, en  lo  cual  suponemos  que  el  plano  vertical  de  pr(^eccion  se  ha  ele* 
jido  de  modo  que  sea  perpendicular  a  este  plano  secante.  Para  hallar  su 
intersección  con  el  hiperboloide,  emplearemos  también  planos  ausiliares 
horizontales,  como  el  que  tiene  por  traza  vertical  a  (M'V).  Este  plano 
encontrará  a  la  jeneratriz  (AD,  A'D')  en  el  punto  (V,  Vj,  y  por  consi- 
guiente, corta  a  la  superficie  de  revolución  según  un  círculo  cuya  pro- 
yección horizontal  es  la  circunferencia  VM N  descrita  con  la  distancia  OV 
por  radio;  pero  este  mismo  plano  M 'V  corta  al  plano  dado  PQR',  según 
una  recta  (M',  IMN)  perpendicular  al  plano  vertical;  luego,  los  puntos 
M  y  N  comunes  a  esta  recta  y  al  círculo  precedente,  son  dos  puntos  de 
la  curba  pedida  sobre  el  plano  horizontal;  ademas,  ambos  están  proyec- 
tados verticalmente  en  M\  Tirando  otros  planos  ausiliares  paralelos  al 
M'V,  determinaremos  los  diversos  puntos  de  la  intersección,  que  según 
la  inclinación  del  plano  PQR'  puede  ser  una  elipse,  una  parábola,  una 
hipérbola  o  una  variedad  de  estas  curbas. 

273.  De  los  vértices.  La  recta  (OP,  R'Q),  que  manifístamente  divi- 
de en  dos  partes  iguales  formando  ángulo  recto  con  ellas  a  todas  las 
cuerdas  paralelas  a  MN,  es  precisamente  un  eje  de  la  curba,  sea  cual 
fuere  el  jénero  de  esta,  si  esta  curba  tiene  puntos  situados  sobre  este 
eje,  estos  serán  los  vértices,  y  es  mui  importante  obtenerlos  directamen- 
te. Para  conseguirlo,  será  preciso  hacer  jirar  la  jeneratriz  (AD,  A'D'), 
hasta  que  Jlegue  a  encontrar  a  la  (OP,  R'Q)  en  un  punto  G;  pero  si  por 
el  contrario  dejamos  inmóvil  a  la  primera  de  estas  líneas,  y  hacemos 
jirar  a  la  recta  (OP,  R'Q)  al  rededor  de  la  vertical  O,  a  quien  corta  en 
(O,  R'),  dicha  recta  irá  a  encontrar  a  la  jeneratiz  (AD,  A'D')  en  un 
punto  que  llamaremos  K,  y  que  evidentemente  se  hallará  sobre  el  mismo 
paralelo  en  que  habría  estado  situado  el  vértice  G;  pero  es  fácil  cons- 
truir al  punto  K,  que  es  la  intersección  de  la  recta  (AD,  A'D')  con  el 
cono  enjendrado  por  la  revolución  de  (OP,  R'Q);  porque  después  de 
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haber  descrito  el  circulo  con  el  radio  OF,  base  de  este  cono  ausüiar, 
tiraremos  por  la  cúspide  (O,  R')  y  por  la  jeneratriz  (AD,  A'D')  an  pla- 
no cuya  traza  horizontal  AG  hallaremos^  con  tirar  por  esta  cúspide  una 
paralela  (R'C,  00)  a  la  jeneratriz;  en  tal  caso^  como  esta  traza  AO 
cortará  al  círculo  OP  en  dos  puntos  F  y  E^  nos  dará  a  conocer  a  las  dos 
aristas  OF  y  OE  del  cono  ausilíar,  a  quienes  la  jeneratriz  (AD,  AH)') 
encuentra,  y  por  consiguiente^  tendremos  también  sus  puntos  de  sección 
K  y  L.  Ahora,  para  volver  de  estos  puntos  a  las  verdaderas  cúspides  G 
y  H,  describiremos  con  los  radios  OK  y  OL  dos  círculos,  cada  uno  de 
los  cuales  cortará  a  la  recta  OP,  sobre  el  plano  horizontal,  en  dos  pun- 
tos; pero  distinguírénaos  con  facilidad  cuál  de  ellos  está  verdaderamente 
situado  sobre  la  línea  indefinida  (OP,  R'Q^,  con  trazar  las  proyecciones 
verticales  K'G'  y  L'H'  de  estos  dos  círculos. 

Es  mui  conveniente  que  la  traza  del  depurado  la  principiemos  por  la 
construcción  de  las  cúspides;  porque  una  vez  determinados  estos  puntos, 
podremos  tirar  los  planos  ausiliares  como  el  M'V,  a  distancias  conve- 
nientes, y  ademas,  la  indagación  de  estas  cúspides  nos  dará  a  conocer 
el  jénero  de  la  sección,  según  vamos  a  esplican 

274  Discudon.  1.  ^  Si  la  traza  AC  corta  a  la  base  del  cono  atm-  fjo.  68. 
liar  descrito  por  la  recta  (OP,  R'Q),  y  nos  da  dos  aristas  OF  y  OE 
que  ambas  encuentren  a  la  jeneratriz  AD,  la  sección  nos  presenta-^ 
rá  dos  vértices  situados  sobre  (OP,  R'Q);  y  por  consiguiente,  esta 
curba  es  una  elipse  o  una  hipérbola  cuya  eje  real  es  esta  misma  recta.  Es- 
tos dos  casos  se  distinguirán  fácilmente  uno  de  otro,  con  examinar  si  un 
plano  cualquiera  M'V  tirado  entre  los  puntos  (G,  G')  y  (H,  H')  da,  o  no, 
algún  punto  de  la  curba.  Ademas  de  esto,  cuando  la  sección  sea  elíptica, 
obtendremos  el  segundo  eje  haciendo  pasar  un  plano  horizontal  por  el 
medio  (cú,  t»!)  del  intervalo  de  los  dos  vértices. 

2.  ^  Si  de  las  dos  aristas  OF  y  OE,  una  es  paralela  a  la  jeneratriz 
DA,  resulta  que  uno  de  los  vértices  se  halla  a  una  distancia  infinita,  y  la 
sección  es  una  parábola  que  siempre  tiene  por  eje  a  la  recta  indefinida 

(op,Ra). 

3.  ^  Cuando  la  traza  AC  sea  tanjente  al  círculo  del  radio  OP,  las 
dos  aristas  OF  y  OE  se  confundirán  en  únasela  recta:  y  el  punto  en  que 
corteala  jenerairiz  AD,  después  de  trasladado  a  la  recta  OP,  nos  dará  el 
vértice  único  de  la  sección  que  se  reduce  entonces  al  sistema  de  dos  rectas. 


Digitized  by 


Google 


168  LIBRO  IV.  INTKR8SCCI0NEB  ftE   %VTZ1ifíCtU, 

Podríamos  justificar  esta  aserción  observando  que  una  hipérbola  cuyos 
dos  vértices  se  reúnen,  se  reduce  a  sus  asíntotas;  pero  ademas,  si  no» 
tomamos  el  trabajo  de  construir  el  depurado  relativo  a  la  hipérbola  que 
nos  ocupa,  reconoceremos  que  el  plano  AC  tirado  por  la  cúspide  del 
cono  aimliary  es  entonces  tanjente  a  este  cono,  lo  mismo  que  también  lo 
es  el  PQR';  de  modo  que  estos  dos  planos  que  coincidirían  si  se  hiciese 
jirar  uno  de  ellos  al  rededor  de  la  vertical  O,  deben  producir  en  el  hiper- 
boloide de  revolución,  las  secciones  indicadas.  Pero  como  el  plano  AC 
contiene  ya  a  una  jeneratríz  DA,  no  puede  cortar  de  nuevo  a  la  super- 
ficie de  segundo  grado,  sino  según  otra  sección  rectilínea^  proyectada 
también  sobre  una  tanjente  al  círculo  de  la  garganta  (núm.  141);  luego 
así  mismo  el  plano  PQR'  producirá  en  el  hi]>erboloide  una  sección  com- 
puesta de  dos  rectas  análogas  a  las  precedentes,  que  se  cortarán  en  el 
punto  haHado  por  única  cúspide  sobre  la  recta  (OP,  R'Q).  Ademas,  en 
este  punto,  será  el  plano  PQR'  tanjente  (núm,  142)  al  hiperboloide. 

En  el  caso  muí  particular  en  que  la  recta  según  que  se  reúnen  las 
dos  aristas  OFyOE,  fuese  paralela  a  DA,  el  plano  PQR' cortaría  al 
hiperboloide  según  dos  jeneratrices  paralelas  entre  sí,  y  no  sería  ya  pla- 
no tanjente  a  la  superficie,  sino  en  un  punto  infinitamente  distante. 

4.  ^  Finalmente,  si  la  traza  AC  no  encuentra  absolutamente  al  cír- 
culo cuyo  radio  es  OP,  no  hai  ningún  vértice  real  sobre  (OP,  R'Q),  y  la 
sección  es  en  este  caso  una  hipérbola  de  la  que  esta  recta  es  el  eje  ima- 
jinarío.  En  este  caso,  la  curba  se  construye  siempre  como  en  el  núm. 
272;  pero  para  hallar  el  centro^  y  por  consiguiente,  el  eje  real,  será  pre- 
ciso recurrir  a  las  asíntotas,  de  las  cuales  hablaremos  mui  pronto;  o  bien, 
y  esto  es  mas  sencillo,  tomaremos  el  medio  tt>'  del  intervalo  de  los  dos 
puntos  y'  y  fi'  en  que  el  plano  JPQR'  corta  a  las  aristas  D'B'  y  D'A'  del 
cono  asíntota.  Esta  regla  está  fundada  en  que  siendo  semejantes  y 
concéntricas  esta  superficie  y  el  hiperboloide,  deben  ser  cortadas  por  el 
plano  PQR'  según  dos  curbas  que  tendrán  un  centro  común  f  núm.  147^. 
Pero  respecto  a  la  sección  cansada  en  el  cono  asíntota,  hemos  visto 
(núm.  247)  que  estaban  proyectados  los  dos  vértices,  sobre  el  plano  ver- 
tical, en  y'  y  f¿';  por  consiguiente,  el  medio  t^'  de  la  distancia  y^fe',  es  a  un 
mismo  tiempo  el  centro  de  la  sección  cónica  y  el  de  la  sección  producid 
da  en  el  hiperboloide.  Solo  nos  resta  proyectar  este  punto  a  cd,  sobre  la 
línea  OP,  que  ya  sabemos  es  un  eje  de  la  curba;  el  plano  horizontal  tirado 
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por  este  punto  nos  dará  el  modo  de  hallar  los  dos  vértices  reales  por  el 
método  del  num.  272. 

275«  Para  obtener  la  tanjente  en  un  punto  (malquiera  M  de  la  sec-  ^^^' 
cion  producida  por  el  plano  PQR',  es  preciso  hallar  la  intersección  de 
este  plano  con  el  que  toca  al  hipeii>oloide  en  M.  Y  como  este  último 
está  determinado  (núm.  142)  por  las  dos  jeneratrices  rectilíneas  que 
pasan  por  este  punto ;  y  como  también  sabemos  (núm.  141^  que  sus 
proyecciones  horizontales  se  obtienen  tirando  las  tanjentes  a^lVIda  y  SMd" 
al  circulo  de  la  garganta,  sígnese  por  consecuencia  que  los  dos  puntos 
«9  y  6,  en  que  estas  jeneratrices  cortan  al  círculo  O  A,  que  es  la  traza 
horizontal  del  hiperboloi(ie,  pertenecerán  precisamente  a  la  traza  del 
plano  que  buscamos ;  por  consiguiente,  esta  traza  será  la  recta  asgT, 
que  por  medio  de  su  encuentro  con  PQ,  nos  dará  el  pie  T  de  la  tan- 
jente TM,  que  se  trata  de  construir. 

En  verdad  que  las  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta  tiradas  por  el 
pwto  M,  cortarán  al  círculo  OA  en  cuatro  puntos;  pero  no  debemos 
combinar  entre  sí  sino  los  dos  que  a  un  mismo  tiempo  se  hallen  del 
lado  de  acá  o  de  allá  de  los  puntos  de  contacto  &  y  d%  relativamente  al 
punto  M;  porque  las  dos  jeneratrices  que  bascamos  deben  cortarse  en 
M,  y  por  consiguiente  (nám«  143J  no  podrán  pertenecer  aí  mismo  sis- 
tema, lo  que  sucedería  evidentemente  con  las  rectas  et^^s  y  oc^f  cisí  como 
también  con  las  &&  y  Si^2*  Según  esto,  la  incertidumbre  que  nos  podrá 
quedar,  consistirá  en  saber  si  debemos  combinar  las  dos  rectas  ce^ds  y 
6d|  o  las  otras  dos  ad  y  Sí^¿  pero  respecto  a  estas  últimas  que  tienen 
BUS  estremidades  inferiores  en  a  y  g^»  tendremos  que,  evidentemente,  el 
punto  de  sección  proyectado  en  M  se  hallará  encima  del  círculo  de  la 
garganta,  mientras  que  el  punto  (M ,  M '^,  que  es  el  que  consideramos 
aquí,  está  sobre  la  napa  inferior  del  hiperboloide;  luego,  es  también 
preciso  desechar  este  segundo  par  de  jeneratrices,  que  debería  solo 
conservarse  en  un  depurado  en  que  el  punto  considerado  M  estuviese 
colocado  sobre  la  napa  superior  de  la  superficie. 

276.  Abatimiento.  Hagamos  jirar  al  plano  PQR'  al  rededor  de  su 
traza  QR',  para  abatirlo  sobre  el  plano  vertical.  En  este  movimiento, 
la  horizontal  (M',IMN)  permanecerá  perpendicular  a  la  chamela,  y  se 
convertirá  en  M'mn,  sobre  cuya  recta  tomaremos  las  distancias  M'm  = 
IM  y  M'n=IN;  de  este  modo,  tendremos  dos  puntos  my  nde\a  curba 
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abatída.  Los  otros  puntos  se  obtendrán  de  un  modo  semejante,  así  co- 
mo también  hallaremos  la  tanjente,  cuyo  pie  T  se  trasladará  a  i  y  se 
convertirá  en  ¿m. 

Como  la  superficie  de  que  tratamos  es  gausa^  como  lo  hemos  demos- 
trado en  el  nám.  145,  no  podrá  cumplir  con  la  condición  esencial  dek 
num.  179,  y  por  consiguiente  no  tiene  lugar  la  cuestión  de  hallar  sa 
desarrollo.  Observemos  también  que  todas  las  operaciones  precedente» 
se  efectuarían  de  un  modo  enteramente  análogo,  si  el  plano  secante 
PQR'  fuese  oblicuo  al  plano  vertical  de  proyección,  y  también  aun  cuan- 
do señalásemos  a  la  jeneratríz  (AD,  A'D')  una  posición  cualquiera;  in- 
vitamos a  los  lectores  hagan  algún  ejercicio  con  estos  datos. 
FiG.  68.  277.  D£  LAS  RABftAS  mpiNiTAs.  Els  muí  importante  saber  conocer 
a  priari  si  la  sección  del  hiperboloide  con  un  plano  cualquiera  PQR' 
presenta  o  no  ramas  infinitas.  Al  efecto,  es  preciso  tirar  por  el  centro 
(O,  D')  del  circulo  de  la  garganta  una  paralela  a  la  jeneratríz  (AD,  A'D'), 
y  trazar  la  circunferencia  ah,  que  describe  el  pie  (a,  A')  de  esta  para^ 
lela,  cuando  jira  al  rededor  del  eje  vertical  O  para  enjendrar  el  cono 
asíntota;  y  como  sabemos  (núm.  146)  que  todas  las  aristas  de  este  cono 
son  respectivamente  paralelas  a  las  diferentes  jeneratrices  del  hiperbo- 
loide, ño  habrá  mas  que  tinar  por  la  cúspide  (O,  D')  un  plano  tt  paralelo 
a  PQR',  y  ver  si  este  plano  ir  contiene  alguna  arista  de  eista  superficie 
cónica. 

1.  ^  Cuando  la  traza  horizontal  del  plano  tt  no  enctientra  a  la  base 
del  cono  asíntota,  no  abrá  ninguna  arista  del  cono,  y  por  consiguiente 
ninguna  jeneratríz  del  hiperboloide  que  sea  paralela  al  plano  dado 
PQR^;  luego,  ningún  punto  de  la  sección  producida  por  este  último 
plano,  podrá  estar  situado  al  infinito,  }  desde  luego  esta  sección  será 
cerrada  y  elíptica. 

2.  ^  Cuando  el  plano  n  corte  a  la  base  del  cono  asíntota  en  dos  pun- 
tos, habrá  sobre  este  cono  dos  aristas,  y  sobre  el  hiperboloide  de  do» 
pares  de  jeneratrices,  que  ser^  paralelas  al  plano  FQR';  luego,  la  sec- 
ción causada  por  este  último  plano  en  el  hiperbdloide,  noa  presentará 
dos  ramas  infinitas,  y  será  una  hipérbola.  Ademas,  cada  uno  de  estos 
dos  pares  de  jeneratrices,  compuesto  de  dos  rectas  paralelas,  determi- 
nará un  plano  que  será  tanjente  al  hiperboloide  (núm  153)  en  el  punto 
infinitamente  distante  del  encuentro  de  estas  líneas;  por  consiguiente»  la 
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intersección  de  este  plano  tanjente  aúntótica  ^con  el  plano  dado  PQR', 
será  la  que  nos  dará  la  asíntota  de  la  rama  correspondiente.  Todo  esto 
rse  aclarará  con  el  ejemplo  del  nám.  278. 

3.  ^  Por  ultimo,  si  el  piano  tt  no  hace  mas  que  tocar  a  la  base  del 
'cono  asíntota,  no  habrá  sobre  este  cono  sino  ana  sola  arista,  y  sobre  el 
hiperboloide  un  solo  par  de  jeneratrices  qe  sean  paralelas  al  plano 
dado  PQR^;  luego,  la  sección  no  dará  sino  tma  rama  infinita^  y  será 
una  parábola.  Ademas,  esta  curba  no  tendrá  asíntotas,  porque  el  plano 
tanjente  tirado  por  estas  dos  jeneratrices  será  paralelo  al  plano  PQR', 
como  lo  veremos  claramente  en  el  num.  281. 

278.  Apliquemos  estas  reglas  al  caso  del  depurado  69,  en  que  la  ^lo.e^. 
jeneratriz  ( ADB,  A'D'A")  está  prolongada  tanto  para  arriba  como  para 
abajo  del  círculo  de  la  garganta  (XDY,  X'Y'),  con  el  objeto  de  limitar 
la  superficie  en  dos  círculos  iguales  A'B^  y  A"B",  proyectados  hori- 
zontalmente  sobre  AZBS.  La  jeneratriz  del  segundo  sistema  sería 
(BDA,  B'D'B");  y  estas  dos  jeneratrices,  transportadas  paralelamente 
al  centro  (O,  D'),  determinarían  el  cono  asíntota  que  tiene  por  base  al 
círculo  cuyo  radio  es  Oa.  Adéteas,  así  como  lo  hemos  hecho  en  el  de- 
purado  precedente,  no  nos  contraeremos  a  ejecutar  la  representación 
gráfica  del  hiperboloide  sobre  el  plano  vertical,  en  el  que  no  habrá  sino 
líneas  aisladas  que  todas  serán  visibles;  solo  sobre  el  plano  horizontal 
es  donde  espresarémos  la  forma  de  la  superficie,  representando  por  pon* 
tuaciones  diferentes  las  partes  visibles  y  las  partes  ocultas.  £n  cuanto 
al  plano  secante,  estamos  convencidos  (num.  108)  que  convendrá  su- 
ponerlo como  no  existente,  después  de  baber  cortado  a  la  superficie,  no 
dejando  de  él  sino  las  trazas  PQ  y  QR'. 

Sentado  esto,  si  tiramos  por  la  cúspide  (O^  D')  del  cono  asíntota  nn 
plano  D'F'F  paralelo  a  PQR',  veremos  que  este  corta  al  círculo  Oa  en  dos 
puntos  y  al  cono  asíntota  según  dos  aristas  proyectadas  en  OF  y  OE. 
Luego,  si  no  consideramos  ahora  sino  la  primera  OF,  y  le  tiramos  dos 
paralelas  da  y  ¿g,  que  sean  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta,  estas 
serán  dos  jeneratrices  del  hiperboloide,  que  tío  irán  a  encontrar  al  pla- 
no PQR'  sino  al  infinito,  y  que  anunciarán  la  existencia  de  una  rama 
infinitamente  prolongada.  Para  obtener  la  asíntota,  observaremos  que 
debiendo  contener  el  plano  tanjente  del  hiperboloide  en  este  punto  in- 
finitamente distante  (núm,  15S)  a  las  dos  jeneratrices  ad  y  ée»  que  se 
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cortan  en  este  punto^  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  recta  a6;  y  come» 
este  plano  debe  per  sa  intersección  con  el  plano  PQR'  darnos  la  asín-  i 

tota  pedida,  esta  línea  será  evidentemente  paralela  a  ai.  Luego,  si  ti- 
ramos por  el  panto  9,  en  que  se  cortan  las  trazas  FQ  y  ag,  la  recta  6a;, 
paralela  a  a&j  esta  será  la  asíntota  que  se  trata  de  construir. 

279«  Podríamos  repetir  construcciones  semejantes,  respecto  a  la  se- 
gunda rama  infinita  que  está  indicada  por  la  otra  arista  OE  del  cono 
asíntota;  pero  debemos  notar  que  en  la  operación  anterior,  el  plano  dog 
que  tocaba  al  hiperboloide  a  una  distancia  infinita  sobre  la  jeneratriz 
da,  era  él  mismo  tanjente  al  cano  asíntota  según  la  arista  OF.  Con 
efecto,  este  plano  contiene  al  diámetro  dOe  del  círculo  de  la  garganta, 
y  por  consiguiente  a  la  arista  OF;  luego,  su  traza  ¡lasará  por  el  punto 
F  y  será  evidentemente  perpendicular  al  radio  OF.  Según  esta  obser- 
vación, será  suficiente  tiraral  círculo  del  radio  OE,  la  tanjente  Ef  que 
por  su  encuentro  con  FQ^  nos  dará  el  punto  ?  por  el  cual  deberemos 
tirar  la  asíntota  <p(ü  paralela  a  OE.  Esta  segunda  asíntota  deberá  cortar 
a  la  primera  en  un  punto  ta  que  esté  situado  sobre  la  recta  OF^  porque 
esta  es  siempre  (núm.  273)  un  eje  de  la  cnrba. 

280.  Si  no  quisiéramos  emplear  sino  una  sola  de  las  dos  jeneratrices 
da  o  eS  que  van  a  terminar  en  el  punto  de  contacto  de  la  asíntota,  po-  ' 
dríamos  apoyarnos  en  que  siendo  la  superficie  de  revolución,  debe  el  pla- 
no tanjente  ser  perpendicular  al  plano  meridiano  que  pasa  por  el  punto 
de  contacto  (num.  129).  Fero  en  el  caso  presente,  este  punto  está  situado 
sobre  a&  a  una  distancia  infinita;  luego  el  meridiano  correspondiente  es 
el  plano  vertical  OF  paralelo  a  ad;  y  así  el  plano  tanjente  que  buscamos 
tendrá  por  traza  horizontal  auna  recta  perpendicular  a  OF  tirada  des- 
de el  punto  a,  lo  cual  nos  volvería  a  dar  a  la  línea  al  hallada  ya  por  el  otro 
modo. 

281.  Si  el  plano  D'FT  tirado  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  para- 
lemente  a  FCtR'»  tocase  a  este  cono  según  una  sola  arista,  es  decir,  sj 
tuviese  la  posición  D'B'¿,  vemos  claramente  (núm.  279)  que  él  mismo 
sería  tanjente  al  hiperboloide  en  el  punto  infinitamente  distante  coloca- 
do sobre  la  jeneratriz  (BD,  B'D');  pero  ya  que  este  plano  tanjente  es  tam- 
bién paralelo  a  FQRVtoda  su  intersección  estaría  transportado  al  infi- 
nito; de  modo  que  la  cúrba  de  intersección  nos  daría  también  una  rama 
infinita,  pero  que  tio  tendría  asíntota. 
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282,  Efectuemos  ahora  la  traza  de  la  cnrba  según  la  cual  el  plano  pig.  68. 
PQR'  corta  al  hiperboloide,  y  en  primer  lugar  hallemos  los  vértices  situei- 

dos  sobre  el  eje  (OP,  R'Q).  Hemos  visto  (nám.  27^)  que  para  esto  era 
preciso  tirar  la  recta  (R'C,  OC)  paralela  a  la  jeneratnz  (AD,  A'D'),  y 
unir  los  puntos  C  y  A;  pero  como  la  traza  C  A  no  encuentra  en  este  caso 
al  círculo  cuyo  radio  es  OP,  debemos  concluir  de  aquí  que  no  hai  ningún 
vértice  real  sobre  el  eje  de  que  tratamos,  y  que  la  sección  es  una  hipér- 
bola cuyo  ^*«¿ma;¿nar¿o  es  la  línea  (OP,  R'Q).  En  tal  caso,  determina- 
remos el  centro  proyectando  el  punto  de  encuentro  cu  de  las  dos  asíntotas 
sobre  la  línea  R'Q  en  ea';  o  sino  (num.  274)  tomaremos  el  medio  o)*  del 
intervalo  de  los  dos  puntos  y'  y  v)',  en  que  el  plano  PQR'  corta  a  las  dos 
aristas  estremas  del  cono  asíntota;  y  dando  en  seguida,  por  este  punto 
is)\  una  sección  horizontal,  según  el  método  núm.  272,  obtendremos  los 
dos  vértices  reales  G  y  H.  Este  mismo  método  aplicado  a  otros  planos 
horizontales,  como  los  M' V  y  V"W",  que  sería  bueno  elijiésemos  de  mo- 
do que  nos  diesen  secciones  iguales  en  las  dos  napas,  nos  dará  nuevos  . 
puntos  M  y  N,  fc  y  2/  de  la  curba  que  buscamos.  Ademas,  esta  línea  de- 
berá pasar  evidentemente  por  los  puntos  T  y  S,  en  que  el  círculo  ABS 
es  encontrado  por  la  traza  PQ  del  plano  secante,  así  como  también  por 
los  puntos  (Z,  Z')  y  (U,  Z'),  en  que  este  mismo  plano  corta  al  círculo 
superior  A^'B". 

Ea  fin,  como  el  plano  PQR'  encuentra  al  círculo  de  la  garganta  X'Y* 
en  dos  puntos  que  se  proyectan  verticalmente  en  L',  concluiremos  de 
aquí  sus  proyecciones  horizontales  L  y  K,  en  las  cnales  deberán  tocarse 
este  círculo  y  la  hipérbola  sobre  el  plano  horizontal.  Con  efecto,  aun 
cuando  las  tanjentes  de  estas  dos  curbas  son,  en  el  espacio,  mui  diferen- 
tes una  de  otra,  ambas  se  hallan  en  el  plano  tanjente  del  hiperboloide, 
que  respecto  a  cada  punto  del  círculo  de  la  garganta  es  evidentemente 
vertical;  de  donde  resulta  que  las  proyecciones  horizontales  de  estas  dos 
tanjentes  necesariamente  se  confundirán. 

En  cuanto  a  la  tanjente  a  la  sección  en  un  punto  cualquiera  (M,M'), 
su  construcción  se  efectuaría  por  los  mismos  medios  que  en  el  núm.  275. 

283.  Abatimiento.  Esta  operación  la  efectuaremos  como  en  el  de- 
purado precedente,  haciendo  jirar  el  plano  PQR'  al  rededor  de  su  traza 
vertical  QR',  y  tomando,  sobre  perpendicular  esa  esta  chámalo,  las  dis- 
tancias M'7ll=lM,  M'»SS:IN.„t 
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En  cuanto  a  las  asíntotas,  abatiremos  del  mismo  modo  el  centro  (co,  (tí) 
a  cü";  y  trasladando^  en  seguida  los  puntos  ?  y  6  a  <p"  y  9",  hallaremos  a 
<f'V'  y  6'V'  por  asíntotas  de  la  curba  abatida. 

Problema  8.  Intersección  de  una  recta  con  un  hiperboloide  de  revolu- 
ción de  una  napa. 

FIO.  66.  284.  Colocamos  aquí  este  problema»  porque  no  es  sino  una  es- 
tension  del  que  hemos  resuelto  en  el  num.  273,  respecto  a  una  recta 
que  encontraba  al.  eje  de  la  superficie  :  y  vamos  a  referir  a  este  caso 
particular  la  cuestión  actual,  en  que  la  recta  propuesta  tiene  una  posi- 
ción cualquiera.  Sean,  pues,  (O,  O'Z')  el  eje  del  hiperboloide,  (ADB, 
A'D'B')  la  jeneratriz  rectilínea,  y  (PQ,  P'Q')  la  recta  cuyos  puntos  de 
intersección  con  la  superficie  se  tratan  de  hallar.  La  supondremos  re- 
ducida, por  un  movimiento  de  rotación  al  rededor  del  eje,  a  una  situación 
paralela  al  plano  vertical;  esta  operación  preliminar  es  siempre  mui 
fácil  de  efectuarse,  y  como  ademas  deja  el  punto  de  intersección  con  la 
superficie  en  el  mismo  paralelo  en  que  estaba  en  un  principio,  será  mui 
fácil  volver  a  hallar  este  punto  en  la  posición  primitiva. 

285.  Esto  supuesto,  si  el  plano  vertical  PQ.  encuentra  al  círculo  de 
la  garganta  descrito  con  el  radio  OD,  cortará  a  la  superficie  según  una 
hipérbola  cuyo  eje  real  será  (XY,  X'Y'),  que  tendrá  por  una  de  sus  asín- 
totas a  la  recta  (A'B',  PQ)  Por  consiguiente,  sería  fácil,  en  virtud  de  estos 
datos,  contruir  esta  curba  sobre  el  plano  vertical,  y  su  encuentro  con 
P'Q'  nos  daría  entonces  a  conocer  los  puntos  pedidbs;  pero  nos  propo- 
nemos llegar  a  este  resultado  por  medio  de  construcciones  directaSf  y 
en  las  que  no  entren  sino  la  línea  recta  y  el  círculo.  Para  esto,  figuré- 
monos que  la  hipérbola  de  que  acabamos  de  hablar,  y  que  contiene  los 
puntos  que  buscamos,  jire  al  rededor  de  la  vertical  o);  en  virtud  de  esto, 
producirá  un  segundo  hiperboloide  ^.e  una  napa,  cuyo  círculo  de  gar- 
ganta será  (XdY,  X'Y'),  y  tendrá  por  jeneratriz  rectilínea  a  la  recta 
(ag,  A'B');  en  cuyo  caso  la  cuestión  primitiva  se  reducirá  evidentemen- 
te a  hallar  los  puntos  de  intersección  de  este  nuevo  hiperboloide  con  la 
recta  (PQ,  P'Q'),  que  encuentra  a  su  eje  («,  O'Z');  y  por  consiguiente, 
nos  hallamos  otra  vez  en  el  caso  del  problema  del  num.  273. 

Por  consiguiente,  describiremos  con  el  radio  ü)P,  un  círculo  que  será 
la  base  de  un  cono  ausiliar,  que  tendrá  por  cúspide  el  punto  (cd,  R'); 
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tirando  en  seguida  la  recta  (R'C,  uC)  paralela  a  la  jeneratriz»  determi- 
naremos la  traza  aC  de  un  plano  que  cortará  a  este  cono  según  las  aris- 
tas cüE  y  ctíF.  Estas  últimas  líneas  van  a  encontrar  a  la  jeneratriz  en  los 
puntos  (L,  L')  y  (K,-  K'),  que  trasladaremos  a  la  recta  propuesta  en 
(M',  M)  y  (N',  N);  y  estos  últimos  puntos  serán  los  mismos  en  que  la 
recta  (PQ,  F'Q')  penetra  al  segundo  y  también  al  primer  hiperboloide^ 

286.  Si  la  proyección  horizontal  PQ  de  la  recta  propuesta,  fuese 
tanjente  al  círculo  de  la  gargante  descrito  con  el  radio  OD,  el  plano 
vertical  cortaria  evidentemente  al  hiperboloide  primitivo,  según  dos  rec- 
tas proyectadas  sobre  A'B'  y  sobre  la  recta  simétrica  de  esta  última; 
entonces,  el  encuentro  de  estas  dos  rectas  con  P'Q'  nos  daría  inmedia- 
tamente los  puntos  que  buscamos. 

287.  Finalmente,  supongamos,  como  en  la  figura  67,  que  la  recta  pic.  67. 
propuesta  (PQ,  P'Q')  ^q  \noyecle  fuera  del  círculo  déla  garganta  OD, 
También  en  este  caso  el  plano  vertical  PQ  cortará  a  la  superficie  pri- 
mitiva según  una'  hipérbola;  pero  su-  eje  real  estará  diríjido  según  la 
vertical  R;  de  modo  que  haciendo  jirar  a  esta  curba  al  rededor  de  esta 
vertical,  obtendremos  un  hiperboloide  de  dos  napa^^  y  el  problema  no 

será  tan  sencillo*  Esta  es  la  razón  porque  trastornamos  la  cuestión 
primitiva,  y  nos  proponemos  hallar  los  puntos  de  intersección  de  la 
recta  ( AB,  A'B'),  con  el  hiperboloide  que  describiría  (PQ,  P'Q')  jirando 
al  rededor  de  la  vertical  O;  porque  evidentemente  estos  nuevos  puntos 
de  sección  estarán  a  la  misma  altura  que  los  primeros. 

Pero  en  este  segundo  hiperboloide,  el  círculo  de  la  garganta  que 
tiene  por  radio  a  (OB,  R')  precisamente  es  cortado  por  el  plano  vertical 
AB,  y  la  cuestión  está  enteramente  comprehendida  en  el  caso  del  núm. 
285;  y  así,  después  de  haber  descríto  el  círculo  de  la  garganta  (XpY, 
X'Y')  de  otro  tercer  hiperboloide  que  tuviese  por  jeneratriz  a  la  recta 
(np,  P'R'j,  hallaremos,  como  arriba,  los  puntos  (fí,  M')  y  (i/,  N'),  en  que 
a  esta  última  línea  encontrase  la  (AB,  A'B'),  cuando  esta  jirase  al 
rededor  de  la  vertical  D;  en  seguida,  tendríamos  que  transportar  estos 
dos  puntos  sobre  (AB,  A'B'),  dejándolos  a  la  misma  altura.  Pero  los 
últimos  puntos  obtenidos  de  este  modo  deberían  en  seguida,  trasla- 
darse por  el  problema  primitivo,  a(PQ,  P'Q'),  dejándolos  aun  en 
los  mismos  planos  horizontales;  por  consiguiente,  la  operación  se 
reduce  a  transportar  inmediatamente  los  puntos  (/^,  M')  y  (¿/,  K)  a 
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(M,  M')  y  (N,  N^)f  que  serán  los  puntos  de  encuentro  de  la  recta 
(PQ,  P^Q'^  con  el  primer  hiperboloide  descrito  por  la  revolución  de 
(ABy  A'BV  al  rededor  de  la  vertical  O. 


CAPITULO   lll. 

Intersecciones  de  dos  superficies  curbas.  '[ 

Problema  1.  Intersección  de  dos  cilindros  cualesquiera. 

Fio. 70.  288.  Sean  ABGKH  la  base  o  la  traza  horizontal  del  primer  cilindro, 
y  (AZ,  A*Z'^  una  de  sus  jeneratrices;  sean  también  VLMYI  y  (Vr,  V'r'^ 
los  datos  análogos  del  segundo  cilindro;  de  aquí  deduciremos  fácHmente 
(núm.  109J  el  contomo  aparente  de  cada  una  de  estas  superficies  sobre 
el  plano  horizontal  y  sobre  el  plano  vertical;  para  obtener  en  seguida  sus 
intersecciones,  deberemos  emplear  planos  secantes  que  sean  a  un  mismo 
úexsv^o paralelos  a  lasjeneratrices  de  ambos  cilindros,  y  en  virtud  de  esta 
disposición  producirán  en  estas  dos  superficies  secciones  que  evidente* 
mente  serán  rectilíneas.  Al  efecto,  tiremos  por  un  punto  cualquiera  de  la 
arista(AZ,  A'Z'j  una  recta  f  ZR,  Z*R'^  paralela  a  lasjeneratrices  del  se- 
gundo cilindro,  y  construyamos  la  traza  RA  del  plano  que  pase  por  estas 
dos  rectas;  hecho  esto,  no  necesitaremos  ya  sino  tirar  diversas  paralelas 
a  RA,  para  estar  seguros  de  que  estas  son  las  trazas  de  planos  adecuados 
para  cortar  los  dos  cilindros  según  jeneratrices  rectilíneas. 

289.  Consideremos  el  plano  secante  RA;  este  plano  cortará  al  pri- 
mer cilindro  según  dos  aristas  proyectadas  sobre  Aaa  y  Ccy,  y  al  segun- 
do según  las  aristas  proyecta^das  sobre  L¿y  Qq:  por  consiguiente,  estas 
cuatro  rectas  que  se  hallan  sobre  un  mismo  plano,  nos  darán  por  medio 
del  encuentro  de  sus  proyecciones  cuatro  puntos  a,  a,  c,  y,  que  pertene- 
cerán a  la  proyección  horizontal  de  la  intersección  de  los  dos  cilindros. 
En  seguida,  si  proyectamos  sobre  la  línea  de  tierra  los  pies  A,  C,  L,  Q 
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de  estas  aristas,  dsdociremos  de  aquí  sus  proyecciones  terticales,  que 
también  nos  darán,  por  medio  de  sns  mátu^s  endueotros/  los  puntos 
€t^  a\  c\  y'  de  ía  cmbade  interseccio»  proyectada  sobre  ei  piano  vertical; 
ademas  será  preciso,  cottio  medio  de  Verificación,  que  estos  puntos  a  y 
a\  a  y  «',.^.  se  hallen  de  dos  en  dos  Sobre  rectas  perpendiculares  a  la 
línea  de  tierra« 

Lo  mismo  ejécatarefnos  con  cualesquiera  otros  j[:4anoB  secantes  para<> 
lelos  a  RA;  pero  es  bneno  que  empecemos  el  depurado  por  la  determi^ 
nación  de  los  puntos  nctsMen  de  que  vamos  a  hablar,  porque  és  mui 
«  esencial  construir  estos,  y  porque  en  se^ijia  podremos  proporcionar  ei 
número  de  planos  secantes  intermedios,  en  los  istérvaios  qii^e  quedan 
entre  los  puntos  ya  obtenidos. 

290*  Puntos  existentes  sobre  los  planas  fámites.  Si  paralelftmenté  a 
RA  tiramos  las  rectas  MNB  y  6HI,  de  modo  que  cada  una  de  ellas  ^ea 
tangente  auna  de  las  bases  y  al  mismo  tiempo  meante  a  la  otra,  estas  rec- 
tas serán  las  trazas  de  dos  planos  limites,  entre  los  guales  se  hallarán 
eomprehendidos  todos  los  puntos  que  son  Comunes  a  laa  dos  superficies^ 
porque  fuera  de  estos  límites  vemos  mui  bien  que  Jos  planos  secantes 
paralelos  a  RA,  no  podrán  cortar  sino  a  uno  solo  de  los  do»  cilindros. 
Ademas,  si  aplicamos  al  plano  MNB  el  método  jeneral^  espuesto  en  el 
número  precedente,  obtendremos  dos  puntos  (6,  6')  y  (bj  6'),  en  que 
las  jeneratrices  (Mm,  M'm')  y  (N»,  NV)  serán,  en  elespficiOftañjentes 
a  la  curba  de  intersección;  y  por  consiguiente,  este  contacto  deberá  ve- 
rificarse sobre  los  dos  planos  de  proyección,  según  se  ve  en  el  depurado 
que  presentamos.  Con  efecto,  la  recta  (Mg,  IVI'6')  se  halla  evidentemen- 
¿e  en  el  plano  que  tocase  al  cilindro  LMN  en  el,  punto  (6,  6')í  P®'^^ 
también  está  en  el  plano  secante  MBS,  que  por  hipótesis  es  tanjente  al 
cilidro' ABC  al  largo  de  la  arista  BS;  luego,  esta  recta  (M6,  M'6')  es  la 
interjección  de  los  planos  tanjentes  a  las  dos  superficies  en  el  punto 
(6,  6'^,  y  por  consiguiente  [núm.  213}  es  ts^mhien  tanjente  a¡  la  curba, 
según  la  cual  se  cortan  estas  dos  superficies. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  la  arista  (Nb,  N'¿')  es  tanjente  a 
la  curba  de  iuterseccion  en  el  punto  (b,  V)\y  así  mismo  el  plano  límite 
GHI  nos  dará  los  dos  pnntos  (^,  g')  y  (A,  h^),  en  qtw  ku»  aristas  (G^,  G'g') 
y  (HA,  H'A')  tocan  a  k  curba.  .^o 

291.    Puntos  sobre  los  contornos  aparentes.  Haremos  pasar  planeé 
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secantes  paralelos  «t  RA^  por  los  puntos  A,  K,  X,  Y  (*)y  en  que  termí^ 
nan  las  aristas  que  forman  el  contorno  aparente  de  cada  cilindro  sobre 
el  plano  horizontal;  en  seguida,  por  el  método  jeneral  del  núra.  289,  ob- 
tendremos los  puntos  (üf  a\  {oifCí),  (tt,  tt'),  (f,  (f),  {dj  d')  en  los  cuales  la 
cxxth^tacarát  pera  solo  ^r«  el  plano  harizontalj  a  las  aristas  correspon^ 
dientes.  Con  efecto,  en  el  punto  (a,  oC)  por  ejemplo^  es  distinta  la  tan- 
jente  de  la  curba  ou  \A  espacio  de  la  jeneratriz  {kctf  A'a');  pero  estas  rec- 
tas están  contenidas  ambas  en  el  plano  que  es  tanjente  al  largo  de 
(Aa,  AV)  y<  como  en  el  caso  presente,  este  plano  es  precisamente  vertid 
ra¿,.re^ulta  de  aquí  que  la  proyección  horizontal  de  esta  jeneratriz  coinci- 
dirá con  la  de  la  tanjente;  por  consiguiente  deberá  tocar  a  la  proyección 
de  la  curba  sobre  el  plano  horizontal,  al  propio  tiempo  que  no  tendrá  es^ 
tolagar  sobre  el  plano  verticak 

pbservemos  ademas,  que  siempre  será  en  alguno  de  los  puntos  de  que 
acabamos  de  hablar,  en  los- que  se  efectúe  el  paso  de  la  parte  visible  a  la 
invisible  de  la  curba  de  intersección,  considerada  en  proyección  horizon- 
tal. Prescindiendo  de  esto,  daremos  muí  pronto  una  regla  jeneral  par» 
distinguir  unas  de  otras  estas  partes^ 

292.  Asf  mismo,  si  por  los  pies  V,  U,  T,  G,  de  las  aristas  que  fbr- 
man  eí  contorno  aparente  de  cada  cilindro  sobre  el  plano  vertical,  tira- 
mos planos  secantes  paralelos  a  RA,  hallaremos  puntos  tales  coma 
(e>  e)»  ^^  '^®  cuales  tocará  la  curba,  pero  solo  sobre  el  plano  tertical,  a 
las  aristas  correspondientes  tales  como  (Ve,  Ve').  Con  efecto,  esta  jene- 
ratriz y  la  tanjente  de  la  curba  en  el  punto  (e,  e')  se  hallan  ambas  situa- 
das en  el  plano  tanjente  al  largo  de  (Ve,  V'e);  y  como  este  plano  es  en: 
el  caso  presente  perpendicular  al  plano  vertical,  las  proyecciones  vertica-* 
les  de  estas  dos  rectas  necesariamente  se  confundirán,  y  ciertamente  no 
sucederá  así  con  sus  proyecciones  horizontales.  En  cuanto  a  la  arista 
(G^^,  G'^*),  es  efectivo  que  toca  a  la  curba  a  un  mismo  tiempo  en  los  dos 
planos  de  proyección;  pero  esto  depende  de  que,  en  la  figura  actual,  es- 


(*J  En  el  caso  presente^  es  inútil  tirar  por  el  ptmto  K  un  plana 
secante,  porque  este  punto  se  halla  fuera  dd  exacto  comprehendido  por 
los  planos  límites. 
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ta  jeneratriz  se  hatla  al  mismo  tiempo  solare  el  contornoí  aparente  y  en 
el  plano límiteGHL 

Finalmente,  también  eerá  en  alguno  délos  puntos  de  que  acabamos 
de  hablar,  donde  se  efectúe  el  paso  de  la  parte  visible  de  la  curba  a  la 
invisible  sobre  el  plano  vertical,  cuyas  partes  no  son  las  mismas  que  en 
ia  proyección  horizontal,  por  ser  diferente  el  punto  de  vista  (núm.  106J. 

293.  La  tanjenU  en  un  punto  cualquiera  (í,  f.)  de  Iti  curba  de  inter- 
sección, nos  la  dará  a  conocerla  intersección  de  los  dos  planos 'que  to- 
can a  los  cilindros  al  largo  de  las  ar¡í?tas  T¿  y  S¿;  pero  las  trazas  hori- 
zontales de  estos  planos  son  las  rectas  T9y  S6  tanjentes  a  las  bases  en 
ios  puntos  T  y  S;  luego,  el  punto  9  en  que  se  cortan  estas  dos  rectas, 
pertenece  a  la  tanjente  pedida,  la  que  por  consiguiente  es  Qt. 

Guando  el  punto  6  en  que  van  a  encontrarse  las  trazas  de  loe  dos  pla- 
nos tanjentes,  está  mui  distante,  como  sucede  en  el  depurado  de  que  tra- 
tamos, podemos  servirnos  delmétodo  siguiente.  El  plano  secante  MNB, 
que  a  un  mismo  tiempo  es  paralelo  a  las  jeneratrices  de  los  dos  cilindros, 
debe  cortar  al  plano  tanjente  S8  según  una  recta  fco)  paralela  a  Sí,  y  el 
plano  tanjente  T3  según  otra  recta  \íú  paralela  a  IV;  luego  el  punto  íd, 
en  que  se  encuentran  las  líneas  \íú  y  /xco,  es  precisamente  común  a  los 
dos  pla-nos  tanjentes,  y  por  consiguiente  es  üti  punto  de  la  tanjente  qne 
buscamos  ¿(1)9. 

Hasta  ahora  no  hemos  hablado  sino  de  la  proyección  horizontal  de  la 
tanjente,  porque  como  el  punto  (tj  í)j  que,  para  mayor  claridad  hemos 
elejido,  se  halla  colocado  sobre  el  contorno  aparente  relativo  al  plano 
vertical,  la  tanjente  está  proyectada  sobre  este  mismo  plano,  según  ia 
arista  T'¿';  pero  en  cualquiera  otro  caso,  será  suficiente  proyectar  sobre 
la  línea  de  tierra  el  pie  6  de  la  taujente,  y  unirlo^con  ¿';  o  sino  construi- 
remos, con  facilidad,  las  proyecciones  verticales  de  las  dos  rectas  ausilia- 
res>{(oy  lita  que,  por  medio  de  su  encuentro,  nos  darán  un  punto  $a  de  la 
tanjente  proyectada  sobre  el  plano  vertical.  * 

294.  OesEnvACiON  I,  Para  distinguir  sobre  la  curba  de  intersección  fig.70. 
de  los  cilindros,  las  partes  visibles  de  la  proyección  hofrizontal,  es  (ure* 

ciso  observar  que  si  en  el  depurado  existiere  solo  el  cilindro  ABK  se- 
rian visibles  todas  las  aristas  que  terminasen  en  el  arco  ABK,  en  tanto 
que  las  que  terminasen  en  el  AHK  no  lo  serian;  así  mismo,  si  el  cilindro 
XMY  subsistiese  solo,  las  aristas  visibles  serian  las  que  terminasen  en 
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el  arco  XVYx  y  oíiiguQa  de,  \m  otras  m  verían.  Pero  cuajado  loe  do» 
cilidroB  existen  simultáneamente,  podrá  suceder  que  una  arista  visible 
del  porioaero  quede  en  parte  oculta  por  el  aegundo;  maa^  m  esta  arista 
Uegfi^  a  encontrar  a  «na  ¿en^atinz  que  sea  visible  ea  este  áUima 
ciliadro,  dicha  arí^ta  P^erá  ta^mhieo  visible  en  este  sitio.  Pero  cuan* 
do  ^t  halle  un  puatp  spbr?  una  arista  que  sea  ¡nvisil>le,  no  conaídeíando 
s^aq  el  cilii^ro  a  qm  pe^ei^ezca^  es  evidente  que  con  luayor  razón  per- 
acaecerá  invislbj^  e^jte  pu^to  cuando  a  un  mÍBcno  tiempo  existan  lo» 
doa<;Uindros,  por^^onsiguieQte  podeíaaoa.  sei^tar  laa  doa  reglas  siguientes; 

Será  YisiBi<JG  9m  punto.  4^l<¡t  cwyba  de  intersección^  cuando  resulte  del 
cmcuMtra  de  th»,  íwiatas  yiaipi^a  ^mbas,  en  cada  cilindra  considerado 
aisladamenjb$^ 

Será  JNYisiviup  ¥^  JKM^^  4^  la  inters^ccumt  cuando  provenga  del  en- 
cufntrih  de  dos,  asristah  P9  i^M  ii9«  a  U^  menos  una  sea  invisibjlí:  en  el 
cilindro  <4  que^pe^tenezia^ 

Fácilmente  aplicará  el  lector  esta»  reglas  a  la  proyección  horizontal 
de  la  intersección  ^e  loe  dos  cilindros,  supuesto  que  hemos  indicado 
ma^  arríba  cualQS:$on  If^s  aifistas  visibles  en  cada  superficie  considerada 
aisladamente;  y  en  yiitud  de  esto^^  se  penetrará  fácilmente  de  las  partes 
seguidm  o  puntuadas  que  presenta  el  depurado.  En  cuanto  a  la  proyec- 
ción vertical,  también  se  aplican  a  ella  las  reglas  precede^ites,  con  ta^ 
que  tengamos  presente,  que  respecto  a  esta  proyección  las  únicas  aristas 
visibles  sobre  el  priener  cilindro»  considerado  aisladamente,  son  las  que 
terminan  en  el  arco  TáG,  y  q\iie  las  aristas  visibles  del  segundo  termi- 
nan todas  sofere  el  arco  V^U.  . 
FIO.  70.  2S5.  O^sjsnvACíON  !!•  El  encuentro  de  dos  cilindros  p^iede  tener 
l^gar  por  arran^e  o .^ox  penetración.  Hai  arranqw,  cuando  las  trazas 
MNB  y  GHl  dejos  doí»  planos  límites  son,  como  en  el  presente  depu- 
rado, tanjentesi  una  Si  la  ba^e  ABKH,  y  otra  a  la  XMY;  porque  en  este 
caso  hai  en  cada  cilindro  jeneratrices  que  no  contienen  ningún  ponto 
de  la  intersección,  y  en  virtud  de  esto,  no  hacen  sino  arrancarse 
mntuam0nte  una  parte  de  su  anperfície,  en  tanto  que  las  partes  co- 
rrespondientes, a  los  áreos  MON  y  HKG  conservan  su  integridad  en 
toda  su  lonjitAid^  Impocta  ademas  observar  que  en  este  caso,  todas 
las  partes  de  la  intei^eccióct  forinarán  una  rama  sola  y  no  interrum- 
pida^ que  podrá,  recorrer  un  punto,  móvil  con  un  movimiento  conti- 
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Por  el  GQnUiwio,  cbaod^  1a9  traxaa  GHI  y  GAO  de  tos  dos  ¡idanoapicTi. 
límites  son  teajentea  a  l^  vmma^  ha^Ci  como  éu  ta^^.  7Ueii  esie  eaao 
decimos  que  habrá  j^^M^ff^aai^»  ^rque  t«it¿«$  las  jtenerairtieea  dd  cilm* 
dro  XQY  entrarán  en  el  otro  cuerpo  y  traziuráii  sobre  la  napa  cortesh 
pondíeQte  al  arco  AH»  la  priinerck  ram<t  eevrada;  en  seguida,  saldrán 
del  cilindro  igfot  otra  veme^iw^^mn  cerrada  y  siluada  en  la  napa  CGL 
Adenaas,  estM  dos  cwhas  4^  entraáoiy  d^  mlida  son  totalmente  distiii^ 
laa,  yno  tendrán  únguiAa  pftrie  oqqiuh  por  la  cual  pueda  nn  punto  mo^ 
M\  pasar  de  Utaaa  otra  sin  intesriifu:iÍQn;  porqné  estacan  separadas  en  el 
cilindro  grandetpor'Iaai^ApM  ABC  y  HKG,  en  que  jao  existe  ninguo 
punto  de  intersección. 

^96^  Q»s6i»TáC}ONJm.  rE;a  tpdos  cas^,  la  infcerseceton  no .  b^ndrá 
rama^it^itas  sí.  laa  dos; bases  «son  €U(fha»  cerradas.  Con  eleeftov  pa-^ 
ra  que  existiese  unaraaiaque^e  estendleae  indefinídaBiente^  era  pre>* 
ciso  <|ue  se  hallare  sobr^  imo  délos  cilindros  una jeneratriz^ del  uno 
paralela  a  otra  jes^airi^  det  otrQ;  pef  o  entonces,  según  la  natuüaleaa 
de  estas  superficies,  todaalMjeftevatricea serian  paralelan  entre. sí  en  loa 
dos  cuerpos*  y  no  tendría,  lugar  la  intersección;  o  se  r^uoiria  esta  a 
una  o  m4M  rectas  correa^pondíente^  a  los  puntos  da  encuentra  de  las 
dos  bases,  cuyo  jénero  de  línea  no  da  lugar  a  ninguna  disonsion. 

Cuando  las  dos  bases,  o  una  de  ellas,  «m  indefinidas^  baatará 
examinar  la  posición  de  km  planos  tímües  (uánu  290)  respecto  a  e9laa 
bases,  para  reconocer  si  alguno  de  los  pllanoB  Fecftutea  intermedios  pne^ 
de  llegar  a  cortar  alguna  de  las  bases  a  una  distaneia  infioiitaw 

Problema  2.  Intersección  de  dos  superficies  cónicas. 

297.  Sean  (S,  &')  la  cúspide  del  primer  cono,  y  Afi  la  curba  qneFiG.72. 
sobre  el  plano  horizontal  le  sinrodebase;  (T,  T')  y  DE  los  datos 
análogos  del  segundo  cono;  tiraniió,.  en  este  caso,  tanjentes  a  las  bases 
que  sean  perpendiculares  a  la  línea  de  táerra,  obtendremos  las  rectas 
S'A'  y  S'B','T'D'  y  T*E^  qué  formaráa  el  contorno  aparente  de  esta» 
dos  superficies  solare  el  plano  vefticak  En  cnanto  al  plano  horizontal, 
no  bai  sobre  él  otros  límitea  que  las  trazas  AB  y  DE;  porque  estando; 
en  el  caso  poresente,  las  cúspides  proyectadas  dentro  de  las  bases,  es 
imposible  tirar  poar  los  puntofi  SyT  tanjentes  a  estas  curbas(num.  119), 
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lo  cnal  sería  necesario  para  obtener  plaiK»  tanjentes  verticales.  Haré-- 
mos  ademas  abstracción  de  las  napas  superiores  de  los  dos  conos,  con 
el  objeto  de  no  hacer  invisible,  en  el  plano  horizontal,  la  rama  de  inter- 
sección procedente  de  las  napas  inferiores,  qde  es  la  que  especialmente 
debe  fijar  nuestra  atención. 

298.  Para  obtener  la  intersección  de  estos  dos  conos,  haremos  uso 
de  varios  planos  secantes  tirados  todos  par  la  recta  (ST,  S'T')  qtu  une 
las  dos  .cúspides;  porque  esta  clase  de  planos  no  producirán  en  las  dos 
superficies  sino  secciones  rectilíneas  fóciles  de  construir;  y  ademas,  sus 
trazas  horizontales  deberán  todas  pasar  evidentemente  p<Nr  el  punto  R« 
Consideremos  pues,  de  entre  todos  estos  planos,  el  que  tiene  por  traza 
a  la  recta  arbitraria  RIFGH;  este  plano  cortará  al  cono  T  según  dos 
jeneratríces  proyectadas  sobre  TF  y  TG,  y  al  cono  S  según  las  otras 
dos  proyectadas  sobre  SI  y  SH;  y  como  esta  última  recta  encuentra  a 
las  precedentes  en  los  puntos  K  y  M,  sígnese  que  estos  dos  puntos 
pertenecerán  a  la  proyección  horizontal  de  la  intersección  pedida.  No 
hacemos  aquí  caso  de  los  puntos  de  sección  que  nos  produjese  la  arista 
SI,  en  virtud  de  que  esta  recta  no  va  a  cortar  a  las  jeneratríces  TF  y 
TG  sino  encima  de  la  cúspide  T,  y  por  consiguiente  estos  puntos 
pertenecerán  a  la  rama  de  intersección  situada  sobre  las  napas  superio- 
ress  de  las  que  hemos  convenido  en  hacer  abstracción. 

En  cuanto  al  plano  vertical,  bastará  proyectar  sobre  la  línea  de  tierra 
los  pies  F,  G,  H  de  las  jeneratríces  que  acabamos  de  combinar,  y  sus 
proyecciones  verticales  T'F',  T'G',  S'fF  nos  darán,  por  medio  de  su 
encuentro,  los  puntos  K'  y  M'  déla  curba  de  intersección  proyectada  so- 
bre este  plano;  ademas,  sabemos  que  estos  últimos  puntos  deberán  estar 
relacionados  con  K  y  M,  por  la  condición  de  hallarse  de  dos  en  dos  so- 
bre una  misma  perpendicular  a  la  línea  de  tierra,  cuya  condición  podría 
también  servir  para  deducir  aquellos  de  estos,  no  empleando  para  ello 
sino  una  sola  jeneratriz  sobre  el  plano  vertical.  De  un  modo  entera* 
mente  semejanta  operaremos  con  cualesquiera  otras  rectas  que  salgan 
del  punto  R;  pero  recomendamos  principiar  la  traza  del  depurado,  por 
la  indagación  de  los  xarios  puntos  notables  de  que  vamos  a  hablar;  por- 
que es  mui  esencial  la  construcción  de  estos;  }'  una  vez  fijada  su  posi- 
ción, nos  será  fácil  proporcionar  el  número  de  planos  secantes  interiae^ 
dios,  a  los  intervalos  que  queden  entre  los  puntos  hallados  ya. 
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299.  Puntos  sobre  tapíanos  limites.  Si  la  traza  Ü  de  la  línea  (ST,  ^^^'^^^ 
S'T')  no  está  situada  dentro  de  las  dos  bases,  podremos,  desde  este 
punto,  tirar  dos  rectas  RPQ  y  RUY^de  modo  que  cada  una  de  ellas  sea 

a  un  mismo  tiempo  tanjénte  a  una  de  las  batees  y  secante  respecto  a  la 
otra :  en  este  caiso  estas  rectas  serán  las  trazas  de  los  planos  secantes 
límites;  porque  vemos  mui  bien  que  cualquier  plano  tirado  por  las  dos 
cúspides  que  se  hallase  fuera  del  espacio  angular  YRQy  no  encontraría 
sino  a  uno  solo  de  los  dos  conos,  y  por  consiguiente  no  podría  contener 
ningún  punto  de  su  intersección.  Ademas,  si  aplicamos  al  plano  límite 
RPQ  él  método  jenaral  de  construcción  indicado  en  el  numero  prece- 
dente, hallaremos  el  punto  (L,  L'),  en  que  la  jeneratriz  (SLQ,  S'L'Q,') 
es  tanjénte  a  la  curba  de  intersección  en  el  espacio,  y  este  contacto  de- 
berá efectuarse  sobre  tos  dos  planos  de  proyección^  según  se  ve  en  el 
depurado  que  presentamos.  Cpn  efecto,  la  jeneratriz  (SQ,  S'Q')  está 
contenida  en  el  plano  límite  RQ,  que  por  hipótesis  es  tanjénte  al  cono 
T  según  la  arista  TLP,  y  por  consiguiente  en  el  punto  (L,  L');  pero 
esta  jeneratriz  (SQ,  S'Q')  se  halla  también  evidentemente  en  el  plano 
que  toque  al  cono  S  en  el  punto  (L,  L');  luego  es  la  intersección  de 
los  planos  tanjentep  tirados  a  las  dos  superficies  por  el  punto  (L,  L'),y 
por  consiguiente  (num.  21S)  es  también  tanjénte  a  la  curba  segua  la 
que  se  cortan  estas  dos  superficies. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  e)  plano  RUY  nos  da  un  punto 
(N,  N'),  en  que  la  arista  (SY,  S'Y')  toca  a  la  curba  sobre  los  dos  pla- 
nos de  proyección. 

300.  Puntos  sobre  los  contornos  apar  entes. x^wcemoB.  pasar  planos 
secantes  por  los  pies  B,  £^  D,  en  que  terminan  las  aristas  que  forman 
el  contorno  aparente  de  cada  superficie,  y  por  el  método  j^ieral  del 
núm.  298,  obtendremos  los  puntos  (g,  6')»  (pj  *')>  (s»  ^^)y  {^^  ^')y  ^n  q"e 
la  curba  toca,  pero  solo  sobre  el  plano  vertical,  a  las  aristas  correspon- 
dientes* Con  efecto,  en  el  punto  (§,  §'),  por  ejemplo,  la  tanjénte  a  la  cur- 
ba en  el  espacio  es  mui  diferente  de  la  jeneratriz  (SB,  S'B');  pero  és- 
tas dos  rectas  se  hallan  ambas  en  el  plano  S^B'B  que  es  tanjénte  al  largo 
de  esta  jeneratriz;  y  como  este  plano  es  evidentemente  perpendicular  al 
plano  vertical,  resulta  de  aquí  que  la  tanjénte  y  la  jeneratriz  de  que 
hablamos,  se  confundirán  en  la  proyección  vertical;  por  consiguiente, 
será  preciso  que  la  recta  S'B'  toque  a  la  curba  sobre  el  plano  vertical, 
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en  tanto  que  SB  estará  léjós  de  ser  tanjente  a  la  proyección  hori- 
xcmtaK 

Obsérvennos,  ademas,  que  siempre  será  en  alguno  de  los  puntos  de 
que  acabamos  de  hablar,  donde  fie  efectuará  el  paso  de  la  parte  tisible 
a  la  invisible  de  la  curba  de  intersección;  esta  es  la  razón  porque  es 
muí  importante  conocer  los  puntos  situados  sobre  los  contornos  aparen- 
tes con  preferencia  a  otros  puntos,  aunque  estén  mui  próximos  a  estos. 
Ademas  daremos  mui  pronto  una  regla  jeneral  para  discernit  los  arcos 
visibles  de  los  invisibles  en  la  curba  de  intersección* 
FIO. 72.  SOL  La  tanjerOe  en  un  punto  úual^icra  (M,  M')  de  esta  curba,  nos 
la  dará  a  conocer  (núm.  !^13)  ia  intersección  de  los  dos  planos  que  to- 
quen a  los  conos  según  las  aristas  SMH  y  TM6;  y  como  las  trazas 
horizotalesde  estos  planos  s(»i  las  rectas  H6  y  GGtanjentes  a  las  bases; 
sigúese  que  el  punto  8,  en  que  se  cortan  estas  últimas  rectas,  es  el  pie 
de  la  tanjente  que  por  consiguiente,  tiene  por  proyección  horizontal  a 
la  recta  6M*  En  cuanto  a  la  proyección  vertical  9'M^  la  obtendremos 
proyectando  el  punto  9  a  la  línea  de  tierra  en  Ú\ 

302.  Podemos  también  pi'oponernos  hallar  el  punto  mas  bajo  y  mas 
alto  de  la  curba  de  intersección,  es  decir  los  puntos  en  que  la  tanjente 
es  horizontal.  Para  esto  es  preciso,  en  primer  lugar,  hallar  un  plano 
secante  Ra;X  de  tal  naturaleza  que  corte  a  las  bases  en  dos  puntos  x  y 
X,  en  que  las  tanjentes  xy  y  XY  sean  paralelas :  esta  primera  indaga- 
ción, que  será  mas  o  menos  fácil  según  sea  la  naturaleza  de  las  curbas 
AHB  y  DGE,  podrá  efectuarse  siempre  de  un  modo  suficientemente 
exacto,  por  medio  de  tan  corto  numero  de  ensayos  hechos  con  diversas 
secantes  tiradas  desde  el  punto  R,  y  en  cuyo  estremo  las  tanjentes  a  las 
dos  bases  converjan  en  sentido  contrario.  Sentado  esto,,  aplicaremos  al 
plano  secante  BxX  el  método  jeneral  del  núm.  296,  y  obtendremos  un 
punto  (4,  i^'),  en  el  cual  la  tanjente  a  la  curba  de  intersecion  se  hallará 
a  un  mismo  tiempo  en  los  dos  planos  tanjentes  al  largo  de  las  aristas 
T!c  y  SX;  pero  como  estos  tienen  por  trazas  ú,(cy  y  XY  que,  por  hi- 
pótesis, son  paralelas  entre  sí,  no  podrán  cortarse  sino  según  una  rec- 
ta que  será  también  paralela  a  XY,  y  por  consiguiente  horizontal.  Luego 
el  punto  (£,¿') será  el  punto  vmsiajodie  lacurbá  de  intersección,  y  él 
punto  mas  alta  lo  hallaríamos  de  un  modo  análogo. 

303,  Observación  L  Para  discernir  en  lá  proyección  vertical  de  la 
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mtetueccioa  los  arcos  vinbü^  de  los  qoé  no  \e  000,  es  p^sciso  obsdrvar 
qu^  si  el  cono  S  fuese  el  único  que  existiese  en  él  depüradp^  tenaríatíios 
que  Ins  aristas  que  termiiúuiéQ  sobre  el  aroo  ÁQB  serian  todas  visibles 
sobre  el  plano  vertical,  en  tanta  que  ias  que  cayesen  sobre  el  arcof  A¥B 
fió  se  verían  :  asi  mismo,  si  solo  el  oo'nd  T  existiese,  las  aristas  ifisibies 
de«sta  superficie  serian  las  que  terminasen  sobne^l  arco  DPE,  ytodsis 
ias  demás  serian  invisibles^  Pero  cuando  los^  dos*  conos  existan «bímuU 
táneametite,  como  en  la  presente  cuestibn/jpodrá^ticeder  qué  lina  atrista 
visible  sobre  el  primero»  esté  ocíiha  en  su  totalidad  o  en  paite  de  ella 
po^  el  segundo.  Sin  einb»go>  isi  Qsta  iari9ta  liega  a  encontrar  á  pná 
jeoeratriz  Cambien  visible  eoi  estaiúltimA  Mfiélrfíi¿i€í»  ésdaro  qua  entona 
ees  dicha  Jtrista  será  visible  en  este^  sitios  For  aira  parte,  siempre  que 
se  halle  un  punto  sobre  una  arista  que  sea  invisible,  no  considevaodo 
etno  el  opno  a  que  pertenece,  es  cierto  quexon  mayor  razón  será'  iir^ 
visible  este  punto,  cuando  existan  a  un  mismo  tiempo  ks  doe  Supéifií- 
cÍBS«  Por  consiguiente,  podemos  seniar  las  dos  reglas  Biguientes^  con 
onyo  ausilio  distinguirá  fácilmente  el  lector,  las  partes  $ejguiéíu  q 
puntücídas  de  las  lineas  que. sobre  el  plano  vertical  contiene  el  depñrai- 
do' que  presentamos^  ^     ,  ..  ,  (.      -, 

'  Será  TisiBLC  wn  punta  de  la  c^rhade  intersección,  siempre  ^¡up  re&ul^ 
té  del  encuentra  de  nos  jbí^eratbices  yisiblbs  ambas  en  cada  snpea^Jicie 
conñdeiiíadacQmo  d  ella  sola  existiese. 

.  Será  irrvteiBLB  un  punto  de  la  énterieccianr  cnoñda  resulte  dd  encuenj 
tro  de  dos  jeneratricesf  de.  las  qub,  a  lo  méiti»,  una  sea  invisible  <i?ir# 
la  ^superficie  a  que  pertenezca. 

Estas. dos  reglas  sen  también  dertas  eñ  la  proyección  horizontal; 
peto  al^uí,  en  que  las  dos  cúspides  están  proyectadas  dentro  de  las 
bases^  no  hai  plano  tanjente  que  sea' tJeríéraZ,  y  por  consiguieote  (núm* 
106),  todas  las  aristas  de  los  den  conos  son  visibles  sobre  el  pleito  hori^ 
zoncal,  cuando  cada  una  de  las  superficies:  existe  sola^  hacemos  abs« 
traóGÍon  de  las  napas  sujieriores,  según  heomo»  convenido  en  los  datos 
da  la  Cuestión.  Por  consiguiente,  la  aplicación  de  la  primera  regla  nos 
dice  que  la  cnrba  de  intersecctott  es  e»|eramente  visible  sobve  el 
plano  Jborizontal,  y  qoe  por  lo  tÉoto/debe  represestanse  con  ún  trazo 
seguido. 
304.    Observemos  aun  que  las.reglaaprededentes  son  también  B^}^^ 

24 


Digitized  by 


Google 


186  LIBRO  IT.    mrXlSBCCIONSS  Dfi   STrFXRFlCIEi. 

cables  a  láa  intersecckmes  de  dos  superficies  cualesquiera»  con  tal  qne 
entendamas  por  la  piJabra  jeneratriz  la  línea  recta  o  curba  que,  por 
medio  de  su  movitnieñtOi  produce  la  superficie  particular  de  que  trata- 
mos; y  que  después  de  haber  determinado  (niim.  106)  el  contorno  apa- 
rente de  esta  superficie  sobre  cada  uno  de  los  planos  fijos>  nos  dedi- 
quemos a  reconocer  cuáles  son  las  porciones  de  jeneratrices  situadas 
ddarUe  o  eneima.  de  este  contorno  aparente. 

305.  Observación  IL  Tanto  en  la  intersección  de  dos  conos  como 
en  la  de  dos  cilindros  (núm.  296)  puedehúberpeTutracion  o  arranque* 
El  primer  caso  tiene  lugar  en  el  depurado  que  presentamost  porque  las 
trazas  RUY  y  RPQ  dé  los  dos  planos  límites  son  tanjentes  a  la  mu- 
tna  base;  pero  eBbíL  penetración  no  siempre  escluye  la  existencia  de  ra- 
mas infinitas,  como  lo  veremos  en  el  depurado  73.  Habría  arranque 
cuando  uno  de  los  planos  límite»  es  tanjente  a  la  primera  base,  y  el  otro 
tanjente  a  la  segunda. 
FIO. 73.  306.  Db  la^  ramas  infinitas.  Tomemos  por  ejemplo  de  estas  in- 
vestigaciones los  dos  conos  representados  sobre,  el  plano  vertical  por 
D'S'E'  y  A'T'B,  y  cuyas  bases  son  lá  elipse  DFE  y  el  círculo  AHB. 
Si  en  primer  lugar  determinamos  los  planos  límites  (num.  299),  halla- 
remos que  las  rectas  RL  y  RK  son  tanjentes  al  círculo  y  secantes  a  la 
elipse;  cada  una  de  estas  trazas,  la  RL  por  ejemplo,  nos  dará  en  segui- 
da tres  aristas  proyectadas  sobre  TN^  SM  y  SL,  situadas  en  el  mismo 
plano;  y  cuyos  encuentros  nos  darán  también  los  dos  puntos  ^  y  p,  en  que 
las  jeneratrices  SLy  SM  tocarán  a  la  curba  (núm.  299).^  Respecto  a  otro 
plano  secante  RIGHF  situado  entre  los  planos  límites,  obtendremos 
cuatro  aris1:as  que  solo  nos  darán  tres  puntos.  7,  c^  y  ^  de  la  intersección, 
porque  en  el  caso  actual  no  tendrá  lugar  el  encuentro  de  las  dos 
jeneratrices  TH.y  S6  sino  por  el  lado  d^  arriba  de  las  cúspides  T  y  S, 
y  por  consiguiente  sobre  la  napa  superior  de  los  dos  conos,  de  la  que 
hacemos  abstt'accíon  por  el  mismo  motivo  qiie  en  el  núm.  297. 

Los  puntos  cuyas  proyecciones  horizontales  acabamos  de  determinar 
se  hallarán  sobre  el  plano  vertical,  proyectando  sobre  la  línea  de  tierra 
los  pies  de  las  jeneratrices  producidas  por  cada  plano  secante,  y  ujtiiendo 
estos  últimos  puntos  con  T'  y  S\  Adamas,  pi  consideramos  las  jene- 
ratrices relativas  al  contorno  aparente  de  los  dos  conos,  que  según 
la  presente  disposición  de  Iqs  datos,  están    las  cuatro  situadas  en  el 
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plano  vertical  RST,  obtendremos  inmediatamente  los  puntos  d*,  d\  £\ 
que  será  preciso  proyectar  sobre  RT  a.  rf,  d,  e;  y  en  seguida,  como 
los  puntos  y  7  U,  en  qne  se  cortan  las  dos  bases,  forman  evidentemente 
parte  de  la  intersección  de  los  dos  conos,  esta  curba  se  presentará  en 
el  caso  actnal  bajo  la  forma  de  dos  ramas  distintas 

307.  Si  hubiéramos  tomado  en  consideración  las  dos  napas  supe- 
riores, habrifi  habido  otra  tercer  rama  de  intersección;  pero  en  todod 
los  casos  en  que  las  bases  de  los  conos  sean  curbas  de  segundo  gra- 
do, la  totalidad  de  las  ramas  de  intersección  deberá  formar,  sobre  cada 
plano  de  proyección,  un  sistema  de  líneas  tales,  que  una  recta  no  podrá 
encQntcar  en  mas  de  (Motró  puntos.  Con  efecto,  siendo  entonces  las 
equaciones  mismas  de  las  dos  superficies  cónicas  de  segundo  grado,  no 
podremos  venir  a  parar,  por  medio  de  la  eliminación  de  una  de  las  varia- 
bles Xy  y  o  2,  sino  a  una  equacion  final  qiie  a  lo  mas  será  de  cuatro  gra- 
do; de  modo  que  la  combinación  de  esta  última  equacion  con  la  de  una 
recta  cualquiera,  nonos  dará  jamas  mas  de  cuatro  soluciones  comunes. 

308.  En  el  depurado  que  presentamos,  hemos  dispuesto  las  dos 
bases  y  las  cúspides  de  modo  que  el  plano  vertical  RST  divida,  eh  dos 
partes  iguales,  a  todas  las  cuerdas  que  en  cada  superficie  cónica  le 
son  perpendiculares,  como  a  VU,  LK....;  y  así  este  plano,  es  tm  plano 
PRINCIPAL  c&mun  a  e$tM  dú$  superficies  de  s^undá  grado.  Pero  sabe-* 
mos  que  entonces  la  curba  de  intersección  no  solo  es  simétrica  a  los 
dos  lados  de  este  plano,  sino  que  ademas  se  proyecta,  la  totalidad  de 
ella,  sobre  este  plano  principal,  según  una  línea  de  segnndo  grado  (*); 
por  consiguiente,  las  curbas  e*j:¿*V'  y  &^JCd  son  aquí  porciones  de  una 
misma  hipétiúla.  Ademas,  la  rama  X^^  prolongada  hasta  el  encuentro 
de  las  dos  jeneratrices  A*T  y  E'S',  principiará  a  recibir  la  proyec- 
ción de  la  curba  según  la  que  se  cortan  las  napas  superiores  de  los 
dos  conos. 

309.  Por  una  consecuencia  de  Ifl  simetría  que  presenta  la  intersec- 


{^)     yéase  el  Análisis  aplicado  a  la  Jeometría  de  las  tres  dimensio- 
»es,  cap.  IX.    , 
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cion  de  esto^  das  conoa  a  im&y  otra  parte  del  plano  vertical  ^  RST^ 
ea  por  la  queesita  Qiirba  ccMa  bruscamente,  a  las  jeneratríe^s  del  con-» 
tQrao  laparente  en  los  puntos  (f|  i^  y:  e';  en  Ingar  de  ,que,  en  jesieral, 
una  Qwba  situada  :a6bre  una  superficie  cealquiera  debe^Mrar,  en.  pra^ 
yeccian^  al  contorna  aparente- en  el  punto  en  que  le  encüenCre*  Gou^fec- 
tO)  respecto  a  este  punto^  la  tanjente  de  la  curba  y  la  del  contorno  apa- 
rente están  ambas  sitáádas  en  un  plano  tanjente  que  es  perpendicular 
(níí|ro»  106)  al  plano  de  proyeócion^  y  por  consiguiente  sé  confunden  las 
'  proyecciones  de  estas  dos  tanjeate»;  pero  cuando  como  aqiü  sucede  al 
punto  {d^  d^}i  la  tanjente  de  ia  curba  es  perpendicular  cd  plano  ver^ 
tiaal,  entonces  la  proyecdioa  de  esta  recta  se  reduce  a  uáaolú  punto  é¿!} 
y  conio  el  ^lemeato  ^lí/t  ha  sido  común  a  la  curba  y  al  cpntorBo  apa-) 
reante  llega  a  desaparecer  aobre  la  proyeccioft  vertkaU  no  presentan  ya 
estíos. dos  ItaeaQ  niaginaícdntacto  entre  síw 

.310.  .  Examinemena  ahora  ¡si  há  ínterseceíoo  presenta  ramas  .infihi^ 
ta$^  f  para  eísto  indaguemos  si- sbhre  mnó  de  los  canos  existe,  alguna  jéA 
nerati^iz  que  sem paralela  a, alguna  de  las  jeneratrices  de  ,ía  otra  supcí^ 
fideeómcoi  porque  si  notíeaé  lugar  esta  circunstancia,  no  podrá  efee^ 
taárserélenouQHtaK)  de:  dos  arista»  situadas  en  un  mismio  plano  sino  a 
una  distancia  infinita,  y  por  consiguiente  ninguaia  rama  de  la  interseca 
cibn  sei  estehd)era  ÍBdcffinidaitieii^e* 
FiG.  73.  ,Con  elsfín  de:nsCQnocer  sí  existe  en  los  dos  conos  dosaiístas  que  sean 
respeetivamentepacajefos,  no» figuraremos  que  el  conoT;  porejemplo^  sai 
ha  transportado  paralelamente  a  sí  mistnOy  hasta  que  resballsindo  su  cas- 
pidesbbt-e  la iíécta(TR,'T''Rí')f  llegue  a  qoincídir  con  lacuspide  (Sy  S'); 
en  segtifda,.contruiremos«la>traxa  horizontal  de  este  cono  que  bcmus  trans- 
.  portada,  al  cual  Hastiaremos  él  cono  T'\  Para  obtener  esta  nueva  basoí 
qttéseráunácurbais^m^^A^ea^^VB^  será  preciso^  en  jenerat>  tirar  desde  el 
pvnto  O,  B^)  Varias- reo tftSí  i^aralelas  a  las  aristas  del  cono  primitive  T;  y 
hallar  su»  trazas  horizqntales^  pei^o  cuando  ^1  cono  T  tenga  por  base  a 
un  círculo,  como  sucede  en  el  ejemplo  presente,  bastará,  evidentementev 
Hpar  la-  recta  (SV,  ^a)  paralela  a:(T'A',  TA),  y  la  recta  (S'y/8¿)  para- 
lela (T'B^  TB),  y  en  seguida  describir  un  círculo  con  la  distancia  ab 
como  diámetro.  Ademas,  este  círculo,  o  jeneralmenle  la  traza  del  cono 
T",  deberá  se¡r  taiijeiitJe  á  los  dos  planos  límites  RL  y  RK;  pirque  es- 
tos tocaban  al  cono  T,  y  como  pasan  por  la  recta  (TR,  T^&)f  ^  iargdi 
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de  la  cual  ha  resbalado  la;  Cúspide  >  del  conp  móvil,  estos  contiÁuatáii 
siendo  tanjentes  a  esta  supeirfície  transportada  a  T".  1 

311.  Setitado  esto,  si  ia  nuera-base aQi  no  tiérne  ningUB  ponto  edi»]»!! 
con  la  base  DLE  ^el  cono  ímnóvíl  B,  tampoco  los  dos  conos -S  y  T"» 
tendrán  niiigiitia  jeBerátiria  icoinaii,  y  por  ooosiguiente  nó  habrá  en  loi» 
conos  S  y  T  aristas  paralelas;  porque,  do»  asistas  <i«]e  curopliesen'  con 
esta  ooi^diewin,  evideDtenieitte  deberiáncéineidiri  cuando  la  cuspidd  T 
llégasela  S,. Luego/ eo. estocado,. Ja interseccüotí  de  los  dos  ccmos  00 
tendrá  ninguna  rama  ÍQ^oitia*/  .  .1 

.  312.  ñi,  como  sucede eaiel  depurado  que:  presebtamos,  la. bate  áOCA 
corta  en^guna^parte^j  por  egieaipld.en  Ql,  a  la. base  DLE  del  cono  ia-^ 
iife6vilSv.  los  doa  cono»  B  y.  TVitendráa  «dua  Jdnemtris  conrún  S&Qi  y 
en^^gmda^  .cmado  nwtittfyiaiBlo8.)T:''  a  T^  ei^^^^  serét,  la;  aristaj 

TP  paüaleila  la  SQr}  y^aaíj  estas:  sfttáola^dita  jeti^ttatHce^  respectiva'^ 
neote  paralelas^ an  loáronos  príjaitfiífoa  T  y  S»;  y^sud  pies  P.y  Q  debie- 
rao  haIlareepateiKlé¡meQté"Si(^re'  uola  recta  que  itefmine  en  R>  que  será 
la-traea  del  planó.que  contiene  a  é^taá.  dos  amtas.  En  este  caso,  a 
Hiedtdá  qué  los  pIaB)68:BMajBtes.8e>ltpj?oxinieb:a  RQP»  qstarán  Isa  dos 
arisftásqoenbadeDj,  mM^püéxim&a  a  ser  paralelas;  su  punto  de  sección 
estará  tambi^  inaa  distantan  y  ^ór  último  ae  hallará  a  una  dieitaacia 
infinita  cuando  ilqguemos  a  Tlb^dos- jüaeratrices  SPy  SQ;  de.iiiodc» 
que*  habrá:  itua  ramo-iofiníta  ¿r^V  qn^  ceoftveiiir^  é^íái  una  u  otra  de  éstas 
jeneratriceíu  Una.  cousecaea^iu  aqálbga  líéodcá  lugar  respecto  a  la  rama 
$U^  cnya  prolongAcipn  indefinida  eabá  indicada: por  Jas  é^  j;enérAlrices 
parajelas  S^  y  T^,  a  que.noa  coBduoe::et  segan4^  püiufco  ^^  &^<^<ra  9 
del  círculo  aQ¿  con  la  edípseDLE/.vy  adema»;  \w  d!oa mismos. pares'  de 
jeneratrices  paraldas,  ikos  darán  tambieu  los  pu»tgb  iuñuitan^ente:  dis* 
tanteade  la  rarfia  de. jfntenteocion  producida- por^Fá^  dos  napas. ísúpe^ 
tioTGúf.qfm  no  hemos. ii'eido  otoiveniente  represi^ntar  eb  d  presente 
depurado*  .'         .  ^      :♦:!•.•'.•  •;.-)•     ■;•.•..• 

313.  De  las.asintát^fr.  rCunsido  usa  rama>  infinita  e^Y  resulta^  oobm  fig.  73. 
en  leí  caso  piésoirte,  de.dn;puflto  de  sección  verdadera  entre  Jas.  bases 
DLEijaQJk^  esta. TátnaLaAbniteu una  asíntota;^  Gdn  éíectOt  como  esto^ 
asfntola  ealatan^ej^tedeila  carbtí  enel  punto  iolfinitamente  distarite  acia 
el  cual  se  diiíjen  las  dos.  jeneratrices  paralela£i  TPy  SQ,  dicha  asíntota 
nos  la  dará  la  intersecciofa  dé  los^plams  tanjentel  a  los  dos  conos,  al 
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largo  de  eertaa  jeneratriccs;  pero  como  estos  planos  tienen  por  trazas  a 
las  rectas  P9  y  Q6  tanj  entes  a  las  bases,  y  que  no  son  paralelan  entre  sU 
el  punto  Q  en  que  se  corten  estas  trazas,  pertenecerá  a  la  asíntota  pedi- 
da, que  será  la  recta  Bta  tirada  paralelamente  a  SQ;  porque  como  esto» 
dos  planos  tanjentes  son  paralelos  a  3Q,  no  podrán  cortarse  sino  según 
una  línea  paralela  a  esta  jeneratriz. 

La  otra  arista  ^ta  se  obtendrá  de  un  modo  enteramente  semejante,  y 
en  razón  a  la  simetría  de  los  presentes  datos  a  uno  y  otro  lado  del  pla- 
no vertical  RST,  esta  asíntota  deberá  cortar  a  la  primera  sobre  la  recta 
RT;  ademas,  estas  dos  asíntotas  serán  al  mismo  tiempo  el  límite  de  las 
tanjentes  a  la  rama  de  intersección  de  las  dos  napas  superiores. 

314,  Proyectando  el  punto  O  o$  a  la  línea  de  tierra,  y  tirando  una 
paralela  a  la  jeneratriz  S'Q^  tendríamos  la  asíntota  común  a  las  dos  ra« 
tnasft'V  y  ;['*'  de  la  hipérbola  que  recibe  la  proyección  vertical  de  la 
intersección;  pero  las  consideraciones  precedentes  no  nos  proporcionan 
la  segunda  asíntota  de  esta  hipérbola.  Es  fácil  percibir  la  razón  de  esta^ 
diferencia;  porque  las  ramas fe'^*  y  A^á\  aunque  son  indefinidas,  no  con- 
tienen ningún  punto  de  la  intersección  del  otro  lado  de  é*  y  de  cT,  y  se- 
gún esto  están  verdaderamente  limitadas^  en  tanto  que  se  las  considere 
como  pertenecientes  a  la  vez  a  los  dos  conos,  y  por  consiguiente  bajo 
este  punto  de  vista,  que  es  el  mismo  del  problema  que  nos  ocupa,  no 
admiten  asíntotas.  En  lugar  que,  de  las  dos  remas  ft'Y'  y  JCd\  la  pri*- 
mera  es  verdaderamente  indefinida  bajo  todo  aspecto  (num.  312);  y  aun 
cuando  la  segunda  parezca  terminarse  en  el  punto  &\  cuando  se  la  mira 
como  el  lugar  de  los  puntos  comunes  a  las  dos  superficies  cónicas,  sin 
embargo,  después  de  un  intervalo  imajinario  bajo  este  concepto,  vuelve 
esta  rama  a  ser  real,  efectuándose  esto  desde  el  punto  de  encuentro  de 
las  jeneratrices  A'T'  y  E'S';  porque  entonces  recibe  la  proyección  de  la 
intersección  de  las  dos  napas  superiores  (nám.  308),  que  también  es 
una  curba  indefinida.  Y  así,  por  este  motivo,  el  método  de  las  intersección 
nes  debia  darnos  la  asíntota  de  esta  rama  de  hipérbola. 
FIO.  73.  315.  Rania  infinita  sin  asíntotas.  8i  hubiese  sucedido  que  des- 
pués de  efectuada  la  construcción  del  num.  310,  la  base  aQ¿  del 
cono  T"  hubiera  tocado  a  la  base  DLE  en  un  punto  tal  como  Q; 
entonces  la  arista  8Ct  habría  sido  común  a  los  dos  conos  S  y  T'% 
y  por  consiguiente  las  superficies  &  y  T  hubieran  también  tenido 
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dos  jeneratrices  paralelas  SQ  y  TP;  por  consiguiente,  la  intersec- 
ción presentaría  aun  una  rama  infinita,  pero  esta  curba  no  tendría 
asíntota.  Con  efecto,  comQ  las  baaes  DLE  y  aQ^  tienen,  en  la  actual  hi- 
pótesis, una  tanjente  común  en  Q,  coincidirán  coropletaEr^ente  las  planos 
tanjentes  a.  los  conos  S  y  T"  en  todo  el  largo  de  la  arista  SQ;  luego, 
cuando  T"  se  haya  vuelto,  paralelamento  a  si  mismo,  a  la  posición  pri- 
mitiva T,  los  planos  tanjente^  en  toda  la  loojítud  de  las  jeneratrices  SQ 
y  TP,  se  hallarán  paraidoé  entre  sí;  y  entonces  su  intersección,  que 
debe  ser  la  asíntota  pedida,  se  trasladará  toda  ella  a  una  distancia  in-r 
finita,  es  decir  que  no  effjBtirá  ya  para  nosotros.  Esto  es  lo  que.puced^ 
en  ui^a  parábola  comw^  en  que  las  tanjentes  no  tienen  límite  finito,    ;; 

Problema  3¿  Int&teeúciún  de  un  cena  y  de  wn  cilindro. 

316*  Como  esta  cuestión  tiene  mucha  ánalojía  con  los  dos  probie^  Fio.  74. 
mas  precedentes,  nos  copitentarémos  con  indicar  su  solución  por  medió 
de  una  figura  en  perspectiva.  Sean,  pues,  SAB  el  cono  y  CDE  él  ci- 
lindro propuestos :  tiraremos  por  la  cúspide  S  una  pareléla  SR  a  las 
jeneratrices  del  cilindro;  y  considerando  que  por  esta  recta  se  han  tirado 
diversos  planos  secantes^  estos  evidentemente  producirán  én  las  dos 
superficies,  secciones  rectiUmas  mui  fáciles  de  construir,  y  cuyos  pun- 
tos mutuos  de  encuentro  serán  pertenecientes  a  la  curba  pedida. 

317.  Los  planos  «ecantes/ímit^v  se  obtendrán  también,  tirando  por 
el  punto  R  dos  rectas  RK  y  RL,  cada  una  de  las  que  sea  a  ki  vez 
tanjente  a  una  de  las  bases  y  secante  respecto  a  la  otra,  y  estos  planos 
nos  darán  los  puntos  en  que  es  tocada  la  curba  por  las  aristas  del  cono 
o  por  las  del  cilindro,  según  corte  el  plano  límite  RL  a  una  u  otra  de 
estas  superficies*  (Véase  nüm,  299), 

318.  Guando  las  dos  bases  son  curbas  cerradas,  no  habrá  ramas 
injmüxuñino  en  caso  de  que  una  de  las  jeneratrices  del  cono  sea  paralela 
a  las  aristas  del  cilindro,  coya  circunstancia  reconoceremos  inmediata^ 
mente,  porque  en  tal  caso  la  recta  SR  deberá  precisamente  terminar  sobre 
contorno  de  la  base  ALRK.  Y  aun  será  preciso  que  la  tanjente  en  este 
punto  pueda  cortar  a  la  base  del  cilindro;  sin  lo  cual  ninguna  rama  de 
la  intersección  converj iría  acia  la  jeneraOris  SR,  como  es  fácil  conocer 
construyendo  la  figura  relativa  a  este  case  particular 
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Problema  4.     Intersección  de  una  esfera  y  un  cono  concéntricos. 

FIG.75,      319.     Sean  (S,  S*)  hi  ¿úai)id^  y  4BCDE In  base  del  cono  pro* 

puesto;  sean  así  mi^mo  XKY]f  X'Z'YMae  {proyecciones  de  la  esfera 
que  tiene  su  centro  en  (S,  8*),  y 'que  en  el  casO'  presente  supondremos 
reducida  al  hemisferio  superior»  toon  el  fln  de  dejar  ver  la  curba  de  in* 
terseccion  sobre  el  plano  ho^izontah  Para  cortar  estas  dos  superficies, 
emplearemos  pianos  verticales  titados  por  la  cúspide  (S,  S*);  entre  to- 
dos estos  planos  secantes  el  que  tiene  por  traza  a  la  recta  arbitraría 
dM|  encuentra  a  la  base  del  cono  en  el  punto  M,  y  por  consiguiente  corta 
a  esta  superficie  según  fa  arista  (SM,  SW)>  en  lárito  que  en  la  esfera 
da  por  sección  un  círculo  máximo.  Por  consiguiente,  si  aplicamos  este 
plano  SM  al  .inerídiaiH)^  pJ:i^cif)iftl  ^  ^Y9>i»ls\CÍi;cuk>.\m 
con  X'Z'Y^  y  la  jeneratriz  vendrá  a  ser  (SP,  ST'),  en  tal  caso  estas 
,  dos  Upeas  se  cortarán  eii  q1  punto  (Cl>Q'),  bastará  restablecer  este, 
pqr  medio  de  un  arcq.cl^  círctilo  horizontaUalpiaiito  (m»  w!)  de  lajene^r 
rdtrí?  primitiva,  y  así  se  hallara  qn  puato  de  ia  curba.de  interseoeion 
del  copQ  con  la  esfiwra-  -  .    ^        .  /.  ; 

.  3^*  Será  mui  bueno  que  apUq«eiiaaM»i^  al  ntibmo  tiedipo^ia  coasH 
truccíotí  precedente  a  los  doai planos  meridianos  fiM  y  SN  que  encueii* 
tran  a. la  base  del  cono  eñ  dos  puntoa  M  y  N  situados  a  igual  dista»» 
cía  d^  S;  porque  por  medio  del  mismo  paralelo  Bd'  de  la  esfera,  ob* 
tendremos  otro,  segundo  punte  (iij»')  situado  sobre  la  jeneratriz.  (SN, 
S'N')Ja  que  evidentdmtote: viene  también  a  aplicarse  sobre  8T\  Ade- 
mas,: sirviéndojpiQs  del  mismo  procedimiento,  debereitios  construir  espe-» 
ciabnente  k>8  puntos  de  la  curba  de  ínterserciou  que  estén  situados 
sobre  las  aristas  ^ 

(SA,S'A'),  (SB,  S'B'),  (SE,S'E>  (SF,S'F'), 

las  cuales  forman  el  contomo  aparente  dsl  cono,  o  están  colocadas  en 
el  meridiano  que  da  a  conocer  el  contorvo  aparenté. de  la  esfera,  porqfue 
así  obtendremos  los  cuatro  puntos     ^ 

en  que  la  curba  debe,  en  el  plano  vejrtiéaU  toc^  auno  utirtro  de  ositos 
contornos  aparentes.  Adenojas,  sega»  la  réglíoi  establecida.  €ai. el  núm» 
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304y  éu  uno  de  estos  puntos  será  siempre  en  el  que  se  efectué  el  pask^ 
cíe  la  parte  mMle  a  la  invisible  en  la  proyección  vertical»  por  ejemplo, 
en  el  presente  caso,  tiene,  lugar  este  paso  en  (^  ¿'),  y  no  en  (a»  a'),  peor* 
^oe  la  arista  (SA,  S'A')  está  ya  detras  del  meridiano  (SX»  Z'X*);  cnanr 
do  a  la  otra  estr^midad*  de  la  curba,  este  paso  se  efectúa  en  el  punto  ^ 
{e,  i),  porque  la  jeneratriz  (SE,  S'E')  está  delante  del  meridiano 

En  cuanto  a  la  proyección  horizontal^  es  visible  en  su  totalidad,  por* 
que  suponemos  que  se^  ha  qnhado  el  hemisferio  superior,  qne  la  soper- 
ücie  canica  se  ha  reducido  a  su  napa  inferior,  y  que  tiene  su  cúspide 
proyectada  dentro  de  la  base,  en  este  caso  no  admite  por  plano  tanjénte 
ninguno  que  sea  vertical  (num.  303). 

.  92i.  Es  mni  interesante  determinar  la  posición  exacta  del  punto  g\  no.  75. 
eñ  que  ip  proyección  vertical  de  la  intersección  ferma  nunudo.  Ai  efec- 
to, observarómoli  que  este  nudo  debe  provenir  de  dos  puntos  (^,  g^.)  y 
(t^,^),  queí  estarán,  1.^  colacados  sobre  dos  aristas  86  y  SV,  que 
se  confundirán  en  la  proyección  vertical,  y  cuyos  pies  se  hallan,  por  con- 
signiénter  sobre  umt  cuerda  GY  perpendicular  a  la  línea  de  tierrat  3.  ^ 
situados  sobre  un  mismo  paralelo  de  la. esfera,  y  entonces  sucisderá^ 
como. anteriormente  respecto  a  los  puntos  m'  y  n\  que  los  pies.de  las 
jeneratricea  cumplirán  con  la  condición  de  SGas=SV,  de.  modo  que  la 
otíerda  incógnita  GV  deberá  tener  aa  rnedio  I  colocado  sobre  SY.  Pero 
como  A!E'  es  evidentemente  el  diámetro  conjugado  de  todas  los  ouwdas 
paralelas  a  £E',  sigúese  de  aquí  qne  también  se  halla  sobre  él  el  medio 
i  de  cuiH'da  GY;  por  consiguiente,  esta  última  quedará  determinada  por 
medio  del  encuentro  de  AE  con  SY,  y  aplicando  a  las  jenemtrices  SG 
y  SV,  él  procedimiento  jeneral  del  núin«  319^  hallaremos  los  doa  puntos 
qub  ee  proyectan  en  g^  sobre  el  plano  vertical. 

9SZ.  De  la  tácente.  Para  obtener  esta  línea  respecto  a  un  punto 
cualqttiora  {mi  m'),  es  preciso  hallar  la  intersección  de  dos  planos  que 
toquen  a  la  esfem  y  al  cono  en  este  pinto.  Pero  en  virtud  de  lo  qne 
hemos  dicho  (núm.  133)  respecto  a  una  superficie  de  revolución,  será 
suficiente  tirar  por  Q'  la  tanjénte  Q*T'  al  meridiano  prineqpal  de  la  es- 
4bra,  y  en  si^guída  tomar  la  distancia  D'T'  de  S  a  T  sobre  d  maridiano 
i91Mb,  y  por  nltimo  tirar^perpendioalarmente  a  este  ultimo  plano,  la  recta 
T6,  que  seré  Ift  trázahorizóntal  del  plano  tanjénte  de  la  esfera  respecto 
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al  punto  (m,  m').  En  cuanto  al  plano  tanjente  al  cono»  este  plano  deberá 
tocar  a  la  superficie  en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  (SM»  S'M'),  y  por 
consiguiente  tendrá  por  traza  a  la  recta  M6,  qve  toca  a  la  bese  en  el 
punto  M.  Luego  el  punto  6,  en  que  se  cortan  estas  dos  trazas,  perte- 
necerá a  la  tanjente  pedida,  y  por  consiguiente,  estará  proyectada  8<^e 
Qm  y  &m\ 

323.  También  podemos  construir  el  punto  mas  alto  o  man  bajoáe 
la  curba,  es  decir,  hablando  con  mas  jeneralidad,  los  puntos  en  que  la 
tanjente  es  horizontaL  Con  efecto,  svpuesto  que  una  recta  de  esta  na- 
turaleza debe  estar  contenida  a  un  mismo  tiempo  en  los  dos  planos 
tanjentes  a  las  superficies  propuestas,  será  evidentemente  preciso  que 
estos  tengan  sus  trazas  horizontales  paralela»  una  a  otra.  Pero  supo- 
niendo que  el  punto  que  buscamos  se  halle  sobre  la  jeneratriz  (SC,  S'C), 
el  plano  tanjente  del  cono  tendrá  por  traza  a  la  tanjente  en  el  punto  C 
de  la  base,  y  el  plano  tanjente  de  la  esfera  tendrá  su  traza  horizontal 
perpendicular  al  meridiano  SCK;  y  así,  para  que  estas  dos  trazas  sean 
paralelas,  es  indispensable  que  SC  sea  normal  a  la  curba  ABDEL  Luego, 
th^ndo  dasde  el  punto  S,  eh  el  plano  horizontal,  una  norinal  SG  a  la 
base  del  cono,  y  construyendo  por  el  procedimiento  jeneral  del  nám. 
319,  el  encuentro  de  la  jeneratriz  (SO,  S'C)  con  la  esfera,  obtendremos 
el  punto  (c,  c^,  en  que  la  tanjente  de  la  intersección  es  korizontah  Este 
punto  es,  en  el  caso  presente,  ei  mas  bajo,  y  hallaríamos  el  mas  edto 
tirando  otra  normal  que  terminase  hacia  el  punto  L  de  la  la  base; 
no  hemos  espresado  en  ei  depurado  esta  ultima  construcción,  porque 
hubiera  resultado  confusión  con  algunas  otraslíneas  cuya  manifestación 
era  esencial. 

Segim  los  datos  dd  problema  presente,  no  se  pueden  tirar  desde  el 
punto  S  sino  dos  normales  a  la  elipse  ABDE;  pero  respecto  a  otra  po- 
sición de  S,  el  número  de  estas  normales  podrá  subir  hasta  cuatro, 
según  lo  vamos  a  probar;  y  entonces  la  curba  de  intersección  nos 
presentará,  con  sus  inflexianes,  cuatro  puntos  en  que  su  tanjente  será 
horizontal. 

325.  Tirar  UNA  normai.  a  útúi  curba  piaña  ABDE,  por  tm  punto 
S  dado  en  tu  piano.  Este  problema,  cuya  solución  seria  útil  en  la 
cuestión  precedente,  no  puede  resolverse  por  un  método  directo»  sino 
trazando  primeramente  la  evoluta  aSde  de  la  curba  primitiva,  cuya 
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evolata  se  obtiene  (num.  197)  por  medio  de  los  encuentros  snbcesivos 
de  las  normales  tiradas  por  pantos  tomados  mni  próximos  sobre  la  cnrr 
ba  ABDE;  réstanos  tirar  en  seguida  desde  el  punto  S  una  o  mas  tan- 
jentes  a  esta  evolüta»  cuya  operación  se  ejecuta  con  toda  la  exactitud  que 
puede  desearse,  dirijiendo  una  regla  de  modo  que  pase  por  el  punto  S 
y  que  se  apoye  en  la  curba  agde.  La  única  incertidnmbre  que  en  el 
caso  presente  pudiera  haber,  consiste  en  la  posición  exacta  del  punto  de 
contacto  de  esta  tanjente  con  la  evoluta;  pero  esta  posición  es  absolu- 
tamente indiferente  en  la  presente  cuestión;  en  tanto  que  el  punto  G, 
en  que  termina  la  normal  en  la  voluta  ABDE,  estará  claramente  de- 
terminado. 

Si  la  curba  primitiva  ABDE  es  una  elipse,  como  sucede  en  el  depu- 
rado anterior,  sabemos  (núm.  200)  que  la  evoluta  ^$d€  nos  presentará 
cuatro  ramas  que  se  reunirán  por  medio  de  puntos  de  retroceso  situados 
sobre  )ós  ejea;  y  en  este  caso,  cuando  el  punto  dado  S  se  halle  fuera  de 
la  evoluta,  es  evidente  que  no  se  podrán  tirar  a  esta  curba  sino  dos 
tanjéntesSO  y  8L,  y  estas  serán  las  normales  pedidas  para  la  curba  pii- 
mitiva  ABDE.  Pero  si  el  punto  dado  S'  se  hallase  dentro  de  la  evoluta, 
podrán  tirar  a  esta  euiba  cuatro  tanjentes,  a  saber  S'O  y  S'C"\  que 
tocarán  como  anteríonúente  a  las  ramas  d^  y  %a;  y  ademas,  otras  dos 
tanjentes  S'O'  y  B'G"  que  tocarán  a  la  misnoa  rama  6d>  entre  la  cual  y 
los  dos  «ejes  está  comprehendído  el  punto  dado  S'.De  este  modo  hemos 
justificado  suficientemente  la  aserción  emitida  al  fin  del  núm.  323,  sobre 
el  número  de  normales  que  se  podían  tirar  a  la  base  elíptica  del  cono, 
por  el  puntos. 

325.  Método  por  medio  de  una  curba  de  error.  Para  resolver  el  Fio.  77. 
problema  de  la  normal  tirada  desde  un  punto  S  a  una  curba  plana 
AA'A'^A'",...*  se  da  alguna  vez  un  método  que,  a  pesar  del  grave  de- 
fecto que  presenta,  merece  sin  embargo  conocerse.  Por  un  punto  arbi- 
trario A  de  la  curba  propuesta,  tirémosle  una  tanjente  AT,  y  bajemos 
nobre  esta  última  la  perpendicular  ST.  Si  A  fuese  verdaderamente 
el  punto  en  que  debia  terminar  la  normal  que  sale  de  S,  es  eviden- 
te ¡que  el  |He  T  de  la  perpendicular  bajada  sobre  la  tanjente  debería 
coincidir  con  A,  es  decir  hallarse  sobre  la  curba  dada  AA'A'\...;  por 
consiguiente^  la  suposición  precedente  es  errónea;  pero  tirando  diversas 
tanjentes  A'T',  A"T'V«««  y  bajando  sobre  ellas  las  perpendiculares  ST', 
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ST'\.-,  los  pies  T,  T',  T'\*..  fonnamn  nDa  curba  de  ^n^  o  €urha  au- 
sUiar  TT'T"....,  que  por  medio  de  su  eacuantiro  con  AA'A'V*.  mos  dará 
el  punto  que  buscamos  N;  ea  cuyo  caso  la  fiormal  pedida  será  3N* 

326.  Pof  desgracia  sucede  que  la  curba  ausilíar  TT'T"t*.«i  lejos  de 
cortar  m  AA'A'\...  según  un  ángulo  bien  marcado,  eoano  seria  necesa- 
rio para  concluir  claramente  la  posición  áiel  pupto  N,  es  siempre  tan<^ 
jente  a  la  curba  prímitíya.  Por  consiguientei  esta  marcha  dejará  tantea 
incertidumfare  respecto  a  la  posición  del  puAto  N,  como  si  4espue^  de 
haber  tirado  las  normales  a  los  dos  puntos  vecinos  A  y  A'j  y  de  haber 
reconocido  que  una  de  ellas  pasa  Mcima  de  8  y  otra  debsío,  nos  hu- 
biéramos contentado  con  apreciar  a  ojo  la  situación  de  N  entre  los 
pontos  A  y  A\  Por  consiguientei,  es  preciso  tener  ouldado  bn  todos  los 
prdbleams  en  qiae  se  haga  uso  de  «ina  cnrba  de  error»  de  evífesr  el  in<^ 
•coBvenieote  qoe  acabamos  ó&  señalar,  y  qué  hnbiem  sida  nse  semible 
aun,  m  d  punto  S  iMibieseeatadooolocadodesitrode  la  línea  AA'A-'.«««: 
porque  entonces  la  curba  de  error  hubiera  vuelto  su  concavidnd  acia 
AA'A^'..^,  y  hubiera  dado  así  lugar  a  mayor  incertidumbresd:»t>e  el  ver^ 
dadero  logar  de  contacto. 

De  todos  hkmIos,  observemos  que  cnamlo  la  Smtadftda  AA*  A'\../8ea 
cerrada,  la  earba  de  error  TT'T'-..  será  taubien  cerreda;  y.  qué  si  el 
puoto  S  está  colocado  fuera  de  la  curba  primitiva,  la  curba  ^de  ecrpr 
pasará  dos  \neces  por  este  punto  &,  y  preséntala  en  tí  un  «ndo  en 
la  forma    . 

Ademas,  tocará  otm  vez  en  ^  a  la  linea  dada  AAA"».*;,  Jo  que  nos 
proporcionará  otra  seguida  normal  Sn.  cuya  direeeiett  no  ct^incádirát  ^i 
jenetraly  ooa  la  de  la  primera  normal  SN,  aiw  cuando  esto.snce.dei  en  el 
caso  presente  en  rasen  de  la  forma  circular  qua  hemos  adoptado  por 
línea  primitiva.  i     •    .' 

FI6.77.  327.  TiiRAB  UNA  TAJNJEPTTE  a  U1M  oHTba fdtma  BB^B^\.0  poriun pun- 
to S  dado  en.su pUm9.  Ami  omndoes  sufioftente^  ipara  ebteiyer  ¿i  direoñan 
de  esta  tánjante  SM  con  toda  la  exactitud  qoereqaiesen  JasJqpfiraciones 
gráficas,  dirijir  tma  regla  de  modo  que  pase  por  lel  punto  í6  y  se  apoye 
sobre  la  curba  BB'B".^..,  ain  embargo  quiedia  alguna  inDertíibmdiMre 
sobre  la  posición  del  punto  de  contacto;  y  si  ee  necesita  conocer 
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e$jb9  con  preoisioo»  podreiao9  dat^rwiii^rlo  por  ja^^  d^  iW  c¥r¿<a^  4^ 
i¿?rri^i  supoqieodo  8Í^iQ|M'e  que  (se  ra)>^  tirnr  lap  Utn^t^^  4  ]«  lín«4 
BI^'B''....  por  pojitoigí  4adi9s  sotxre  a^l»  icurbu- 

CoMitrniréinM  ka  normales  BT,  B'T'>  B"T" i^  lop  divíi»op  puA' 

to9  iomiido9  9obre  la  lífieft  <la4a»  y  b«jprémo9  «obr?  estw  ji^^vnial^» .  Iw 
perpendíonlves  ST,  ST'i  ST".*-.  Opnocewo»  }H^Q  q^«  «i  ^99  99^ 
i^iusQ,  fue»^  B'i  por  oJ0ipplQ>  9I  punto  de  owtacjbo  4^  1a  tanjent»  qne 
saliese  de  S,  debería  suceder  que  el  pie  T"  d«  la  perp^Xidicnl^r^adA 
«obre  la  normal  e»  B",  miocídiria  con  el  punto  B",^  dw¡r  qu^  T*^,xie- 
beria  hallarse  sobre  la  curba  dada;  y  supuesto  que  no  sucede  A9^  1a  U^- 
pótQsis  precedente  es  errónea;  pero  de  aquí  re^nJtfi  qa^hoir^^  de 
error  TTT^o*.  d€tbwé  pa»ar  por  ^l  pwnto  4e  «Qntaplo  jqu^  bn9Cf^np9,  y 
por  consiguiente  este  punto  VJi  m^  }o  dar^  a  qonoper  ia  ípt^m^f^ft^  49 
ia  línea  TTT'V.^  con  BB'B^m.  Gn.Ql  f»)ao  ffcw^Qf  eatw jlp?  9»J^m 
se  cortan  pei'pendicnlarnqnte,  y  ^  nétodo  na  pfudece  el  üp^Q^vj^ui^nte 
iseñalado  ^n  elnúm,  3^;  adev^asi  ^xune  la  curfaia  ide  ern^r  j^imtmV^  Ptm 
vez  en  m  a  la  líp^^  4«4a  BB'B'^*m,  hvx^tra  tanjepte^itt^qiM  ]fm4ff^^ 
rarse  desde  el  punto  S. 

328*  Otra  saludan.  Ved  aquí  otro  nuevo  método,  que  tiene  la  ven-  fig.  74, 
taja  dé  no  exijir  que  se  sepan  construir  las  normales,  o  Itrs  tánjentes  de 
la  curba  propuesta,  por  puntos  asignados  sobre  esta  línea»  fiéa  KMY 
Ja  cnrba  a  la  cnal  »e  twta  de  Airar  u»a  ^0ntep9r  lel  pMPtp  «S;  .tmore- . 
mQ%  .ppr  esite  punta  ^a  eeomte  íCpalqniem  J^Ái  wbfe  Ja  ^^jneiovfiuta^ 
réwoe  do«i  perpendioid^es  Acc  y  B6y  igual<»ida  maide^ttif  a  Ia  cneriola 
interceptada  AB,  y  en  los  asteemos  detesta caerdti,  pette^iirijidfiauua^t  m 
Mdo  y  ojtraia  etro-de.laaQ<»*te;£8ta.mt8«iaoperaoífin  ia  repetirémoe  con 
oitraa  secantes  talas  como  SB'A',  SB"A"o^,  y  la  Q«f*a:ít'">«S6''V^eter.-  • 
minada  por  Jaa  esuvmidadei  de  (odM  estos  pei*pe»djcttlafe$r  deberé 
posar  i^videqtj^inante  por  el  punto  de  contaoto  que  bnaeamos  de  la  tañí- 
jente  6MT,  anpueato  que  esta  tanjeate  es  una  secante  cuya  pante  inte- 
rior os  igual  a  icero«  For  consiguiíenlie,  el  ^eocaentro  tde  las  curbae  £M Y 
y  fl:'"aSg'"  nos  dará  a/conooer  el  píiunto  M,  ique  jdeberémee  unir  con  el 
^  para  tener  la  tánjante  pedida;  o  per  lo  menos,  este  enctténtro  servirá 
l>era  fijar  ia  posicioti.del  punto  de  contacto  M  de  la  4a«|f6Qte<8T,  ai  nos 
eontentainQa,camo  lo  hemos  dicho  nMta«nriba,  con  traaar  eata  recta  ST 
con  la  rsgla.  Ademas,  es  i&vklente  que  si  jjrastomamos  tecftie  las  per* 
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pendicalares  al  lado  opuesto  en  que  las  hemod  levantado,  hallaremos 
otra  segunda  cnrba  ausiliar,  que  también  deberá  pasar  por  el  mismo 
punto  M,  y  podrá  servirnos  de  comprobante;  finalmente,  podremos  dar 
a  cada  perpendicular  una  lonjitud  igual  al  doble  o  a  la  mitad  de  la  cuer- 
da correspondiente,  cuya  razón  puede  ser  Citil  variar,  según  sea  la  cnr- 
ba dada  mas  o  menos  aplanada  en  las  inmediaciones  del  punto  M, 

829.  Podríamos  también  emplear  una  curba  de  error,  para  resolver 
los  problemas  siguientes: 

Tirar  una  tanjente  a  una  curba  plana  paralela  a  una  recta  dada 
en  su  plano. 

Tirar  una  tanjente  común  a  dos  curbas  situadets  en  el  mismo  planoi 
pero  en  todas  estas  cuestiones  habrá  siempre  tanta  exactitud  y  quizás 
mas,  en  hacer  solo  uso  de  una  regla  que  apoyaremos  sobre  las  dos  curbas 
dadas,  o  sobre  la  curba  única  y  en  la  dirección  que  se  nos  señale,  como 
en  recurrir  a  líneas  ausiliares  en  cuya  forma  hai  siempre  algo  de  arbitrario. 
Sólo  cuando  el  lugar  del  contacto  parezca  incierto,  y  necesitemos  cono- 
cerle CÓ1I  íma  exactitud,  podremos,  después  de  haber  tirado  la  tanjente, 
recurrir  al  método  del  numero  precedente. 

P^OBLJ^M^  5*  Desarrollo  de  una  superjicie  cónica  cuya  base  es  una 
cfuífba  cualquiera* 

Fia.  15.  330, '  El  prt4)lema  que  hemos  resuelto  en  el  núm.  319,  puede  servir- 
nos para  efectuar  éste  désartirrollo.  Porque  si  después  de  haber  cons- 
truido la  curba  de  intersección  {abcdm^...^  a'&V^W....)  del  cono  pro^ 
puesto  con  una  esfera  de  un  radio  arbitrario  y  cuyo  centro  esté  colocado 
en  la  cúspide,  desarrollemos  (núm.  222)  el  cilindro  recto  que  proyecta 
esta  curba  según  ábcdm....^  y  trazamos  sobre  este  cilindro  desarrollado, 
la  transformada  de  la  línea  de  doble  curbatura(a¿a2iit,...,a'dV¿íW....), 
obtendremos  una  curba  plana  que  espresarémos  por  ogydfí....,  y  cuyos 
arcos,  fáciles  al  presente  de  medir,  tendrán  la  misma  lonjitud  absoluta 
qué  ios  de  la  línea  de  doble  curbatúra.  Hecho  esto,  como  todos  los 
puntos  de  esta  última  curba  se  hallan  sobre  el  cono,  a  igual  distancia 
de  la  cúspide,  es  claro  qoe  después  del  desarrollo  de  la  superficie  có- 
nica; estos  mismos  puntos  deberán  todos  estar  colocados  sobre  la  cir- 
cunferencia de  un  círculo  descrito  desdé  el  punto  arbitrario  S",  c«n  el 
radio  ST'  de  la  esfera  secante,  Por  consiguiente,  después  de  haber 
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trazado  esta  circunfereocía  sobre  el  plano  del  desarrollo  (dejaremos  al 
lector  el  cuidado  de  efectuar,  estas  varias  operaciones),  marcaremos  Jen 
él  ios  arcos 

a'6',  SY,  7'*\  í'í^V... 
iguales  en  lonjitad  absoluta  a  los  arcos 

«o,  6y,  yí,  df^,-. 

de  la  primera  transformada;  uniendo  en  seguida  los  puntos  áe  división 
<^\  &\  y****  con  el  centro  S",  no  restará  mas  que  tomar  sobre  estos  ra- 
dios las  lonjitudes 

S"a'A^  S^'6*B'V  S"/C^  S''d'D'^  S"fi'M^-;. 

respectivamente,  iguales  a  las  de  las  j^eneratricef  del  copo  que  .te^rmínan 
en  loa  diversos  puntos 

(A,  AO,  (B,  B'),  (C,  CO,  (D,  D'),  (M,  M^....; 

de  este  modo  obtendremos  el  desarrollo  de  la  superficie  cónica,  sobre 
el  que  la  baae  primitiva  tendrá  por  transformada  a  la  cqrba 

A"B"C*'D'*M"-. 

331.  En  este  métodoi  la  curba  intersección  del  cono  con  la  es- 
fera concéntrica,  corta  evidentemente  a  todas  las  jeneratrices  formando 
ángulos  rectos;  de  modo  que  ocupa  en  el  caso  presjeqtp  el  lugar  de  lo 
que  hemos  llamado  sección  recta  o  sección  ortogonal^  cuya  curba  nos  ha 
servido  con  mucha  comodidad  (núm.  243)  para  desarrollar  un  cilindro 
cualquiera;  porque  conocemos  con  anticipación  la  forma  rectilínea  que 
debe  tomar  después  del  desarrollo  del  cilindro.  En  1^  supeffícies  có- 
nicas se  conoce  también  con  anticipación  la  forma  circular  que  debe 
tomar  en  el  desarrollo,  la  sección  ortogonal  del  cono;  pero  por  desgra- 
cia esta  sección  no  es  una  línea  plana,  de  modo  que  para  medir  sus  arcos, 
nos  vemos  precisados  a  hacerla  perder  una  de  sus  curbaturas  (*),  efec- 


(*)    Hablamos  aquí  en  conjormidad  con  el  lenguaje  común;  pero 
véase  lo  que  decimos  en  los  núm*  7  y  654. 
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tdattdo  el  deMf rolló  previo  de  un  tiliíidro.  Y  así»  es  preciso  confesar 
(IvLü  éste  Inétodo,  que  éxijie  nñ  gran  tiáméro  de  operaciones  preliminares 
que  siempre  multiplican  las  cansas  de  errores,  no  nos  dará  resoltados 
gráficos  mas  exactos  que  losr  que  hubiéramos  obtenido  siguiendo  la 
marcha  mas  corta  indicada  en  el  núm.  267. 

Problema  6.  Intersección  de  dos  superficies  de  revolución  cuyos  ejes 
se  encuentran, 

FIG.78.  332.  Elijamos  los  planos  de  proyeccioíi  de  modo  que  el  primero  sea 
paralelo  a  los  dos  ejes,  y  el  segundo  perpendicular  a  una  de  estas  rec- 
tas, considerando  este  último  plano  como  horizontal;  el  eje  de  la  prime^ 
ra  superficie  tendrá  por  proyecciones  a  la  vertical  O'Z'  y  al  punto  O, 
en  tanto  que  el  otro  eje  estará  proyectado  según  ZT  y  01  paralela  a 
la  líheá  dé  tierra.  Los  meridianos  prineípülen  A'B*C*y  a*ftV,  es  decir, 
los  que  se  hallan  en  el  plano  vertical  Oí,  se  nos  dan  por  la  cuestión,  y 
se  proyectan  verticalmente  según  su  verdadera  mognitud,  estas  curbas, 
que  al  propio  tiempo  forman  sobre  el  plano  vertical  los  contomos  apa- 
lientos  de  las  dos  superficies  (núm.  131),  soni  en  el  Caso  presente,  dos 
elipses;  pero  e!  método  que  vamos  a  espofier  es  independiente  de  ta 
naturaleza  de  los  meridianos..  £1  primer  elipsoide  tiene  por  contorno 
aparente,  sobre  el  plano  horizontal,  al  equador  BLXZ;  respecto  a  la 
otra  sii|)é)-fitíe  nó  haremos  mención  de  ellaBobre  este  plano  de  pro- 
yección, porque  él  trazado  de  su  contorno  aparente  requeriría  que 
hallásemos  lá  ttirbá  de  contacto  de  este  elipsoide  con  un  cilindro 
vertiéal  ciréünsctítb  a  él  (núm,  106),  cuya  cuestión  enseñaremos  a 
resolver  mas  tarde,  pero  al  presente  complicaría  el  problema  sin 
utilidad. 

333.  Seétado  esto,  observemos  quedos  superficies  de  revolución, 
que  tienen  un  eje  cófnun  en  dirección,  no  pueden  cortarse  sino  según 
uno  o  mas  dttulos  perpendiculares  a  este  eje,  descritos  desde  los  pun- 
tos en  que  se  encuentran  sus  meridianos.  Como  ademas  dé  esto,  puede 
considerarse  una  esfera  como  un  cuerpo  de  revolución  enjendrado  al 
rededor  de  cualesquiera  de  sus  diámetros,  si  nos  figuramos  una  serie 
esferas  secantes,  que  todas  tengan  por  centro  al  punto  {Z\  O),  que  es 
común  a  los  dos  ejes,  tendretnos  que  cada  una  de  estas  esfi^ras  cortará 
a  las  superficies  propuestas  segtin  doíl  círculos  respectivamente  perpen- 
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dieularci«»  a  los  ejw,  y  cqyojB  t^um^s  do  s^ccloyi  ^eíi.lSóil  /eonqcer; 
Con  efectp,  tratemos  desde  ^Jl  puDto  Z^  y  Coa  a  (i  radio  afl^¡teari<>,  ól 
círculo  D^F'E'G'pfirajT^prQBeiitarlct  proyección  de  mía. dé  ^eta^«»foreíií 
esta  encontrará  a  loí  oifiridíanQ^  dados  en  los  ppntps  D'  y  B'/  P'  y  G'; 
on  ytftqd  de  ^9to  y  d^  las.  observ«cion^8  precedentes,  rp»ftlta  qnc^  las 
redad  D'JB'  y  F'G'  son  Ja^  proyecciones  verficaliq»  d^  losdos  fiwnlos, 
segtín  loa  que  ía  esfera  proyectada  ^obre  D'F'JE'G':  corta  .a  1^  tíipsoÍH 
des<  Pero  oomo  tos  plano»  de  estos  dos  círculos  tienen  .por  iirters^ion 
una  cuerda  horizontal  (M',  Mw),  que  en  el  caso  actual  cae  dentw.  drf 
contorno  de  )a  oénferA»  podemos  ftíkíDar  qoie  «íps  qirc9QÍere.pcic!^^/^!^a4^<r^ 
rtdifmafi  sobre  €tí(t  e^fir^,  se  cortarais  e4  d<)s  pontos  pray^iaQlAtJw.^vtenír 
cálmente  f5«  M',  y  horizontalroente  en  M  y  «i,  et^^  .^fitíetiUrí^  rite,  la 
cnerdf^  M^  cdn  el  círculo  (DM^>  P'E'),  y  oonwjeatp^  puntos  ;#0iii  evi- 
dentemente comunes  a  los  dos  elipsoides,  pertenecerSjof  ^  }víf  (íóéalda 
ínterseceion;  empleando  operadfones  siémejaptes  a^dtK^iepetidAs  con 
otros  esferas  desbritas  siempre  desde  el  punto  Z\  nw  4brén\  peor  prot 
yeeejones  de  esta  cmrba  siobre  los  dte'|>Ianoií  a.      :\  •  r»  j: 

v334.  Será  preciao  aplicar  el  pre<:edente  «íétodo,  fíP9.ft«p^ia|idad,  A 
la  esfera  que  ^sa  por  el  ?^^or  (B'X's  BX«X};  porqi^^  í^  de^larfnwwtór 
mos  los  doa  pnntM  (V,  JL.)  y  {V,  /),  desde  )o«'(>¥(f^Ie9:Keurkapa«a.píi>r 
debajo  del  eiqpmdWi  y  ast»w¿JZtfflobre  el  plano  bprifZonitaK  lAd^maa»  avn 
cuando  estpl  curba  de  ¡nters^qcipn  est&  pwi  léjf^s  d*  f«f  jtWíPirt^  «»  jíÍ 
espacio,  al  eqiaaddr,  sin  embargo k(s  tanje^ntee  de  ^^twJ?0B.|ín^ií  lB©.d 
fmuto  (L',  lü)  se  bailan  ambas  en  d  .p^la^o  Danjo^ti?  q^^e  eyíd^Atemeft^ 
es  t9^rítca¿  en  (oda  la  esteitsíoii  del  eqi]^ador»  de  aquí,  (r^s^lta*  qili^.' las 
proyecciones  horizontales  de  estas  dos  tanjentcs  se  confun^^^éb^  y  4^^ 
96gun  esto  la  cnrbqi  I^LM««*«  Ufi^rá  al  ^UcuIq  BJ^.m^Uy^i^ 

335r  £¡ma  eOAsecnencla  j.6n^Fal  nops^^^qe^Á^q^ppio^  «ipQ  i^QQ^do^ 
tanjien^  ^nel  punto  {h-^  I^}  de  la  Uiiea.de  doble, |QQr)^9jiHKrarsef^e3(aet%- 
xnente  vfirtieal.  £n este  ca«o^  el  elemento  que  hnbif^e  si^o^Qtnuj;^ ml^ 
proyecciones  horizontales  de  esta  tanjente  y  del  eqnador,  desaparece 
o  se  reduce  a  un  punto  matemático;  de  modo  qué  ta  curbá  cesa  de 
0(i0r  al  e<|qadiori  f  lle^%  a  ^cortarle  form^tf^do  j^f^ca^o^e.wriretiroc^so* 
Una  circniíptanoíaaaál^a  f^a  a.  pr^soitáfi^fDQs  ^  4  St^f^fíf^tfi  C!?p 
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los  punto»  (K',  K)  y  (H^  H),  que  nos  da  inmediatamente  el  encuentro 
de  dos  meridianos  pritícipales.  Con  efecto,  en  cada  uno  de  estos  puntos, 
los  planos  tanjentes  a  las  dos  superficies  son  necesariamente  perpendi- 
colares  a  los  planos  meridianos,  y  por  consiguiente  al  plano  vertical;  luego 
su  intersección,  que  será  tanjente  a  la  curba,  es  también  perpendicular 
a  este  mismo  plano  vertical,  y  se  proyecta  en  él  según  mi  apunto  único; 
de  aquí  resulta,  por  las  razones  precedentes,  que  la  proyección  K%'H' 
no  presenta  ya  contacto  con  los  contomos  aparentes  de  las  dos  superfi- 
cies, cuando  este  contacto  tiene  lugar  jeneralmente.  Ademas,  no  haí  en 
este  caso  retroceso  en  los  puntos  K'  y  H',  porque  las  dos  ramas  de  la 
intersección/  situadas  una  delante  y  otra  detras  del  plano  vertical  ÓI, 
tienen  posiciones  simétricas  y  se  confunden  en  la  pmyeccion  vertical, 
según  se  vé  por  la  construcción  jeneral  que  nos  ha  dado  los  dos  puntos 

FJG.  78.  336,  Ep  6tíi  observar,  que  la  proyección  vertical  K'L'H'  será  preci- 
samente una  linea' de 'Segundú  grado,  siempre  que  las  dos  superficies- de 
revolución  sean  también  de  este  orden.  Con  efecto,  siendo  el  piano 
vertical  Oí  un  plano  meridiano  respecto  a  estas  dos  superficies, 
divide  evidentemente  en  dos  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  que 
le  son  {^et^yendiculares,  tales  romo  (Mw,  M');  luego  este  plano  es  un 
plano  principal  que  es  común  a  las  dos  superficies,  y  en  tal  caso  se 
demu€^^r&9  por  un  cálenlo  mui  simple,  que  la  intersección  de  estas  se 
ptóyécta  sobre  este  plliuo  según  una  línea  de  segundo  orden  (*).  De* 
beinofií  áproVecharúóís  de  éiMa  noción,  adquirida  anticipadamente  so- 
bre la  naíturaléza  de  la  curba  K'L'H^  para  enmendar  los  errores  de 
'tcmstruc^ibti  qtíe,  'en'  está  línea,  pudiesen  producir  las  inflexiones  o  una 
corbatura  ^ne  nó  pdn6ótdáse  con  la  forma  bien  conocida  de  las  seccio* 
líes  éóííicas/'-  : ;    -      •     • 

337.  Óbbei-v^ettiOs  aun  cjue  cualquiera  que  sea  el  grado  de  las  dos 
¿üpéi^ficite»ide*eVdIuéíOri;k  ciirtm  plana  K'L'H'  fconsidetada  en  sí  mis- 
ma, é  itfdépé&dSéiitetaé'nté  dé  laí  curbét  gausa  cuya  proyieccion  vertical 
rédb^,'  ttd-bfe'tfertlnM'répéfatinamenté  én  los  puntos  K'y  H',  éino  que 

•»!i    ]■  '   o    J:.i'iir)    r.\    Mi'p  (  '.«mí;  -.1^    ;:»       ." i  .u.    «   '        TT^.     '     '.     T?     '  ^ 

'^'(*^f^mtá^)¿¡mk'iHt^^^^  J;  Éiiíet.  VéíX^  elkíiii- 

^ÜMsá^ffíftWb^ttía  JéoíWetrítt  de  fas  tres  díménisionfefe,  cap.  IXi'      ^  «  ' 
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debe  prolongarse  mas  allá. para  volver  aóbre  sí  .misma  opara^steqderse 
indefinidamente.  De. modo  que  si  cojoitinnamos  trazando»  sobre  6\  plano 
vertical,  círculos  que  tengan  siempre  al  punto  Z'  por  centro,  y  que  se 
estiendan  mas  allá  o  ipas  acá  de  los  pantos  H'  y  K'^  pbdremoái  siempre 
que  la  formé  de  los  meridianos  permita  que  sigan  hiendo  cortados  por  o»- 
tos  círculos,  hallar  puntos  de  la  curba  K%'H',  situados  fuera  d^  lia  parte 
que  recibe  la  projreecibn  de  la  intersección  d^  laadps  superficies*  JEsta 
circunstancia^  que  notaréknos  mas  claramente  .w  el  depprado  79  relativo 
a  una  cuestión  análoga  (nám.  344),  estriba  ten  .que.  la; pf «piedad  .grá- 
fica que  sirve  paca  hallar  cada  punto  M'^  do  la  curba,  ^'L'P',  ^es  mas 
jéneral  que  la  definición  de  este,  mismo  puntJDi  cop$id0i;a4i9.(9QinP  pror 
yeccion  de  un  punto  común  a  las  dos  superficie.  C^n  efy^py  \^9^Qf08te 
ultimo  respeto,  es  preciso  que  M'  se  halle  no  wlam^ent^fietí  .el  encuentro 
de  las  dos  cuerdasD'E'  y  F*Q',  sino  que  también  eeltéaituAdo.en.  el  ínter 
rlor  del  círculo  D'FE'G'^  como  lo  hemos  enunciado ;  en  ^1  ^ikVfi.  .333;  de 
modo  que  cuando  las  dos  cuerdas  D'E'  y  F^G'  |lQb:se•cpl1te£n^9in4>,  ei)  m 
{tfolongaeion,  el  punto  de  sección  convendrá,  mw  biej^riauRa  h  curb^ 
pkna  K'L'H',  pero  no  a  la  curba  gausa  seganJacual^Q  Cortan  las  dps 
superficies  de  revolución.  ./. 

338«  De  la  tanjente  ;  primer  mkód^.  FodrpUios  hallar  esta  recta  Fio.  78. 
respqccóal  punto  (M,  M'),  determinando  la  intersección  de  lo|s  pkmos 
i)ue  toquen  a.  las  dos  superficies  en  este  puntos  Y  coAiQ  el  plano  tanjente 
relativo  al  elipsoide  A'B'C,  le  obtendremos  (nlimti  133)  ttansportando 
«1  puntó  M'  a  £F  sobre  el  meridiano.  prÍACÍpal,Ty  trazando,  en  seguida  la 
. tanjente  D'T'  a  este  meridiano;  si  hecho  ^stQjSH^.í^tjtUye,  el  píe  T'  de 
esta  tanjente  a  T  sobfe  el  meridiano  OM, .la  recta¡ Tí)  perpendicxilat^ a 
!0M  será  la  traza  horizcoital  dd  plano  que  buíscaiiNts*  ;;'    .  • 

En  cuanto  al  elipsoide  a^¿V  cuyo  eje  nó  es  venticAli  qondiKirémos 
primeramente  el  punto  M'  al  meridiano  prinf^ipál  a  ]R\. y  en  segui- 
da consirnipémos  la  normal  FN',  dé  la  cual  boncíljiirémcp  (nüm^  ]13&) 
•la  nof mal  (M'N',  MN)  relativa  al  punto.  (B^M^);;  hecho^  esto»  será  snfí- 
ciente.'tirar  poor.  este  punto  un  plano  perpendit^ulara^^dt-a;  ultima  norr 
mal»  Pan  efectaarlo,  figurémonos  «n !  este- plbno  uha.recjta  paralela  a 
su  traza  vertical,  y  cuya  proyección  verticíd^tserádá  lí^ea >MT'  jp¡erpenir 
dkñlat.a  M'N;;  y  sb  proyección  hori«5optal4»f)á».Mf  para.]^la;A  la  línea 
de  tieiira;.eii  fegBÍda  tiraremos  por  el  pie:(P^Pf)  df^i«9ta.lÍACia  at^iliaif, 
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y  petpandú^ulQitnetite  a  MN,  Ia  recta  PQ,  que  eTÍdentemente  es  la 
tMi4  hori;íotital   d«l  ^latno  tanjeAte  al   eHpaoíde  a'¿V  ca  d  pauta 

(M,jvr)f  ^ 

Sentado  estd^  las  traeas  PQ  y  TO  de  loa  dea  planos  tanjentea  van  s 
^amntrarse  en  él  punto  6>»  y  aquí  se  halla  el  pie  de  la  tanjente  pedida, 
lá  cual»  aegutt  eito,  tiene  por  proyecciones  a  6M  y  &*M\ 

339.  áegujédó  método^  por  medio  del  plano  normaL  Hemos  visto 
núin.  214  ti^ue  li^  taajente  a  la  intersección  de  dos  Mperfíciea^  debía 
BBt  perpendii^Ulcti'  ai  plano  tirado  por  las  dos  normales  de  estas  mismas 
mperticiest  por  cdnsiguiebte,  bastafá  hallar  este  plano^  que  es  también 
él  midtno  taót^ifáál  b  \á  curba.  Como  lie moe  construido  }'a  la  normal  (MW> 
MN)  de(  segundo  elipsoide,  para  hacerlo  mismo  con  el  prímefOi  tiraremos 
eh  él  púMÁ  D'  d'el  meridiano  principal»  la  recta  D'R'  perpendicular  a  la 
tbnjehteiy'lr',  y  hecho  esto.sabemos  (n6m.  1$0)  que  la  recta  (¡A'R\  MO) 
ed  lá  normal  del  punto  (M\  M).  Esto  supuesto,  serSt  mui  fiücil  hallar  la 
trnisát  verttcá-l  del  plano  tirado  pOr  las  dos  normales  indicadas  arriba;  peco 
tomo  no  ^éüééitá^Mis  M>iK)ce^«íno  la  direúcionóe  eMa  traza,  y  como  esta 
dihei»cion^bs  la  irii^in*  sobre  los  plaaos  vertioalea  Oí  y  OT  que  son 
paralelos,  observaremos  que  las  normales  en  ^aestion  van  a  encentrar 
a  los  ejed  en  R^  y  N';  de  aquí  resulta  inmediatamente  que  N'R^  es  la 
tt^za  jdé)  plano  normal  líobre  el  plano  vertical  Ol^y  que  tíráado  por  el 
punto  M'  la  rpcta  M'O'  perpendicular  a  esta  traoa,  temketnos  la  proyec*^ 
cien  vei^ical  'dé  kt  tangente  pedida. 

f^afá  oblen^k'  la  oii^ai.  proyección,  prolongaremos  hasta  el  plano  ho- 
rizontal dos  cualesquiera  de  las  redas  que  reúnen  los  tres  puntos  (M\  M), 
^N^  N)  y  (|l*,  Q jr  q^e  e6tán  situados  sobre  el  plaée  normaL  Hecho  es^ 
to,  vemos  que  la  recca  (N^M',  NM)  penetra  al  plano  horizontal  en  el 
punto  «>  y  que  la  uecto  (N'R',  NO)  lo  encuentm  en  g;  luego  «S  es  la 
tftx!^  hfóriaioBtal  del  pktio  nomial>  y  tirándole  Una  parpendicoiar  M9^ 
«eétá  s«rá  la  ftoyectdion  horic&ottHal  dek  tanjente  que  buscamonv 

34<)i.  £i  método  qiie  acabamos  c|e  emptear  es>  en  cienos  cuas,  no 
solo  máá-senei'tlo'qiie  el  dú  Ipe  doe  plftaos  tanjeiites^  síbo  qoeaunpre- 
8enl?a  ta  ventaja  d^  poderse  aplicar  a  pontos  jiarticiitares^  psm  los  que 
isferííi  ftsuficiente  é)  biro  fti<^;e40v. 

Ootí  efecto,  üeftskléreittOB  él)mnto>(K,  K')  «itnado  m  un  mismo  tiem- 
po  ií^hte  \bi  dob  inei^i4¡anüci  prificrpalefi;  en  raaioa  %  esta  pazticndiaEidad^ 


•Digitized  by 


Google 


CAPITULO  III  tgTEMmeouanLs  i»s  dos  tvpssvum»  cu&bas.  90B 

ha  dos  planog  taojímtes  «erio  perpoBdiculares  al  plano  v^tíoal,  y  por 
€omigüia(ite  su  isterÉecciGB,  q«a  es  ia  tanjeote  de  ia  xwAxbl  (TSJUíV^ 
KLH««.,),  estará  proyectada  ^orizoiitalmentéBegiin  una  perpendicular 
íL  KO9  y  vertícalmcsite  en  un  jfkiñto  íinioo  K\  íEáta,  conastraccion  inm  da 
a  cfonocer  la  posíoion^qne  ocapa  en  el  espado  la  tanjeote  de  la  cnrlott 
gausa;  pero  nonios  djce  nada  sobre  la  recta  qite  tocase  en  K'  a  la  eui> 
ba  plana  K'L'H^  c«7m  reata  la  debemos  considerar  como  la  proyeocíoii 
tle  la  tanjeote  qne  inmediatamente  pi^cedia  en  el  espacio  a  la  qné  se 
ha  redacido  a  un  pnato  fkiico  al  proyectarse  mobfre  el  plano  Yerticál; 
en  tanto  ^e  la  consideración  de  las  dos  norméiles  manifiesta  una  pro- 
piedad conscanle  de  qde'^gsuEa  ]a  curba  pl^ná  K'L'H'  mirada  coino  tm<- 
údaen^el  plano  de  'Ips.dos  mfridiánps,  e  indepefidiisntiemente.  db  4a 
línea  de  doble  corbatura  cuya  proyeccíÍMi  xecibe.  Esta  pt>opiedad  conh 
siste  ea  qm^  si  traii«pQr(£vm9s  ^  punto  arbitrario  M',  que  se  imlla  sobre 
Jos  dos  mi^fidiaaQ^i  aJP!  y  J^'  pqr  medíode  perpendipdfires  a  los  ejes, 
y  si  en  seguida  tiramos :  las  górmales  D'R'  y  F^N^  s^^mpre  la  recta  É'N' 
seráp0rp$ndicuhr^  ala  tanjentemW^  Pi^ro  ^omo  esta  relación  existe 
eu  (odos  los  putos  de  la  curba  plaaa  K'L'H^  y, no  reqae  ^my  sobre 
ia$  ImeoB-sitiuadas  en  eseplanp^  debe  tamjbien  s^  cierta  respecto  9I  pun- 
to K'j,  aj  que,  c^n  vofísi  sencillez^  debe  ^er  evidenteaienle  aplicable, 
j>9rgue  este  punto  está  jppr  sí  mismo  transportado  sobre  los  (ios  me- 
ridianos. Por  consiguiente,  será  suficiente  tirar  lar  noriyales  K'V  y  K'ü', 
y  trazar  en  seguida  la  recta  UT',  sobre  la  cual  se  bajará  la  perp^ndijcu- 
lar  K'S',  que  será  ia  tanj ente  pedida. 

.  Otr£^  poustruccion  eníerameate- seniejante,  nos  dará  la^tanjepte  en  el 
planto  H\ 

Problema  7.    Int&tsecciüifi  de  hin  pdrabctóidé  ton  un  kiperheloide, 
arribos  de  revolución^  y  cngo^  eje$  sé  l^cueütran. 

341v    ^^an  (^O^P'Z'). el  eje  del  paraboloide^  jr  A'C'B'  el  meridiano  fig. 79. 
.pri^ci|]«al,d^•^t4l  8^]per^ia^que>ui^on^  tejrmjnada  en  el  círculp 

(A'B',  AB),  de  modo  que  sea  visible  sobre  el  plano  horizontal  el  inte- 
rior de  este  paraboloidp.  @ea  así  miptmo  (Oí,  ZT)  el  eje  del  hiperbo- 
loide, lo  que  Supone  que  el  plano  vertical  de  proyección  se  ha  elejido 
de  modo  que  sea  paralelo  a  un  mismo  tiempo  a  los  dos  ejes :  en  cuanto 
al  meridiano  de  esta  j|$||||iAb(W^^^  \M^'  }p  p)irarémos  como  dado 
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por  la  caestion,  porque  si  así  fuese  estaría  el  problema  enteramente 
comprehendido  én  el  del  nám.  382;  pero  definiremos  el  hiperbóknde 
por  medio  de  la  jeneratriz  rectilínea  (PQ,  P'Q')f  que  lo  er^^ndrará 
jirando  al  rededor  de  la  recta  fija  (Oí,  Zl'),  »n  considerar  de  ningún 
modo  a  esta  segunda  superficie  como  si  realmente  existiese^  es  decir, 
que  en  el  caso  que  nos  ocupa  subsistirá  solo. el  paraboloide,  y  estará 
penetrado  según  cierta  7  determinada  curba,  formada,  ppr  lasdiversat 
posiciones  de  la  recta  móvil  (PQ,  P^Q').  Prescindiendo  de  ^to,  em- 
plearemos también,  para  hallar  esta  cúrba,  esferas  secantes  (núm.  333) 
descritas  todas  desde  el  punto  Z';  solo  que  como  no  conocemos  a  jmm 
el  meridiano  del  hiperboloide,  no  trazaremos  arbitrariamente  el  círculo 
májcimo  de  una  de  estas  esferas,  sino  que  prineipiarémos  por  construir 
un  paralelo  de  eáte  hiperboloide. 

342.  Tiremos  pues,  por  un  punto  ta*  tomado  a  discreción  sobre  el  eje, 
nn  plano  F'w'G'  que  le  sea  perpendicular;  este  plano  encontrará  a  la 
jeneratriz  en  el  punto  (g',  g),  cuya  distancia  al  punto  oj*  será  manifies- 
tamente la  hipotenusa  de  un  triángulo  construido  con  los  lados  (o^g*  y 
g'g"=ag;  y  así,  si  describimos  con  está  hipotenusa  cD'g'*  un  círculo 
F'g"G',  este  será  el  abatimiento  del  paral eJo  según  el  cual  el  plano 
F'co'G'  corta  al  hiperboloide,  y  las  estremidades  F'  y  G'  de  su  diámetro 
serán  dos  puntos  de  la  hipérbola  meridiana^  que  se  hallará  situada  en 
el  plano  vertical  Oí. 

Sentado  esto,  adoptemos  por  radio  de  una  de  las  esferas  secantes 
la  distancia  Z'F';  en  tal  caso,  esta  esfera  cortará  al  hiperboloide 
según  el  paralelo  proyectado  sobre  F'G',  y  al  paraboloide  según  un 
círculo  proyectado  sobre  D'E';  por  consiguiente,  el  punto  M',  en  ique  se 
encuentran  estas  dos  cuerdas  y  que  cae  dentro  de  la  esfera,  representa 
la  proyección  vertical  de  los  dos  puntos  en  que  se  cortan  las  circunfe- 
rencias de  estos  dos  paralelos;,  y  es  donde  se  hallan  dos  puntos  de  la 
intersección  de  las  dos  superficies  propuestas;  en  el  plano  horizontal 
los  hallarénios,  trazando  sobre  él  el  paralelo  (DME,  D'E')  y  bajando 
la  vertical  M'wM. 

343.  Otras  construcciones  análogas  nos  darán  tantos  puntos  cuantos 
queramos  de  ía  curba . 

(K^LTM'ff,  KUMñmíK),  <" 
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según  la  cnal  el  hiperboloide  corta  alp^rt'v^^. 
de  la  primera  de  estas  superficies,  que  wt  uj\ 
lo  mismo  que  el  F,  deberá  tocar,  sobre  el  pU^  \ 
de  la  jeneratriz  en  el  punto  (S,  S')  en  que  etur^ 
nopríncial  OL  Ademas,  el  encuentro  de  este  «nt^^ 
meridmno  del  paraboloide,  será  el  qne  nos  de  lo« 
K')  y  (Hy  H*)  de  la  intersección^ 

344.  ;ObservHemos  también  que  una  misma  esfem  i^-r-^ 
puntos  como  L'  y  K  situados  sobre  un  solo  paralelo,  v 
ambos  a  la  intersección  de  las  superficies  propuesta»;  i^/  '' 
otras  veces,  una  esfera  secante  nos  dará  dos  puittos'H'yu  t  ^ 
solo  uno  pertenecerá  verdaderamente  a  la  intersección,  porní,*.^.  *' 
gundo  estará  colocado  fuera  del  contorno  de  la  esfera^  Sin  einv,  .^ 
como  este  punto  fc'  continua  llenando  la  propiedad  gráfica  que  f^  \ 
para  construir  cada  punto  de  la  curba  plana  K'M'H',  considerada  \u\^ 
pendientemente  de  la  curba  gausa  cuya  proyección  recibe,  siempri* 
pertenecerá  a  la  prolongación  de  esta  línea  plana  (núm.  337);  y  e«ta 
evidentemente  será  una  hipérbola,  según  las  razones  citadas  en  el 
num-  336. 

345.  De  la  tanjente.  Hallemos,  como  anteriormente  (núm.  339),  las 
normales  de  las  dos  superficies  respecto  a  un  punto  cualquiera  (M,  M'). 
En  el  paraboloide,  la  noririal  E'R'  del  meridiano,  nos  da  a  conocer  el 
punto  R',  en  que  terminaría  sobre  el  eje  O'Z',  la  normal  en  (M,  W) 
de  la  superficie;  y  sin  trasar  es^i^  üUnna  recta,  nos  bastará  haber  obte- 
nido este  punto  R'. 

En  el  hiperboloide,  cuyo  meridiano  no  ha  sido  dado  por  la  cuestión, 
observamos  que  el  plano  tanjente  relativo  al  punto  proyectado  en  (§,  g') 
y  abatido  en  é»',  pasará  por  la  tanjente  6"T  del  paralelo  y  porlajene- 
ratriz  (6P,  6'PV»  Q"®  penetra  al  plano  vertical  01  en  (S,  S');  por  con- 
siguiente, sobre  este  plano  de  los  dos  ejes,  tendrá  por  traza  el  plano 
tanjente  a  la  recta  TS';  luego,  tirándole  una  perpendicular  6'N',  esta 
será  la  proyección  de  la  normal  relativa  al  punto  (6,  é').  Pero  este  pun- 
to se  halla  sobre  el  mismo  paralelo  que  (M,  M');  luego,  también  respecto 
a  este  último,  la  normal  de  la  superficie  encontrará  al  eje  I'Z'  en  el 
punto  N';  y  en  virtud  de  esto,  queda  determinada  esta  normal. 

Sentado  esto,  el  plano  de  Jas  dos  normales  en  (M,  M')  cortará  evi- 
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déhf emente  al  planb  vertical  01  según  la  recta  R'N^  IdogOi  oi  bajamos 
Bohre  esta  línea  una  perpendicular  M'6V  esta  será  la  proyección  vertical 
de  la  tanjente  n  la  cnrba  de  intersecciont  En  ^gtiida;  podremos  deter* 
minar  sobre  el  plano  horizontal  de  proyección  la  trttza  del  plano  de  las 
dos  normales,  el  cual  pasará  por  los  tres  puntos  conoicádos  (MVM)» 
(R\  O),  (N'^N);  pero  será  mucho  mas  corto  deteituinv^sta  traza  sobre 
el  plano  horizontal  D'£',  en  el  cual  está  ya  situado  el  punto  (M^  M')» 
Porque,  {«olongando  R'N'  hasta  que  corte  a  este  plano,  en  p'^  y  proyec* 
tando  este  último  punto  a  p,  la  recta  pM  será  evidentemente  la  traza 
pedida;  si  ahora  le  tiramos  la  perpendicular  M6,  tendremos  la  proyección 
horizontal  de  la  tanjente  a  ia  intersección  de  las  dóh  superí«»es. 
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346.  Los  problemas  que  hemos  resuelto  en  el  libro  II  sobre  los 
planos  tanj entes,  suponían  que  se  nos  había  dado  el  punto  de  contacto 
sobre  la  superficie;  Para  completar  esta  importante  teoría,  solo  nos 
resta  examinar  las  cuestiones  en  que,  sin  señalar  el  punto  de  contacto, 
se  exija  que  el  plano  tanjente  que  buscamos  cumpla  con  ciertas  condi- 
ciones, tales  como  las  siguientes : 

1/  Que  el  plano  tanjente  pase  por  un  punto  dado  fuera  de  la  su- 
perficie ; 

2^  Que  sea  paralelo  a  una  recta  conocida ; 

3.'  Que  pase  por  una  recta  dada,  o  por  dos  puntos  señalados  en  el 
espacio ; 

4.'  Que  el  plano  tanjente  que  buscamos  sea  paralelo  a  un  plano 
dado ; 

5.'  Que  toque  a  un  mismo  tiempo  a  varias  superficies. 

Estas  varias  condiciones  nos  dan  a  conocer  la  división  natural  de  este 
libro  en  varios  capítulos,  en  los  que  no  trataremos  ya  de  lo  concerniente 
a  las  superficies  cilindricas  o  cónicas,  porque  hemos  completado  conse- 
cutivamente, en  el  capítulo III  del  libro  II,  los  problemas  relativos  a  es- 
tos dos  jéneros  sencillos  de  superficies. 


27 
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CAPITULO  PRIMERO. 

De  los  planos  tanjentes  tirados  por  un  punto  estertor  a  la 

superficie. 

FIO.  80.  347.  Sea  V  el  punto  dado  fuera  de  la  superficie  arbitraria  S;  tiremos 
por  este  punto  varios  planos  secantes  en  una  dirección  cualquiera,  y  por 
ejemplo,  hagamos  que  todos  pasen  por  una  recta  también  arbitraria  VAD 
que  atraviese  a  la  superficie.  Hecho  esto,  dichos  planos  cortarán  a  la 
superficie  según  curbas  tales  como  AMD,  AM'D,  AM^'D,.*.*  que  sabre- 
mos construir  por  los  métodos  que  anteriormente  hemos  espuesto,  y  a 
las  cuales  pod(emos  en  jeneral  tirar,  desde  el  punto  V^  las  'tanjente» 
VM,  YM',  VM",....  de  modo  que  todas  estas  rectas  manifiestamente 
formarán  un  cono  que  tendrá  por  cúspide  al  punto  V,  y  que  estará  cir- 
cunscrito a  la  superficie  S>  es  decir,  que  la  tocará  en  toda  la  estension 
de  la  curba  MM'M"..,.  Con  efecto,  respecto  al  punto  M",  por  ejemplo, 
el  plano  tanjente  de  8  contendrá  a  la  tanjente  M"T  de  la  curba  MM'M", 
y  también  a  la  arista  M'^V  qué,  por  construcción,  es  tanjente  a  la  su- 
perficie; luego  este  plano  será  también  tanjente  al  cono;  y  como  según 
esto  tienen  las  dos  superficies  un  plano  tanjente  común  en  M^',  presen- 
tarán un  verdadero  contacto  en  este  punto  y  en  todos  los  de  la  línea 
MM'M" 

348.  Sentado  esto,  para  resolver  el  problema  jeneral  que  es  el  ob- 
jeto de  este  capítulo,  bastará  construir  la  línea  de  contacto  MM'M"  de 
la  superficie  propuesta  S  con  un  cono  circunscrito  que  tenga  su  cúspide 
enY,y  en  seguida  tirar  un  plano  tanjente  a  Sen  un  punto  cualquiera  de 
esta  linea;  este  plano  cumplirá  evidentemente  con  la  cuestión,  porque 
precisamente  tocará  (num.  347)  al  cono  circunscrito;  y  según  esto,  pa- 
sará por  la  cúspide  V  que  es  el  punto  dado. 

Reciprocamente,  todo  plano  tirado  desde  el  punto  Y  tanjencial mente 
a  la  superficie  S,  tocará  a  esta  en  un  punto  que  llamaremos  m,  y  que 
unido  con  Y  nos  dará  una  recta  Ym,  que  evidentemente  será  tanjente  a 
8;  luego,  esta  recta  Ym  será  precisamente  una  de  las  aristas  del  cono 
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circanscrito  YMM'M'^....  y  por  consiguiente  el  punto  m  deberá  ha- 
llarse sobre  la  curba  MM'M'V***  que  según  esto  es  el  lugar  de  todas  las 
soluciones  del  problema  propuesto. 

Solo  será  imposible  el  problema,  cuando  no  exista  el  cono  circuns- 
crito, es  decir,  cuando  el  punto  Y  esté  colocado  de  tal  modo  que  no  se 
pueda  tirar  desde  él  ninguna  tanjente  a  las  varias  secciones  causadas 
por  los  planos  que  pasan  por  VAD« 

349.  De  aquí  resulta  que  la  cuestión  que  nos  ocupa  admite  una  infi- 
nidad de  soluciones,  esceptuando  solo  el  caso  de  que  la  superficie  pro- 
puesta S  seadesarrollable.  Con  efecto,  hemos  visto  (núra.  18S)  que  estas 
superficies  eran  las  envolventes  de  todas  las  posiciones  de^un  plano  mó- 
vil sujeto  a  una  lei  de  movimiento,  en  que  no  quedaba  sino  una  sola  con- 
dición arbitraria  (*)  :  luego,  cuando  este  plano  móvil,  que  es  al  mismo 
tiempo  el  plano  tanjente  de  la  superficie  desarroUable,  llegue  a  pasar  por 
el  punto  dado  V,  no  podrá  ya  tomar  otra  posición,  o  por  lo  menos,  no 
podrá  ocupar  entonces  sino  un  número  limitado  de  posiciones,  segim 
la  naturaleza  y  el  número  de  napas  de  la  superficie.  Y  así,  respecto  a 
esta  clase  de  superficies,  el  problema  de  construir  un  plano  tanjente 
que  pase  por  un  punto  dado,  es  enteramente  determinado  (*^),  y  esto 
es  lo  mismo  qjae  hemos  reconocido  en  los  conos  y  en  los  cilindros  (núm. 
116  y  123). 

350.  Como  ademas,  un  plano  tanjente  toca  auna  superficie  desarro- 
Uable en  todo  el  largo  de  una  misma  jeneratriz  rectilínea  (núm.  177), 
sigúese  de  aquí  que  si  en  el  caso  presente  efectuamos  las  secciones  in- 


(*)  O  en  otros  términosy  que  no  deja  en  su  equacion  sino  una  sola 
constante  arbitraria;  y  así  la  condición  de  pasar  por  el  punto  Y  Jijará 
completamente  la  posición  de  este  plano  en  el  espacio. 

(**)  La  escepcion  que  presentan  las  superficies  desarrollahles  es  la 
única,  porque  no  tiene  tampoco  lugar  en  las  superficies  gausas.  Con 
efecto,  veremos  que  en  estas,  cualquier  plano  tirado  por  el  punto  V  y  por 
una  jeneratriz  rectilínea,  es  tanjente  a  la  superficie  en  cierto  punto  que 
es  preciso  construir;  de  modo  que  uniendo  este  punto  de  contacto  con  V, 
obtendremos  también  una  de  las  aristas  del  cono  circunscrito,  que  sub-^ 
siste  aquí  como  en  cualesquiera  otras  superficies. 
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dicadas  núm.  347,  y  les  tiramos  tanjentes  por  el  punto  V;  todos  los 
pantos  de  contacto  estarán  situados  sobre  una  recta  de  la  superficie :  y 
entonces  el  cono  circunscrito  se  reducirá  a  uno  o  mas  planos  tanjentes 
que  todos  pasaran  por  Y. 

'  35L  £1  problema  de  tirar,  por  un  punto  V,  un  plano  tanjente  a  una 
superficie  S  no  desarrollable,  se  convertiría  en  determinado,  si  agregá- 
semos que  este  plano  debiese  tocar  a  la  superficie  en  una  curba  dada^ 
sobre  un  merídiano,  por  ejemplo,  o  sobre  un  paralelo,  cuya  posición  se 
señalase.  Con  efecto,  después  de  haber  construido  la  línea  de  contacto 
MM'M"....  del  cono  circunscrito  a  S,  bastará  examinar  cuales  son  los 
puntos  en  que  esta  encuentra  a  la  curba  dada,  y  allí  evidentemente  se 
hallarán  los  puntos  de  contacto  de  los  planos  tanjentes  que  satisfacen 
al  problema.  Este  sería  imposible,  siempre  que  la  curba  señalada  sobre 
la  superficie,  no  tuviese  ningún  punto  común  con  la  línea  MM'M'\... 

352.  Por  lo  que  hace  a  la  construcción  de  la  línea  de  contacto  de 
una  superficie  cualquiera  S>cob  un  cono  cirpunscríto  que  tiene  por  cús- 
pide un  punto  dado  Y,  cuya  curba  es  mui  útil  conocer  en  la  Perspec^ 
tivaf  porque  manifiestamente  es  el  contorno  aparente  de  la  superficie 
vista  desde  el  punto  Y,  el  único  método  enteramente  jeneral  es  el  que 
Jbemos  indicado  núm.  347;  pero,  no  obstante^  como  su  ejecución  deman* 
da  operaciones  gráficas  bastante  trabajosas,  vamos  a  espooer  otros 
métodos  mas  sencillos,  pero  que  solo  son  aplicables  a  ciertos  jéneros  de 
superficies  que  son  las  que  se  encuentran  cotí  mas  frecuencia.  Mas  antes 

^  demostraremos  un  teorema  importante  respecto  a  estas  líneas  de  contac- 
to^ que  dice  relación  a  todas  las  superficies  de  segundo  grado. 

353.  La  curba  de  contacto  de  un  cono  circunscrito  a  una  superficie 
de  segundo  grado,  es  simpre  plana,  y  su  plano  es  paralelo  al  plano 
diametral,  que  es  conjugado  del  diámetro  tirado  por  la  cúspide  del 
cono. 

Fio.  80.  gea  Y  la  cú^de  del  cono,  y  S  la  superficie  de  segando  grado  de 
que  se  trata;  supondremos  desde  luego  que  esta  admite  un  centro  O; 
por  lo  demás,  puede  ser  indiferentemente  un  elipsoide  o  uno  de  los  dos 
hiperboloides.  Haciendo  pasar  por  ia  recta  YO  diferentes  planos  se- 
cantes, obtendremos  las  curbas  de  segundo  grado  ABD,  AB'D,  AB^^D,.*- 
que  todas  tienen  por  diámetro  comun  a  OA,  y  si  las  cortamos  con  el 
plano  diametral  BB'E,  que  es  conjugado  con  OA,  es  decir,  que  divide 
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en  dos  partes  igaales  a  todas  las  cnerdas  de  la  superficie  paralelas  a 
esta  dirección,  hallaremos  las  rectas  OB,  0B\  OB",..„  que  evidente- 
mente gozarán  de  la  misma  propiedad  respecto  a  las  cuerdas  tiradas 
en  cada  una  de  estas  curbas  paralelamente  a  OA.  Y  así  es  que  OA  y 
OB,  OA  y  OB'i  OA  y  OB"....  formarán  de  dos  en  dos  sistemas  de  diá- 
metros conjugados,  en  las  varias  curbas  de  segundo  grado  ABD,  AB'D, 
AB"D.... 

Sentodo  esto,  tiraremos  a  una  de  estas  curbas  una  tanjente  VM;  y 
en  seguida,  tiremos  también  por  el  punto  de  contacto  M  un  plano  pa-<- 
ralelo  a  BB'£  :  este  nuevo  plano  cortará  a  la  superficie  S  según  una 
curba  MM'N,  y  a  las  secciones  primitivas  según  las  ordenadas  PM,  PM', 
PM",....  que  serán  respectivamente  paralelas  a  OB,  OB\  OB".  Si  en 
este  caso  tiramos  por  los  diversos  puntos  M',  M"....  tanjentes  a  las  cur* 
bas  AM'D,  AM"D,....  decimos  que  estas  tanjentes  terminarán  sobre  la 
recta  AO,  en  el  mismo  punto  Y  del  que  salió  la  primera  MY.  Con 
efecto,  sabemos  que  en»  toda  línea  de  segundo  orden  referida  a  dos 
diámetros  conjugados^  no  depende  la  subtanjente  sino  de  la  abscisa  del 
punto  de  contacto  y  del  diámetro  sobre  el  cual  se  cuenta  esta  abscisa; 
por  consigaieñte,  respecto  a  los  diversos  puntos  M,  M',  M",.—  que  co* 
rresponden  a  la  misma  abscisa  OP,  la  subtanjente  tendrá  un  valor  co^ 
mun,  asaber: 


-2 


PV  =  OA  _Qp      j^        .  OY=  2^. 
OP  .  ^  OP 

Luego,  todas  las  tanjentes  tiradas  por  los  puntos  M,  M',  M"....  forma- 
rán un  cono  circunscrito  a  la  superficie  de  segundo  grado,  y  <;uya  línea 
de  contacto  será  la  Qmhb.  plana  MM'M"N  paralela  al  plano  diametral 
BB'E  que  es  conjugado  con  YO  (*).  Ademas,  este  diámetro  YO  con- 


(*)  En  el  caso  particular  en  que  la  superficie  sea  una  esfera^  la 
■curba  de  conta^^to  del  cono  circunscrito  es  un  círculo  menor,  perpendicu- 
lar a  la  recta  YO,  que  une  la  cúspide  Y  con  d  centro  de  la  esfera.  £sto 
M  prueba  directamente,  haciendo  jirar  al  rededor  de  YO  un  círculo 
máximo  y  su  tanjente  tirada  desde  el  ptmto  Y. 
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tendrá  al  centro  P  de  la  curba  MM'M'^....  como  vamos  a  darlo  a 
conocer. 

354.  Las  diversas  secciones  hechas\  en  cualquiera  superficie  de  se- 
gundo grado,  por  planos  paralelos  entre  sí,  son  curbas  semejantes, 
cuyoH  centros  están  situados  sobre  el  diámetro  que  es  conjugado  con  el 
que  entre  todos  estos  planos  secantes  pasa  por  el  centro  de  la  superficie. 
Con  efecto,  sea  cual  fuere  una  de  escás  secciones  planas  MMWN, 
podremos  tirar  por  el  centro  O  un  plano  BB'B"£  que  le  sea  paralelo, 
y  construir  el  diámetro  OA  conjugado  con  este  último  plano.  En  este 
caso,  todas  las  secciones  ABD,  AB'D,  AB"D....  tendrán  por  diámetros 
conjugados  considerados  de  dos  en  dos  a  OA  y  OB,  OA  y  OB',  OA  y 
OB";  luego,  las  ordenadas  MP,  M'P,  M'T,....  que  corresponden  a  la 
misma  abscisa  OP,  serán  proporcionales  a  los  diámetros  no  comunes 
OB,  OB',  OB'',....  y  por  consiguiente  estas  rectas  consideradas  como 
radios  vectores  VAB,kisEJ.oñ  tirados  en  las  dos  curbas  MM'Ny  BB'E,  cum- 
plirán con  la  condición  jenerai  de  la  semejanza^  Ademas,  como  el  punto 
O  es  evidentemente  el  centro  de  figura  de  la  curba  BB'E,  será  pre- 
cisamente lo  mismo  P  respecto  a  la  curba  MM'N;  y  así  es  que  los  cen- 
tros de  las  secciones  paralelas  al  plano  diametral  BB'E  están  todos  si- 
tuados sobre  el  diámetro  OA  que  es  conjugado  con  este  plano. 
ri6.8i.  355.  Volvamos  al  teorema  demostrado  núm.  353  respecto  a  las  su- 
perficies dotadas  de  un  centro,  y  con  el  objeto  de  estenderle  a  las  su- 
perficies que  carecen  de  él,  es  decir,  a  los  paraboloides,  modifiquemos 
la  demostración  del  modo  siguiente.  Tiremos  por  el  punto  V,  una  para- 
lela VX'  al  eje  o  diámetro  principal  OX  del  paraboloide;  esta  recta 
VAX'  será  también  un  diámetro  de  la  superficie,  y  los  diversos  planos 
secantes  tirados  por  este  diámetro  darán  las  secciones  parabólicas  AME, 

AM'E',  AM"E" Esto  supuesto,  tiremos  a  una  de  ellas  la  tanjente 

.  VM,  y  por  el  punto  de  contacto  M,  tiremos  también  paralelamente  al 
plano  tanjente  del  paraboloide  en  A,  un  plano  MM'M"N,  el  cual  cortará 
a  las  parábolas  según  las  ordenadas  MP,M'P,  M"P,....  paralelas  respec- 
tivamente a  las  tanjentes  AT,  AT',  AT"^ de  estaf  curbas.  Sabemos 

que  respecto  a  esta  clase  de  ordenadas  será  la  subtanjente  constantemen- 
te igual  al  duplo  de  la  abscisa  común  AP;  y  por  consiguiente  todas  las 
tanjentes  en  los  puntos  M,  M',  M",.«..  terminarán  en  el  mismo  punto  V, 
y  en  virtud  de  esto  formarán  un  cono  circunscrito  que  tocará  al  parabo- 
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loide  en  lX)da  la  estension  de  la  curba  aplana  MM'M"N.  Vemos  ademas 
t\y\%  el  plano  de  esta  curba  es  'paralelo  al  plano  tanjente  en  A,  el  cual, 
en  el  caso  presente,  reemplaza  al  plano  diametral  conjugado  con  VX'; 
porque  este  último  estaría  auna  distancia  infinita. 

También  en  el  elipsoide  de  la  figura  80,  sería  paralelo  el  plano  tan- 
jente en  A  a  BB'B"E,  y  por  consiguiente,  a  la  curba  de  contacto 
MM'M"N;  pero  no  hemos  querido  emplear  este  plano  tanjente,  porque 
no  existiría  en  el  hiperboloide,  en  caso  de  que  el  diámetro  YO  no  en- 
contrase a  la  superficie. 

Problema  1.  Hallar  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  de  revo- 
lución con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  se  nos  ha  dado. 

356.  Sean  (O,  rZ')el  eje  de  revolución,  que  miraremos  como  verti-  fig.84. 
cal,  y  (X'C'YM)',  CD)  el  meridiano  principal  de  la  superficie.  En  este 

caso  la  curba  es  una  elipse,  uno  de  cuyos  diámetros  principales  coin- 
cide con  el  eje  de  revolución;  pero  el  método  que  vamos  a  esponer  es 
enteramente  jeneral,  y  puede  aplicarse  un  meridiano  cualqiera.  Sea  ade- 
mas (V,  V)  el  punto  señalado  por  cúspide  del  cono  circunscrito:  la  curba 
X'M'Y'  según  la  que  este  cono  tocará  al  elipsoide,  puede  determinarse 
con  construir  subcesivamente  los  puntos  que  se  hallen  sobre  cada  parale- 
lo de  la  superficie,  o  también  los  que  se  hallen  situados  sobre  los  diversos 
meridianos,  esto  va  a  dar  lugar  a  dos  métodos,  que  cada  uno  por  sí 
solo  será  suficiente  para  trazar  la  curba  pedida. 

357.  Método  del  paralelo.  Sea  (E'F',  EMF)  el  paralelo  ele]  ido  ar- 
bitrariamente sobre  la  superficie  de  revolución  S;  sustituyendo  a  este  un 
cono  recto  enjendrado  por  la  revolución  de  la  tanjente  E'Z'  al  rededor 
del  eje,  es  evidente  que  este  cono  tocará  a  la  superficie  S  en  toda  la 
estension  del  círculo  E'F';  y  que  así  todo  plano  tanjente  tirado  a  este 
cono  por  el  punto  (V,  V'),  tocará  a  S  en  el  punto  en  que  la  arista  de 
contacto  encuentre  al  círculo  E'F\  Por  consiguiente,  este  punto  de  en- 
cuentro pertenecerá  a  la  curba  pedida  X'M'Y',  que  no  es  otra  cosa  (núm. 
348)  que  el  lugar  de  los  puntos  de  contacto  de  los  diversos  planos  tan- 
j entes  tirados  a  la  superficie  S,  por  el  punto  (V,  V'). 

358.  Por  consiguiente,  la  cuestión  queda  reducida  a  hallar  un 
plano  que,  partiendo  desde  el  punto  (V,  V*),  vaya  a  tocar  al  cono 
Z'E'F' :  esto  lo  conseguiremos  (núm.  123)  uniendo  la  cúspide  {Z\ 
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O)  (*)  con  (V,  V*),  hallando  en  seguida  el  puntó  09  q«e  «sta  recta 
va  a  cortar  el  plano  horizontal  £T\  y  tirando,  por  fin,  desde  #8te 
iiltimo  punto  tanjentes  al  círculo  (E'F',  EMF),  Pero  como  la  cúspide 
(Z^  O)  puede,  como  sucede  en  el  ejemplo  precedente,  hallarse  a  una 
distancia  incómoda,  7  ademas  el  punto  de  donde  deben  salir  las 
tanjentes  a  la  base  del  cono,  variará  también  a  medida  que  cambiemos 
de  paralelo,  vamos  a  emplear  una  marcha  que  obviará  estos  dos  incon- 
venientes. 

Adoptemos  por  base  del  cono  recto  al  círculo  (G'H',  GPH)  según  el 
cual  le  corta  el  plano  horizontal  V'G'H';  como  entonces  esta  nueva  base 
contiene  en  su  plano  al  punto  dado  (V,  V),  será  ya  inútil  recurrir  a  la 
cúspide  del  cono,  y  bastará  tirar  las  tanjentes  a  la  actual  base  por  el 
punto  (V,  VO;  ademas  de  esto,  como  solo  nos  interesan  los  puntos  de 
contacto,  describiremos  sobre  la  recta  VO,  como  diámetro,  una  circunfe- 
rencia que  cortará  al  círculo  GPH  en  los  puntos  P  y  Q,  y  los  radios  OP 
y  OQ  serán  manifiestamente  las  proyecciones  horizontales  de  las  jene-* 
ratrices  según  las  que  los  planos  tanjentes  tirados  de  (V,  V)  tocarán  al 
cono  recto.  Luego,  si  prolongamos  estos  radios  hasta  el  paralelo  dado 
EMF,  tendremos  que  los  puntos  M  y  N  que  se  proyectarán  sobre  ET' 
en  M'  y  N',  serán  dos  puntos  que  pertenecerán  (núm.  356)  a  la  curba 
de  contacto  de  la  superficie  S  con  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide 
estuviese  en  (V,  V). 

359.  Para  hallar  los  puntos  de  esta  curba  que  están  sobre  otro  pa- 
ralelo, operaremos  de  un  modo  enteramente  semejante;  y  la  misma  cir* 
cunferencia  descrita  sobre  VO  como  diámetro,  servirá  para  todas  estas 
operaciones,  supuesto  que  las  tanjentes  a  la  base  del  nuevo  cono  recto 
deberán  también  salir  del  punto  (V,  V).  Por  ejemplo,  si  consideramos 
el  paralelo  (E"'F'",  EMF)  igual  al  precedente,  será  preciso  tirar  la 
tanjente  E'^'G'",  que  jirando  al  rededor  del  eje  vertical,  describirá  un 
cono  recto  cuya  base,  considerada  en  el  plano  horizontal  V'G',  será  el 


(*)  Los  tres  py,ntos  señalados  con  7a\  en  el  actual  depurado,  se  con- 
sideran como  que  representan  el  punto  único  en  que  la  tanjente  E'Z' 
iria  a  cortar  al  eje  vertical,  cuyo  punto  es  la  cúspide  del  cono  recto,  que 
no  lia  podido  comprenderse  en  el  cuadro  de  la  lámina. 
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circulo  (G"  H'",  G'T"H");  y  como  este  está  cortado  por  la  circunferen^ 
cia  VO  en  dos  puntor  P"  y  d",  tendremos  que  los  radíos  OP"  y  OQ'' 
serán  las  pro3reccioQes  horizontales  de  las  aristas  de  contacto  del  cono 
recto  G'*'E"'F"'H'*'  con  los  planos  tanjentes  qne  se  le  tirasen  por  el 
punto  (Y,  V);  y  en  seguida,  el  encoentro  de  estos  radios  con  el  paralelo 
(EMF,  E"'F'"),  nos  dará  los  puntos  (M",  M"')  y  N^  N  ")  situados  so- 
bre  este  paralelo,  y  pertenecientes  a  la  curba  de  contacto  de  la  super- 
ficie S  con  el  cono  circunscrito  que  tiene  su  cúspide  en  (V,  V). 

360«  Método  del  mejftdiano.  Para  hallar  los  puntos  de  esta  misma 
curba  que  están  situados  sobre  un  meridiano  cualquiera  oOg^  figuré- 
monos que  por  todos  los  puutos  de  este  meridiano  se  han  tirado  rectas 
perpendiculares  a  su  plano,  cuyo  conjunto  formará  un  cilindro  horizon^ 
tal  manifiestamente  rtrcunsrWto  a  la  superficie  S,  en  toda  la  estension  de 
esta  curba  meridiana.  ^  entonces  tiramos  por  el  punto  (Y,  V)  un  pla- 
no tanj  ente  a  este  cilindro,  dicho  plano  será  también  tanjente  al  elipsoi* 
de  en  el  punto  ^  que  toca  a  la  base  del  cilindro;  y  por  consiguiente, 
este  punto  pertenecerá  a  la  curba  que  buscamos,  porque  esta  es  (núm» 
348)  el  lugar  de  todos  los  puntos  de  contacto  del  elipsoide  con  los  pla^ 
nos  tanjentes  qtie  salen  dé  (Y,  Y'). 

Pero  para  construir  este  piaqo  tanjente  al  cilindro  horizontal,  es 
preciso  (núm.  116)  tirar  desde  el  punto  (Y,  Y')  una  paralela  a  las  }e-> 
neratricea  de  esta  superficie,  es  decir^  una  recta  (YP\  Y'H"')  perpen- 
dicular al  plana  vertical  aOg  que  contiene  la  base  deLcilindro;  y  en  se« 
guida,  desde  el  punto  P''  en  que  esta  recta  encuentra  al  plano  me- 
ridiano, tirar  también  a  esta  btoe  una  o  mas  tanjentes^  Pero  para  e}e<* 
cutar  esta  última  operación,  aplicaremos  la  meridiana  aOg  al  plano 
vertical,  haciendo  lo  mismo  con  el  punto  P",  este  último  punto  se  tras- 
lada manifiestamente  á  (H",  H'*'j;  y  tirando  las  tanjentes  H"Y  y  H'"F'", 
obtendremos  los  puntos  de  contacto  (9',  «f)  y  (F"'F)  sobre  la  base  del 
cilindro  abatido;  si  hecho  esto,  los  restituimos,  por  medio  de  arcos  de 
círculo  horizontales,  al  meridiano  primitivo  aOS^  tendrán  por  verdadera 
posición  a  (4^,  ^^)  y  a  (M,  M'). 

361.  £1  último  punto  coincide  con  uno  de  los  que  hemos  obtenido 
por  el  método  del  paralelo,  porque  en  el  caso  presente  se  ha  elejido  el 
plano  meridiano  a06>  de  modo  que  contenga  al  punto  (M",  M''")  que 
se  ha  construido  ya;  hemos  preferido  esta  disposición,  con  el  objeto  de 
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manifestar  claramente  que  aun  cuando  los;  dos  métodos  se  apo3'An  em 
consideraciones  muí  diferentes,  a  lo  menos  emplean  Ztz»  mimtas aperado* 
nes  grájficaSf  ejecutadas  en  un  arden  exactamente  inverso,  como  debemos 
verlo  aquí  respecta  al  pnuto  (M ",  M'").  Ademas,  sea  cual  fuere  el  método 
qué  se  emplee^  hai  puntos  particulares  que  se  obtienen  por  medio  de  ub 
procedimiento  directo;  y  recomendamos  principiar  la  ejecución  del  de- 
purado por  la  indagación  de  estos  puntos  notables. 

362.  Puntos  situados  sobre  los  contornos  aparentes.  En  cuanto  a  los 
que  están  situados  sobre  el  eqtiador  (C'D^  CIj-D),  es  evidente  que  «los 
plantas  que  toquen  al  elipsoide  en  estos  puntos,  serán  verticales^  y  en 
este  casó  sus  trazas  horizontales  serán  las  tanjentes  VL  y  VK  que  sa- 
len del  punto  V;  ademas,  ios  puntos  de  contacto  LyK  están,  determi- 
nados^ en  la  proyección  horizontaJ^  por  el  encuentro  del  círculo  GL]> 
con  la  circunferencia  cuyo  diámetro  es  YO,  y  será  suficiente  proyectar 
L  y  K  a  L'  y  K'  sobre  G'D^.  Observemos,  ademas,  que  como  estos  dos 
puntos  se  hallan,  con'  respecto  al  plano  horizontal,  sobre  el  contorno 
aparente  de  la  superficie,  formarán  sobre  esta  proyección  los  límites 
comunes  del  arco  visible  LMXK  y  del  arco  invisible  LM"YK;  ademas, 
el  primero  de  estos  arcos  se  distingmra  fácilmente  del  otro,  con  exa- 
minar si  uno  de  sos  puntos  (M,  M')  está  situado  encima  del  equa- 
dorC'D\ 

Del  misniío  modo,  respecto  a  los  puntos  situados  sobre  el  meridiano 
principal  (X'CT'D*,  CD),  tendremos  que  los  planos  tanjentes  al  elip- 
soide, serán  (n6m*  159)  perpendiculares  al  plano  vertical;  y  así  sus  tra- 
zas- pasarán  por  el  punto  V,  y  serán  las  dos  tanjentes  V'X'  y  V'Y'  cuyos 
puntos  (*)  de  contacto  X'  e  Y'  deberán  proyectarse  a  X  e  Y  sobre  CD, 
Ademasr  como  estos  dos  puntos  están,  respecto  al  plano  vertical,  coló* 
cados  sobre  el  contorno  aparente  de  la  superficie,  separarán  en  esta 
proyección  el  arco  visible  X'M'Y'  del  invisible  X'N'Y';  y  el  primero  de 
estos  dos  arcos  se  distinguirá,  examinando  si  uno  de  sus  puntos  (M,  M') 


(^)  Sera  suficiente  tirar  e^as  tanjentes  con  una  regla  que  se  apo- 
yará enY^  y  enel  meridiano;  pero  en  seguida  será  preciso  fijar  su  pun- 
to de  contacto  con  exactitud^  y  para  ello  emplearémosias  cuerdas  suple^ 
mentarías  de  la  elipse  meridiana. 
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"está  colocado  delante,  del  plano  vertical  CD  que  contiene  al  meridiano 
principal.  '  ' 

363.  P^nto^  iímites.  Entendemos  por  tales^a  los  pniitos  en  c^  la 
tanjente  de  ht  curba  de  contacto  €s  horizontal^  y  por  consiguiente 
estarán  mas  altos  o  mas  bajos  qué  loa  dornas  puntos  veciqos»  Escá  cir* 
cunstancia.no  podcá  hallarse  sino  en  el  meridiano  VO  qn^  pasaporta 
cúspide  (Vf  y?)  del  conpcircnnsccita;  con  efecto,  el  método  jéneratqii^ 
ha  dado  (nüm.  356)  lod  puntos' (M,  M')  y^  (N,  N');.nos  dice  claramente 
que  los  diveososipuntos-de  la' curba  están  situadas^  de  dos  en  dos^  sobre 
las  cíierdas  horüontales  (IVtN,  M'N')  que  el  plano  vertical  VO  dif)ide  én 
despartes  iguales :  luego^  siempre  que  uno  de  estos  puntos  correspon* 
dientes  se  halleen  el  plano  vertical  YO,  el  otro  también  se  halla  en  él, 
y  por  consiguiente  Ja  ¿uerda  relativa  a  estos  puntos  que  así  se  han  con- 
fundido^ se  haUáconli^rtídio  en  tanjente  a  la  curba,  sin  haber  dejado 
de  ser  horíaontaL 

Para  determinar  ahora  >eBtos  puntos  límites  que  ya  sabemos -están 
colocados  sobre-  el  m«iiidíaiu>  YO^  observaremos  que  Ja  recta  que  uniese 
a  uno  de  ellos  con  <  (Y,  V),  sería  prédsamenta  tanjente  a  la  meridiapa 
VO>  8upae6to\4|ne  se  hallará  a  miiimo  tiempo  en  el  plano  de  esta  curba 
y  en  el  plano  tanjente  del  elipsoide  :luego^ si  aplicamos  este  meridiano 
al  plano  vertical,  haciendo  también  lo  mismo  con  el  punto  (V,  V),  que 
patentementese  habrá  trasladado  a  Y'^  y  tiramos  en  seguida  la  tanjente 
V"ü*,  cuyo  punto  de  bontacto  U'  determinaremos  exactamente  por  me* 
dio  de  las  cuerdas  suplementarias,  no  habrá  mas  que  proyectar  este 
punto  a  U,  y  restituhie,  por  medio  de  un  arco  de  círculo  horiiiontal)  a 
80  verdadera  posición  (R,  R').  Este  será. el  punto,  mas  bajo  deJa  curba, 
y  la  tanjente  ¿orironteZ  U'R' lindicará  la  última  de  la)9  paralelas  que 
paeden  contener  pnntos  de  esta  línea.       ^ 

Del  mismo  modo  se  obtendrá'  el  pnnto  mas  alto  (T,  T');  pero  no 
hemos  querido  efe^tuai  lá  x;onstrüccron  que  para  esto  se  necesita,  por 
temor  de  causar  alguna  confusión  on  la  figura. 

364»  En  el  pi^sénté  «jemplo^  en  que  la  «ttperñcie  de  revolución: es 
de  segundo  grados  la  c«icba  de  contacto  espr€»eisamente  j^fú^it^  (náffi. 
353),  y  ademas  es  una  elipse  que  e|R  el  ei^acio  tiene  por  uno^^  sus 
ejes  a  la  recta  (RT,  R'TT);  pues  q»e  ;las  tanjentes  ^i  los  estremo9  de 
esta  línea  lé  son  perpendiculares,  en:virtiid  dé  que  (o  son  al  plañó 
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vertical  VO  (num.  365),  Sería  también  fóctl  condBÍr  de  aquí  el  segutido 
eje  y  los  otros  dos  vértices^  con  dar  una  sección  al  elipsoide  por  el  medk^ 
de  la  recta  (RT,  R'T");  debemoa  adeoiaa  observar  que  eatos  dos  diámetr^^ 
principales  permanecerán  sietido  los  ejes  de  la  proyección  horizontal 
RLTK,  porque  aiendo  uno  de  ellos  hprizantaU  permanecerá  recto  el 
ángulo  comprebendido  entre  sus  proyecciones;"  en  taate  que  sobre  el 
plano  vertical,  estos  dos  diámetros  ik>  será  perpendiculares  uno  a  otro, 
y  solo  serán  dos  diámetros  conjugados  oblicuos  de  la  curba  R'L'T'K\ 

365.  Observación.  Si  recordamos  que  toda  superficie  de  revolu- 
eion  puede  considerarse  como  el  involucro  de  un  cañe  máoü  (núm.  194) 
oircunacrito  siempre  en  la  estension  de  un  paralelo,  o  también  coma  el 
involucro  de  un  cilindro  móvil  (nírní*  196)  constantemente  circunscriito  a 
toda  la  estension  de  un  meridiano,  nos  persuadirémoa  que  en  lo»  dos 
métodos  empleados  núm.  357  y  360,  nuestro  objeto  ha  sido  el  susti* 
tuir  a  la  superficie  de  revolución  propuesta  un  involucro  cónico  o  eilín^ 
drico,  en  el  que  es  mes  fácil  la  construcción  del  plano  tanjente  tirada 
desde  el  punto  (Y,  V)  que  en  la  superficie  primitiva.  Pero  ¿orno  las 
superficies  de  revolución  pueden  admitir  también  un  mvolucro  esfsrica 
(núm.  193),  cuyo  radio  sea  la  normal  al  meridiano^  de  aquí  resulta  otro 
tercer  noiétodo,  menos  ventajoso  en  la  práctica,  pero  que  es  interesante 
conocer. . 
FIO.  84.  ggg^  Tercer  método  por  un  involucro  esférico.  Tracemos*  un  círculo 
con  la  normal  E'oj  del  meridiano,  el  cual  jirando  al  rededor  del  eje 
vertical,  enjendrará  una  esfera  que  será  evidentemente  tanjente  a  la 
superficie  de  revolución  S,  en  todo  el  largo  del  paralelo  ETS'  y  en  se* 
guida,  figurémonos  un  cono  circunscrito  a  esta  esfera,  y  que  tenga  por 
i^úspide  al  punto  dado  (V,V').  La  curba  de  contacto  dé  este  cono  ausi* 
liar  con  la  esfera,  será  un  círculo  menor  (num.  353  noto)  cuyo  plano 
será  perpendicular  a  la  recta  (Veo,  YO);  y  como  en  los  puntos  en  que 
este  círculo  menor  encuentre  al  paralelo  £'F',  los  planos  tanjentes  de 
la  esfera  serán  comunes  a  la  superficie  S^  sigúese  de  aquí  que  estos 
puntos  pertenecerán  a  la  curba  que  buscamos  X'M'Y';  Pero  si  hace- 
mos jirar  simultáneamente  a  la  esfera  y  al  cono  circunscrito  a  ella,  Al 
rededor  de  la  vertical  O,  hasta  qne  el  eje  (V'u,  YO)  de  estie  llegue  a 
ser  paralelo  al  plano  vertical,  la  cóspide  (Y,  Y')  se  trasladará  a  Y";  y 
tirandot  las  tanjentes  Y^'y  y  Y'.'d,:el  círculo  de  contacto  sobre  la  esfeía 
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estará  entonces  proyectado  según  ia  cuerda  yd«  En  esta  situación,  este 
círculo  de  contacto  oorta  al  paralelo  E'F'  én  dos  punios  coiocados  a 
las  estremidades  de  la  enreda  proyefetadavértibalmente  sobre  el  punto 
€^;  pero  como  la  distancia  de  esta  cuéitia  al  eje  de  Tevolñcitxn  no  varía 
cuando  restituimos  la  esfera  y  el  éono  eifcunsciito  a  sns  j[>osicíonés 
primitivas,  es  daro  que  refiriendo,  por  medio  de  un  arco  dé  círculo^ 
el  punto  e'  sobre  el  meridiano  primitivo  YO  a  e,  |f^.  tirando  por  este 
último  punto  ana  cuerda  perpendicukir  a  V0|  las  ioterseoeiones  de 
esta  cuerda  con  el  paralelo  £MF,  nos  darán  los  puntos  pedidos  M  y  N^ 
que  deberemos  proyectar  en  s^uída  a  M'  y  N!*  sofeüh0  E'FV 

Problema  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  sitperficie  de  rerolu^ 
don^  por  un  punto  dado  que  la  toque  en  un  paralelo  tafibien  dado^ 

367»  Nos  será  aquí  necesario,  como  jeneraliBen^e  lo  héiiKís^  ennn-» 
ciado  en  el  núm.  351»  construir  la  cnrba  de  coaitácta  de  lá  superficie 
con  un  cono  circunscrito;  es  suficiente  sí  que  apliquemos  al  paralelo  se-* 
ñaiado  por  la  cuestión,  el  método  del  hüm*  357  o  el  del  nam.  366,  y  ob-*^ 
tendremos  directamente  los  puntos  de  contactó  de  los  planos  tanjentes 
pedidos.  En  seguida,  serán  fáciles  de  construir  estos  planos,  (núm.  132)« 

Problema  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  de  revolu'^ 
don,  por  un  punto  dado  qtie  la  toque  en  un /meridiana  iainUen  dado. 

368.  £ste  problema  se  resolverá  también  dtrectatnenté,  aplicando 
al  meridiano  asignado  por  la  cuestión,  el  métbdoieeplídado  en  ei  núm, 
360*  Así  conoceremos  los  puntos  de  contacto. de  ios  planos  tanjentes 
que  buscamos,  y  en  este  caso  serán  fáciles  dé  determinar  estos  planos 
(núm.  132).  \  .  /.      : 

Problema  4.  Hallar  la  curha  de  contacto  de  una  superficie  cual* 
Q.LIERA  de  segundo  grado,  con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  se  nos 
ha  dado.  .    .  .  .  v, . .  ,     .     .  .  , 

369.  Tenemos  por  ejemplo  un  elipsoide^  de  ti^es^ejetf  desiguales/ y  pig.85. 
elijattios  los  planos  de  proyección  paráielosi a  idos  de  tes  txw  planos 
principales  de  este  cuerpo.  £n  este  caso^  los  ^contornos  aparentes  de  la 
superficie  serán  las  dos  elipses  (ABDE,  A^D')  y  (A'C'ITF',  AD),  cada 

nda  de  las  Cuales  tendrá  dos  ejes  coiiMines  eon  él  elipsoide;  y  represen* 
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taodo  por  (V,  V'y  la:  cúspide' del  codo  circunscrito,  trataremos  de  hallar 
los  punto»  de  la  ^uri^a  d«  contacto,  que  estén  situados  sobre  una 
sección  horizontal  ciíalquiera' G'H'.  Esta  sección  es  una  elipse  seme- 
jante a  ABI>£9  en  la  qné  (G'H^  GH)  es  uno  de  los  diámetros  prin- 
cipales; si  la  miramos^  cimio  la  base  de  un  cono  ausiliaT^  que  tenga 
la  cúspide  en  el  punto  T'  en  que  el  eje  vertical  de  la  superficie 
es  encontrado  por  Jalan  jen  té  G'T*,este  cono  T'G'H'  estará  circunscrito 
al  elipsoide.  Con-  efecto,  todas  las  secciones  producidas  en  la  superficie 
por  los  plaalos  (irados-  (segun  la  vertical  (O,  O'T')»  serán  elipses  que  ten- 
drán un  eje  común  (O^C'F^ );  ademas»  como  para  todos  los  puntos  de  estas 
elipses  colocados  sobre  G'H\  es  la  misma  la  abscisa  OÍ',  también  la 
subtanjcnte  será  constantemente  igual  a  I'T';  por  consiguiente^  las  tan- 
jentes  a  estas  elipses  verticales  terminarán  todas  en  el  punto  T*,  y  de 
este  modo 'formarán  el  cono' circunscrito  TGH\  Sentado  «sto,  si  tira- 
mos un  plano  tanjente  a  esté  cono  ausiliar  que  salga  de  (V,  V),  la 
arista  de  ■opñtaeto. encontrará  a  la  base  G'H^  en  un  punto  que  pertene- 
cerá a  la  curba  pedida;  porque  el  püano  tanjente  del  cono  ausiliar  en  es- 
te punto,  tocará  al  elipsoide  y  pasará  ademas  por  el  punto  (V,  y')^  que  es 
el  carácter  distintivo  (^num.  348)  de  la  curba  de  contacto  dé  la  superfi- 
cie con  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide  esté  en  1[V,  V). 

370,^  Ahora,  para  tirar  desde  el  punto  (V,  V)  un  plano  tanjente  al 
conoT^G'H*,  y  á  fin  de  no  tener  que  operar  sino  sobre  la  elipse  princi- 
pal ABDE^  dato  inntecUátb.de  la  cuestión,  prolongaremos  este  cono 
hasta  al  fdano  hbr^ontal  A'.'D'',  que  se  ha  elejido  de  modo  que  corte  a 
esta  éuperfície  seguín  una  ^elipse/ ígilal  ala  precedente;  adoptando  en 
seguida  esta  sección  (A'^D'^  ABDE)  por  base  del  cono,  y  uniendo  la 
cúspide  con  el  punto  (V,  V),  inquiriremos  el  encuentro  de  esta  recta 
(V'T'R',  yOR)  con  el  plano  A"D";  y  por  último,  tiraremos  desde  el 
punto  R  dos  tanjeriíes  RP  y  RQ,  a  la  elipse  ABDE*  Una  vez  fijos  con 
exactitud  los  puntos  de  contacto  dé  éstas  tanjentes  (por  medio  de  las 
cuerdas  suplementarias),  tiraremos  los  radios  OP  y  OQ,  que  son  las 
proyecciones  horkontaleft^  derlas  aristas  de  contacto,  y  fácilmente  con- 
cluiremos de>  aquí  s«tfiripr)Oydc¿ÍQnes  veiticales  T'P',  T'Q\  Porúltóno, 
como  estas  rectas  cortan  a  la  elipse  G'H'  en  los  puntos  M'  y  N\  las  pro- 
yectarémlia  a-M  y  ST,  y  así  jobtendténíos  los  dos  puntos  de  la  curba  pe- 
dida, que  están  colocados  s^bre' la  :secoion  horizontal  G'H'  del  elipsoide. 
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Hubíérainos  podido  hallar  direcjtamente  Joá  pruDtte  M  f  MV-  co¿  pro- 
yectar H'  a  H,  y  tirar  por  este  último  puz^to  las-paraleiás.  HM  y  HN  a 
las  cuerdas  DP  y  DQ;  porque  en  dos  elípsés^Hepiiejafites,  cboidtosiG'H- 
y  A"D'\  los  radios  vectores  OM  y  OP  soaprcpontioB^esalosaemi^ejeB 
OH  y  OD.  >  ,     .       /  í  ; 

371.  En  cualquiera  otra  sección  horizontal  diferente  de  €r'HS  ope** 
rarémos  de  un  modo  análogo;  pero  si  sucediese  qnela  cúspide  T'  del 
cono  ausiliar  estuviese  situado  a  una  distancia  incómoda,  paríamos 
adoptar  por  base  de  este  cono,  a  la  sección:  K-L'  d^da  por  el  plano 
hprizonta)  tirado  por  el  punto  (V,  V');y  e&este  oasOj  bastaría  concebir 
que  por  este  último  punto  se  habían  tirado  tanj entes  a  esta  elipse  K'L'* 
Y  estas  rectas,  así  como  también  sus  puntos  4^.  contactOi  son  fáciles 
de  determinar  por  medio  de  una  coostrtíccíoii:  directa»  >¿n  neeeúdad  dé 
describirla  curba,  y  en  virtnd  del  solo  conpeiniienüode  los  ejesy  que 
aquí  son  proporcionales  con  AD  y  DB,  y»  uno  de  los  cuales  es  K'L\ 
Esta  construcción  está  esplicada  en  un  casa  análdgo  (núm.  374)  que 
veremos  en  breve.  '  .    . 

372.  Puntos  sobre  los  contornóte  aparentes^  Determinaremos  éstos, 
como  en  el  problema  precedente  (núm.  366);  tivando  las;  tanj  entes  VX^ 
y  y 'Y'  al  contorno  aparente  del  elipsoide  sobre  ei  plano  vertical^  y  pro- 
yectando los  puntos  de  contacto  X'  e  Y'  aX  é  Y'^ol^re  AD.  A^í  mismo, 
las  tanjentes  Vx  y  Vy  al  contoneo  aparente  ^s¿br&  el  |]flanó  horizontal, 
nos  darán  dos  puntos  x%  y  que  deberemos  proyectar  a  ¿é'  e  y  sobre 
A'D'.  Estos  dos  sistemas  de  puntos  indicaran,  ademas,  las  estremida- 
des  de  los  arcos  visibles  sobre  los  dos  planos  de  p^dj^eceion.    ; 

373.  Los  puntos  límites,  es  decir,  aquellos  en  que  la  t^njente  de  la 
curba  es  horizontal,  están  precisamente  situados^  en  *el  plano  vertical 
VO.  Con  efecto,  de  la  construcción  jeneral  que  nos  ha  dado  los  puntos  P 
y  Q,  o  M  y  N,  evidentemente  resolta  que,  los  plintos  de  la  curba  de  con- 
tacto están  de  dos  en  dos  sobre  las  cnerdas  horizontales  (MJV,  M'N^), 
que  son  constantemente  paralelas  al  diámetro  jconjMgadb  confOVL  en  la 
elipse  ABDE;  y  por  consiguiente,  cada  una  de  estas  cuerdas  está  divi- 
dida en  dos  partes  iguales  por  el  plano  vertical  VOR.  Luego,  cuando 
uno  de  estos  puntos  correspondientes  se  halle  en  el  pkao  VOR,  tam- 
bién el  otro  se  hallará  precisamente  en  él,  y  ta-^^Aeirda  que  los  una  habrá 
llegado  a  ser  tanjente  a  la  curba,  sin  haber  dejado  de  ser  horizontal. 
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374.  Para  constrair  ahora  estos  pontos  coya  ahora  sea  un  máximo 
o  un  vÚTnmOf  bastará  tirar  por  el  punto  (Y,  V)  dos  tanjentes  a  la  sec* 
cioB  producida  en  el  elipsoide  por  el  plano  vertical  VOR.  Y  como  esta 
sección  es  una  elipse  cuyos  semi-ejes  son  O'C  y  Oa;  si  la  abatimos 
sobre  el  plano  vertical,  así  como  también  al  punto  (Y,  V)  que  se  tras* 
portará  a  V'^  no  habrá  mas  que  tirar  por  este  último  dos  tanjentes  a  una 
elipse  cuyos  semi-ejes  son  O'C  y  O  V,  problema  que  puede  resolverse 
ñn  trazar  la  curba.  Con  efecto,  después  de  haber  construido  los  focus 
«i'  y  4/  de  esta  elipse,  describiremos  un  arco  de  círculo  con  el  radio  Vf^ 
y  otro  desde  el  punto  vf  como  centro,  y  con  un  radio  igual  al  eje 
mayor  de  la  elipse;  hecho  esto,  estas  dos  circunferencias  se  corta* 
rán  en  loe  puntos  6  y  Y»  sabemos  (*)  que  la  recta  V'd  tirada  por  el 
medio  del  arco  cpg^  es  la  tanjente  pedida,  y  que  su  encuentro  con  la  recta 
4€  nos  dará  a  conocer  al  punto  e'  de  contacto.  Por  consiguiente,  no 
habrá  mas  que  restablecer  el  punto  (e,  e')  en  el  plano  vertical  VO,  por 
medio  de  un  arco  de  círculo  horizontal,  y  así  obtendremos  el  punto  mas 
bajo  U>  Á^)  de  la  curba  de  contacto. 

Así  mismo,  la  segunda  tanjente  a  la  elipse  precedente,. será  la  recta 
V'%  que  pasa  por  medio  deharco  ^ y;  y  su  encuentro  con^^y  determinará 
el  punto  de  contacto  (n,  n')>  que  restituido  al  plano  vertical  VO,  será 
el  punto  mas  alto  (fc,  fx')  de  la  curba  en  cuestión. 

375.  Podríamos  también  construir,  de  un  modo  análogo,  los  dos 
puntos  de  esta  curba  que  estuviesen  situados  en  el  plano  VO',  perpen* 
dicular  al  plano  vertical;  porque  la  sección  producida  en  el  elipsoide 
por  este  plano  secante  VO',  sería  una  elipse  cuyos  ejes  son  fáciles  de 
hallar :  pero  por  no  hacer  difícil  la  lectura  del  depurado,  dejamos  al 
cargo  del  lector  la  ejecución  de  esta  construcción,  que  es  enteramente 
semejante  a  la  anterior. 

376.  Al  terminar  este  asunto,  haremos  observar  que  el  método  em^^ 
pleado  aquí  respecto  a  un  elipsoide,  es  así  mismo  aplicable  a  un  hiper* 
boloide,  y  también  a  un  paraboloide,  con  solas  las  lijeras  modificaciones 


(*)  Véa9€t  en  los  Tratados  de  análutis  aplicado  a  la  Jeomeirtay  el 
método  gráfico  de  loe  aati^uos  para  tirar  tanjentes  a  las  seccionen 
cónicas. 
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qoe  nataralmente  lleva  coikaigo  la  iiataraleza  de  ka  s^eüiones  planas 
erijinadas  en  estas  superficies. 


CAPITULO  11. 
De  los  planos  tanjentes  paralelos  a  una  recta  dada* 

377.  Sea  S  una  superficie  cualquiera,  y  YO  la  recta  dada  (^  uua  fio.  8o. 
línea  paralela  a  la  recta  dada,  y  tirada  por  uu  punto  temado  arbitraria- 
mente en  el  interior  dé  S) :  si  tiramos  por  la  Khea  YO  varios  planos  se- 
cantes» estos  cortarán  ft  lá  Superficie  S  según  las  cürbas  ABD,  AB'D^ 
AB"D,....  que  siempre  podrán  construirse  por  los  métodos  jsneralésdel 
libro  lY;  y  tirando  a  éstas  secciones  las  tanjtotes  BU,  B'Ú',  B"Ü'\... 
paralelas  a  YO,  estas  formarán  un  ciliqdro  que  será  c^cunurito  a  S,  es 
decir,  que  tocará  a  esta  superficie  en  toda  la  estension  dé  la  cnfba 
BB'B^'E.  Con  efecto,  el  plano  tanjente  de  8  relativo  a  un  punte  cual- 
quiera B'',  evidentemente  contendría  la  la  arista  B^U''  del  cilindro, así 
como  también  a  la'  tanjente  B''¿  a  la  cuti»  BB'B"«.,.  que  le  sirve  de 
base;  luego,  este  plano  será  también  tanjente  al  cilindro,  y  en  virtud  de 
esto,  esta  última  superficie  tendrá  un  verdadero  contacto  con  8  en  el 
punto  B'^  asi  como  también  en  todo  el  largo  de  la  línea  BB'B"£. 

378.  Sentado  esto,  para  tirar  nn  plano  tanjente  a  la  superficie  B  de 
modo  que  sea  paraldo  a  una  recta  dada  YO,  será  suficiente  determinar 
la  cnrba  de  contacto  BB^E  de  esta  superficie  con  un  cilindro  circuns-*- 
crito  paralelo  YO,  y  construir  en  seguida  el  plano  tanjente  de  S  tirado 
por  un  punto  cualquiera  de  los  de  esta  línea  de  contacto;  porque  este 
plano  tocará  precisamente  al  cilindro  ^iretítt6Críto>  y  por  consiguiente 
contendrá  a  una*de  sos  aristas  que  son  todas  paralelas  a  YO;  laego,  él 
mismo  será  también  paralelo  a  esta  recta. 

Y  reciprocamente,  todo  plano  paralelo  a  YO  que  toque  a  la  superfi- 
cie S  en  un  punto  determinado  que  llamaremos  í,  precisamente  conten- 
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drá  a  ana  recta  tirada  por  este  panto  b  paralelamente  a  VO:  luego,  esta 
última  recta  será  ana  arista  del  cilindro  circnnscrito,  y  sn  panto  de  con- 
tacto b  deberá  por  consiguiente  hallarse  sobre  la  carba  BB^E,  que  es, 
segan  esto,  el  lugar  esclufivo  de  toda&  las  soluciones  del  problema  pro- 
puesto. 

Por  consiguiente,  este  problema  será  imposible,  cuando  no  exista  el 
dlindro  circunscrito  paralelo  a  la  recta  dada;  lo  que  tendrá  lugar,  entre 
otros  ejemplos,  en  un  paraboloide,  siempre  que  la  recta  propuesta  sea 
paralela  al  eje  de  la  superñcie;  porque  entonces  las  intersecciones  ABD, 
AWD..^.  serán  parábolas»  las  cuales  no  tienen  tanjente  paralela  a  su 
diámetro  principaL 

379.  De  estos  principios  resulta  que  la  cuestión  jeneral  que  nos 
ocupa,  es  susceptible  de  una  infinidad  de  soluciones,  o  no  da  ninguna. 
Debemos  esceptuar  únicamenie  el  caso  de  ser  S  una  superficie  desarro- 
Hable,  por<]pie  entonces,  según  la  observación  hecha  en  el  núm.  349,  el 
plano  móyil  que  enjeadra  semejante  superficie,  y  que  es  al  mismo  tiem- 
po su  plano  tanjente,  está  completamente  determinado  por  la  nueva 
condición  de  ser  paralelo  a  una  recta  dada.  Esta  es  lo  mismo  que  he- 
mos reconocido  ya  respecto  a  los  cilindros  y  conos,  en  el  capitulo  Uí 
del  libro  IL 

380.  El  problema  de  tirar  a  una  superficie  S,  que  no  sea  desarro- 
Hable,  un  plano  tanjente  paralelo  &  una  recta  dada  sería  determinado, 
si  agregásemos  la  condición  de  que  este  plano  debiese  tener  un  punto 
de  contacto  sobre  una  curba  conocida,  porque  en  tal  caso  este  punto 
nos  daria  el  encuentro  de  esta  curba  con  la  línea  de  contacto  del  cilin* 
dro  circunscrito. 

En  cuanto  a  la  construcción  de  estaOftima  línea,  que  también  és  muí 
útil  en  la  teoría  de  las  sondas,  el  único  método  jeneral  es  el  que  he«- 
mos  indicado  nixm.  377;  pero  daremos  mui  pronto  procedimientos  mas 
cómodos^  para  ciertos  jéner os  de  superficies  que  se  hallan  frecuente- 
mente, después  que  hayamos  hecho  algunas  observaciones  sobre  las 
I  líneas  de  contacto  en  las  superficies  de  segundo  grado. 

381.  La  cwrba  de  contacto  de  un  cilindro  circunscrita  a  una  super- 
ficie  de  segundo  grado,  es  siempre  peana^  y  está  situada  en  el  plano  di4i- 
metral  que  es  conjugado  con  el  diámetro  páralo  al  cilindro. 

xiG,  80.      Qqj^  efecto,  si  por  el  centro  O  de  la  superficie  de  segundo  grado  S, 
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conctbimos  qna  recta  YO  paralela  a  la  dirección  del  cilindro,  las  diver-* 
sas  secciones  ABD,  AB'D,  AB"D.*..  producidas  por  los  planos  tirados 
según  YO,  serán  curbas  de  segundo  grado  que  todas  tendrán  un  diá- 
metro  común  AOD:  pero  cortando  a  estas  curbas  con  el  plano  diame- 
tral BB'E  conjugado  con  AD  (es  decir  el  plano  que  divida  en  dos  par* 
tes  iguales  a  cada  una  de  las  cuerdas  paralelas  a  AD),  las  interseccio- 
nes serán  las  rectas  OB,  OB',  OB'V--  que  precisamente  serán  diáme-- 
tros  conjugados  con  OA,  en  cada  una  de  las  curbas  correspondientes. 
Luego,  las  tanjentes  BU,  B'U',  B"U",....  tiradas  a  estas  secciones  por 
¡os  diferentes  puntos  B,  B^  B**,..«.  serán  paralelas  a  O  A,  y  según  esto 
formarán  un  cilindro  circunscrito  a  la  superficie  S,  cuya  línea  de  con- 
tacto BB'B'^  estará  toda  ella  colocada  en  el  plano  diametrítl  BB'E  con- 
jugado con  OA  (*). 

Este  resultado  importante»  puede  ademas  considerarse  como  una 
consecuencia  del  teorema  demostrado  nüm.  353,  respecto  a  la  línea  de 
contacto  de  un  cono  YMM'N  circuscrito  a  S;  porque  si  la  cúspide  Y  sel 
alejase  al  infinito  sobre  la  recta  O  A  Y,  es  fácil  ver  que  los  diversos 
puntos  de  contacto  M,  M',  M",...  se  transportarían  a  B,  B',  B'\.., 

382.  Para  estender  el  teorema  precedente  a  los  dos  paraboloides  ^i^-  8^- 
que  están  destituidos  de  centro,  figurémonos  que  por  el  eje  principal 
OX  de  la  superficie  pasa  un  plano  EOF  paralelo  a  la  dirección  asigna- 
da a  las  jeneratríces  del  cilindro,  y  tírese  en  esta  dirección  una  tanjente 
YBU  a  la  parábola  EOF;  en  este  caso,  el  plano  diametral  que  corte 
en  dos  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  paralelas  a  YBU,  pasará  evi- 
dentemente por  el  punto  de  contacto  B  de  esta  tanjente,  y  producirá 
en  la  superficie,  una  sección  parabólica  BB'B'^C.  Sentado  esto,  todas 
las  rectas  B'U',  B"U",....  tiradas  por  los  diversos  puntos  de  esta  última 
parábola,  paralelamente  a  YBU,  serán  precisamente  tanjentes  a  Id  su* 
perficie;  porque  de  no  ser  así,  sus  partes  interiores,  o  cuerdas^  no  es- 


(*)  En  él  caso  particular  en  que  la  superficie  propuesta  sea  una  es- 
fera,  la  curba  de  contacto  del  cilindro  circunscrito  se  convertirá  en  un 
círculo  máximo  perpendicular  a  la  dirección  YO  de  las  aristas  del  ci^ 
lindro;  cuyo  resultado  se  prueba  directamente,  haciendo  jirando  al  re- 
dedor de  YO  a  un  círculo  máximo  y  su  tanjente  paralela  a  esta  recta. 
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tarian  cortada»  en  bu  in6dio  por  el  plano  BB^C,  que  «oponemos  ser 
diametral  y  conjugado  con  VBU.  Por  conaigoiente,  todaa  las  recta» 
BU^  B'U\  B"U'\«..  formarán  el  cilindro  circonacrito  que  se  nos  pedia^ 
y  Yernos  ademas  que  sd  línea  de  contacto  BB'B^'C  con  lasupei^ciei  se- 
rá plana  y  siempre  parabólica. 

Hubiéramos  podido  emplear  en  el  num.  331  un  raciocinio  semejante» 
fundado  en  la  definición  misma  del  plano  diametral 

Problema  I.  Hallar  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  de  reto- 
lucionf  con  un  cilindro  circunscrito  y  paralelo  a  una  recta  dada. 

Fio.86.  38S.  Sea(0,rZ')  el  ejede  lasuperficie  de  revolución,  y  (E'C'E'''D', 
CD)  €\  meridiano  principal^  cuya  forma  particular  no  tendrá  ninguna 
influencia  en  el  resultado  del  método.  Sea  ademas  (AB,  A'B')  la  recta 
a  que  debe  ser  paralelo  d  cilindro  circunscrito;  poede  construirse  la 
cnrba  de  contacto  xWy'  (*)  de  este  cilindro  con  la  superficie  propuesta, 
indagando  sucesivamente  los  pontos  de  ella  que  estén  situados  sobre 
cada  paralelo,  o  bien  ios  que  se  hallen  sobre  cada  meridiano;  de  donde 
resultan  los  dos  procedimientos  siguientes. 

984.  Método  del  paralela.  Sea  (ET',  EmF)  un  paralelo  elejido  ar- 
bitrarianieute  sobre  la  superficie  de  revoloeion  S;  sustituyendo  a  este  el 
cono  recto  enjendrado  por  la.  revolución  de  la  tapjente  E^Z'  del  meri- 
diano, es  daro  que  este  cono  tocará  a  ki  superficie  en  toda  la  estension 
del  paralelo  E'F',  y  que  así  todo  plano  tánjante  que  se  tire  a  este  cono, 
paralelamente  a  (AB,  A^B'),  tocará  a  S  en  el  punto  en  que  la  arista  de 
contacto  encuentre  al  paralelo  E'F';  luego,  este  panto  pen;enecerá  a  la 
curba  pedida,  cuya  propiedad  característica  (núm.  378)  consiste  en  que, 
en  cada  uno  de  sms  puntos  el  plano  tangente  de  la^uperficie  S  e^  paralelo 
a{AB,A*B'). 

Así  es  que  nos  hemos  contraído  a  dirijir  nn  plano  tanjente  al  cono 
Z'ET'  paralelamente  a  una  recta  dada;  pero  para  no  vemos  en  la  pre- 


(^)  C/iwux  el  presente  problema  tiene  niuchaanalojia  eau  el  dd  nkm. 
356,  kare^moe^  aquí  uso  db  letras  mímúscirias,  cak  eifin  de  notar  IfñpuU" 
toe  amédogüBy  sin  eos^ndir  no  obstante  las  d4fs  turbas  que  a  la  vez  e^án 
reproducidas  en  él  depurado  89*. 
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cisión  dé  recnrrir  a  la  cúapide  del  codo  ZV  que  podrá  muí  bien  eeUuf 
Situada  a  una  distancia  incomoda,  y  con  el  objeto  también  de  no  lenef 
que  tirar  tanjentes,  sino  doede  nn  mismo  punto  fijo,  modiñcarémos  el 
procedimiento  jeneral  del  núm.  124,  del  modo  signiente. 

Figurémonos  que  se  ha  transportado  el  cono  recto  Z'£*F'  paralela- 
mente a  sí  mismo,  con  el  plano  tanjente  pedido,  hasta  que  la  cúspide 
haya  llegado  a  colocarse  en  un  punto  O'  del  eje  vertical  (O,  FZ');  co* 
nocemos  mui  bien  que  la  arista  de  contacto  habrá  conservado  en  este 
movimiento  la  misma  proyección  horizontal;  y  la  traza  horizontal  de) 
cono  así  transportado,  se  obtendrá  tirando  la  recta  OV  paraléis  a  Z'£\ 
y  descrilnendo  ron  un  radio  Oe»r  IV  el  círculo  epf.  En  este  eaae,^para 
tirar  a  este  cono  un  plano  tanjente  parala  a  (AB,  A^B'),  tiraremos  en 
esta  dirección  la  recta  (OV,  Oa),  que  penetrará  al  plano  horizontal  en 
el  panto  (MyO^y,  desde  el  que  deberán  salir  las  tanjentes  al  círculo  g»/; 
pero  como  no  necesitamos  sino  de  los  pontos  de  contacto,  describiré-* 
mos  sobre  Oaj  como  diámetro,  una  circunfereocia  que  por  medro  de  su 
encuentro  con  el  círculo  epfj  determinará  estos  puntos  j?  y  f;  y  los  radios 
Op  y  Oq  serán  las  proyecciones  faovíaontales  de  las  jeoeratrices  de  con<^ 
tacto  de  los  planos  tanjentes  que  buscábamos.  Estas  jeneratríces  van 
ahora  a  encontrar  al  paralelo  (EmF,  £T^)^  baso  del  cono  primitivo,  e» 
los  pnnntos  (m,  i»')  y.  {n,  »');  por  consiguiente,  aquí  se  hallan  dos  pon- 
tos de  la  cwba  de  eontacto  de  la  superficie  de  revolución  con  el  cilin* 
dro  circascrito. 

385.  De  un  modo  enteramente  semejante  se  construirán  los  puntos 
de  esta  corba  situado»  sobre  otro  paralelo,  traiíÉporíando  siempre  al 
punto  O'  la  cáspide  dsi  cono  recto  csrconscrito  a  la  esteasion  de  este 
paralelo;  y  por  lo  tanto,  la  circunferencia  ^descrita  sobre  el  diámetro 
Off ,  servirÍL  para  todas  estas  operaciones^ 

Pero  será  mui  ventajoso,  iiidagar  inmediatamcfite  los  pontos  situados 
sobre  el  paralelo  E"'F"'  igual  a  E'P^  sobre  todo  si  se  halla  el  meridiai* 
no,  como  sucede  en  este  ejemplo,  e»  posición  simétrica  sobre  el  plano 
horizontal  C'IK  y  debajo  de  él;  porque  eaÉÓnces,  no  habrá  que  ejecutar 
nii^ovas  construcciones  gráfica»  nuevas.  Con  efecto^  si  concebimos 
el  cono  Z"'E'"F'"  circunscrito  a  toda  la  estensiotí  del  paralelo  E"'F"', 
es  evidente  que  sus  jeneratríces  serán,  respectivamente  paralelas  a  las 
del  cono  2'E'F^de  modo. qoe,. cuando  le  transportemos  al  pimto  O'  se-^ 
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gun  la  regla  precedente,  coincidirá  enteramente  con  el  cono  OV/^;  y 
todas  las  operaciones  ulteriores  vendrán  a  ser  ks  mismas  que  anterior- 
mente; de  aquí  concluiremos  que  las  aristas  de  contacto  con  los  planos 
tanjentes  que  buscábamos,  se  hallarán  aun  proyectadas  borizontalmente 
sóbrelos  radíos  O/^y  Oq^  que  por  su  encuentro  con  el  círculo  EmF,  nos 
darán  también  los  puntos  pedidos.  No  obstante,  será  preciso  prolon- 
gar aquí  estos  radios  mas  allá  del  punto  O,  para  obtener  la  verdadera 
posición  de  los  puntos  m^  y  n'\  que  se  proyectarán  a  m'*'  y  n'"  sobre  el 
paralelo  E'"F"';  y  la  razón  de  esta  diferencia  consiste  en  que  este  pa- 
ralelo estaba  situado  sobre  la  napa  superior  del  cono  Z'"£"T"',  en 
tanto  que  el  círculo  epf,  al  cual  tiramos  las  tanjentes  ap  y  aq,  se  halla 
sobre  la  napa  inferior  de  este  cono  transportado  a  la  posición  0^¿f\ 
FiG.  86.  ^^^*  Método  del  meridiano.  Si  queremos  obtener  los  puntos  de  la 
curba  en  cuestión,  que  estén  situados  sobre  un  meridiano  dado  aOg, 
nos  figuraremos  tiradas,  por  todos  los  puntos  de  este  meridiano,  rec- 
tas perpendiculares  a  su  plano,  las  cuales  formarán  un  cilindro  hori- 
zontal circunscrito  evidentemente  a  la  superficie  de  revolución,  en  toda 
la  ostensión  de  este  meridiano.  Si  en  este  estado,  tiramos  a  este  cilindro 
ausiliar  un  plano  tanjente  paralelo  a  (AB,  A'B'),  este  plano  tocará  a  la 
superficie  S  en  el  punto  en  que  encuentre  a  la  meridiana  ag,  que  es  la^ 
base  del  cilindro;  y  por  consiguiente,  este  punto  pertenecerá  a  la  curba 
que  buscamos,  que  es  (núm.  378)  el  lugar  de  todos  los  puntos  de  con^ 
tacto  de  los  planos  tanjentes  de  S  tirados  paralelamente  a  la  recta 
(^AB,  A'B')- 

Para  construir  este  plano  tanjente  al  cilindro  ausiliar  que  es  horizon- 
tal, tiraremos  (nüm.  117)  la  recta  (Oa,  OV)  paralela  a  (AB,  A'B'),  y 
por  el  pie  (a,  á*)  bajaremos  una  perpendicular  aj?  al  plano  vertical  aO$; 
uniendo  entonces  el  punto  p  con  (O,  O'),  tendremos  la  dirección  según 
que  es  preciso  tirar  una  tanjente  a  la  meridiana  ag,  que  es  la  base  del 
cilindro  propuesto.  Pero  para  poder  efectuar  esta  operación,  abatire- 
mos sobre  el.  plano  vertical  esta  meridiana  y  la  recta  que  reúna  los 
puntos  p  y  (O,  O');  de  este  osodo,  el  punto  p  se  transporta  a  («,  e\  y 
la  recta  en  cuestión  es  (O^,  O'e');  por  consiguiente,  tiraremos  parale- 
lamente a  esta  última  una  tanjente  Z'£'  »al  meridiano  principal,  y  des^ 
pues  de  referido  el  punto  de  contacto  (£',  E^  al  meridiano  primitivo  Oa 
pur  medio  de  un  arco  de  círculo,  nos  dará  el  punto  pedido  (m^  m^J^ 
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Como  podemos  tirar  al  meridiano  principal  otra  segunda  tanjente 
paralela  a  OV,  existe  otro  segundo  poRto  de  contacto  (F"T)^  que  refe* 
rido  al  meridiano  oeOg,  nos  dará  un  nuevo  punto  {in^\  m"'),  que  también 
pertenecerá  a  la  curba  que  buscamos. 

387«  Hallamos  aquí  dos  puntos  que  son  los  mismos  que  hemos  cons^ 
truido  ya  por  otro  método,  en  virtud  de  haber  elejidoel  meridiano  ooOg  de 
modo  que  pase  por  estos  mismos  puntos;  y  de  este  modo  hemos  querido 
manifestar  la  circunstancia  notable  de  que  si  los  dos  métodos  están  fon* 
dados  en  consideraciones  diferentes,  a  lo  menos  emplean  las  mismas 
aperaciones  gráficas  e|ecatadas  en  un  orden  exactamente  inverso.  Pero, 
ademas  de  loe  puntos  situados  sobre  un  paralelo  o  un  meridiano  cual- 
quiera, hai  otros  muchos  que  se  obtienen  por  procedimientos  directos,  y 
recomendamos  al  lector  que  principie  La  traza  del  depurado  por  la  in* 
dagacion  de  estos  puntos  notables. 

3&8»  Puntas  sobre  los  contornos  aparentes.  Los  planos  tanjentes  de  fig,  8&.* 
la  superficie  en  los  puntos  de  la  curba  en  cuestión  que  se  hallen  sobre 
el  equador  (C^D',  C¿D),  serán  verticales;  y  así  las  trazas  horizontales  de 
estos  planos  serán  rectas  paralelas  a  AB  y  tanjentes  al  círculo  GZI>. 
Luegoy  tirando  el  diámetro  kl  perpendicular  a  AB,  los  estremos  k  y  If 
que  proyectaremos  sobre  C'D'  a  k^  y  T,  nos  darán  los  puntos  pedidos. 
Ademas,,  el  arco  de  curba  que  es  vzsihle  s^bre  él  plano  horizontal,  se 
terminará  precisamente  en  estos  dos  puntos,  puesto  que  pertenecen  al 
contorno  aparente  de  la  superficie  respecto  a  este  plano  de  proyección; 
y  este  arco  visible  Imnk  se  distinguirá  del  resto  de  la  curba,  examinando 
si  uno  de  sus  puntos  (m,  m')  se  halla  ercima  del  equador  C'D\ 

En  cuanto  a  los  puntos  de  la  curba  que  están  colocados  sobre  el  con^ 
torno  aparente  de  la  superficie  respecto  al  plano  vertical,  es  decir,  sobre 
el  meridiano  principal,  observaremos*  que  los  planos  tanjentee  corres- 
pondientes serán  perpendiculares  al  plano  vertical;  luegO)  sus  trazas 
serán  rectas  paralelas  a  A'B'  y  tanjentes  a  la  meridiana  E'C'£'"«  Y  así, 
tirando  estas  tanjentes  y  determinando  sus  pantos  de  contacto  x^  e  y\ 
que  proyectaremos  sobre  CD  a  o:  e  ^,  obtendremos  los  puntos  que  bus^ 
carnes^  que  también  formarán  las  estremidades  de)  areo  de  curba  risible 
sobre  el  plano  vertical;  este  arco  será  aquí  x^m-y\  porque  uno  de  sus 
puntos  (m,  m')  está  colocado  delante  del  plano  vertical  CD  que  contiene 
al  meridiano  principal*. 
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389.  Las  puntas  limites^  es  decir,  aquellos  en  que  la  tanjente  a  la 
carba  es  horizantalj  estarán  precisamente  situados  en  el  meridiano  Oa 
paralelo  a  la  recta  dada  (AB,  A'B').  Coü  efecto,  manifiestamente  re* 
sulta  de  la  construcción  jeneral  que  nos  ha  dado  los  dos  puntos  (m,  m^) 
Y  (fif  n')  relativos  a  un  mismo  paralelo,  que  este  plano  vertical  Oa  divi- 
de en  dos  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  que  le  son  perpendiculares, 
tales  como  (mn,  mV):  luego,  cuando  uno  de  estos  puntos  se  halle  en  el 
plano  meridiano  Oo^  el  otro  punto  correspondiente  deberá  también  ha- 
llarse en  él,  y  la  recta  indefinida  que  los  reúne  se  habrá  convertido  en 
tanjente  a  la  curba,  sin  haber  dejado  de  ser  horizontal. 

Paraconstruir,  ahora,  estos  puntos  colocados  sobre  el  meridiano  Oa, 
observaremos  que  la  arista  del  cilindro  circunscrito  que  pasase  por  uno 
de  ellos,  sería  precisamente  tanjente  a  la  meridiana  O0,  puesto  que  se 
hallaría  en  su  plano;  por  consiguiente,  bastará  tirar  tan jentes  a  esta  meri* 
diana,  paralelamente  a  la  recta  (AB,  A'B')«  Al  efecto,  abatiremos  sobre 
el  plano  vertical  al  meridiano  Oa  7  a  la  recta  (Oa,  OV),  que  es  paralela 
u  (AB,  A'B');  esta  recta  abatida  es  la  O'a",  y  tirando  en  esta  dirección 
una  tanjente  al  meridiano  principal,  el  punto  de  contacto  te'  se  proyecta^" 
rá  eii«; y  en  seguida  cuando  serestitnya este  punto  al  meridiano primi* 
tivo  Oa  tomará  la  posición  (r,  r')  que  es  el  punto  mas  bajo  de  la  curba. 
El  punto  mas  alto  (t,  f)  lo  hallaremos  de  un  modo  semejante  tirando 
al  meridiano  principal  otra  segunda  tanjente  paralela  a  OV;  pero  en  el 
ejemplo  presente  en  que  el  meridiano  es  una  elipse,  sabemos  que  los 
dos  puntos  de  contacto  de  estas  tanjente»  paralelas,  se  hallarán  sobre 
un  mismo  diámetro  cuyo  medio  O'  permanecerá  inmóvil  cuando  haga- 
mos jirar  el  meridiano  al  rededor  del  eje  vertical;  por  consiguiente,  los 
dos  puntos  <r,  r')  y  (^  f)  deberán  también  hallarse,  sobre  un  diámetro 
de  lasaperficie,  y  así,  este  último  podrá  deducirse  del  otro. 

390.  Esta  relación,  y  la  manifiesta  dependencia  que  existe  aquí 
entre  los  puntos  (m,  ni*)  y  (w",  m'"),  (n,  n')  y  (n^\  n*"),....  es  una  con- 
secuencia necesaria  del  teorema  demostrado  en  el  nám.  3^1,  en  virtud 
del  cual  hemos  visto,  que  cuando  la  supeiücie  es  de  segundo  grado,  la 
curba  de  contacto  de  tin  cilindro  circunscrito  está  toda  ella  en  el  plano 
diametral  conjugado  con  el  diámetro  (Oa,  O'a');  de  donde  resulta  evi- 
dentemente que  el  centro  (O,  O')  de  la  superficie  de  segundo  grado, 
debe  ser  también  el  centro  de  la  curba  de  contacto»  Podemos  también 
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observar  que  en  el  espacio,  los  dos  ejes  de  ésta  curba  son  los  diámetros 
{kl,  k^V)  y  {rtf  rV),  supuesto  que  las  tanjentes  tiradas  en  )os  entremos 
de  cada  uno  de  ellos  les  son  perpendiculares  (núm.  339).  Y  como  uno 
de  estos  dos  ejes  es  karizontal,  continuarán  siendo  los  diámetros  p^^tn- 
cipaleé  de  la  curba  en  la  proyección  horizontal;  pero  no  será  lo  mismo 
.  sobre  el  plano  vertical,  eil  el  que  simplemente  son  diámetros  conjuga- 
dos  oblicuos. 

391.  Tercer  método^  por  un  involucro  esférico.  En  razón  a  las  ob-  f'^-^^- 
servaciones  hechas  en  el  num.  365,  podremos  obtener  los  puntos  de  la 
curba  precedente,  que  están  situados  sobre  un  paralelo  dado  E'F',  sus- 
tituyendo a  la  superficie  de  revolticion  8,  uña  esfera  qué  le  esté  cir- 
cunscrita en  toda  la  estensroDr  de  este  paralelo,  y  ctfyo  radio  sed  la 
normal  F'w  en  el  punto  F'  del  meridiano  principal.  Con  efecto,  conci- 
bamos un  cilindro  ausiliar  circunscrito  a  esta  esfera  y  paralelo  a  (AB, 
A'B');  la  curba  de  contacto  será,  en  este  caso,  un  círculo  máximo  per- 
pendicular a  esta  recta  (num.  3S1,  nota);  y  como  en  los  puntos  en  que 
este  círculo  máximo  encuentre  al  paralelo  E'F',  los  planos  tanjentes  de 
la  esfera  serán  comunes  a  la  superficie  S,  sigúese  de  aquí  que  estos 
puntos  pertenecerán  a  la  curba  pedida,  cuyo  carácter  consiste '  en  que 
cada  plano  tanjente  de  8  sea  paralelo  a  (AB,  A'B'},  Pero  si  hacemos 
jirar  al  rededor  de  la  vertical  O,  a  la  esfera  y  al  cilindro  circuApc.ríto^ 
así  como  también  a  la  recta  (0«,  O'a')  que  indica  la  dirección  de  las 
aristas  de  este  cilindro,  basta  que  esta  última  recta  haya  llegado  a  la 
.  posición  O'^"  paralela  al  plano  vertical,  entonces  el  círculo  máximo  de 
contacto  sobre  la  esfera,  estará  proyectado  según  el  diámetro  yw&  per- 
pendicular a  O'n";  y  en  esta  situación,  este  cíi'culo  máximo  cortará  al 
eíreulo  E'F*  en  dos  puntos  situados  en  los  estremos  de  kt  cuerda  hori- 
zontal proyectada  en  i\  Pero  la  distancia  de  e^a  cuferda  no  varia  respecto 
al  eje  vertieal  O,  cnandó  restituyamos  el  sistema  a  su  estado  primitivo; 
por  cononsigniente,  si  referimos,  por  medio  de  un  arco  de  círculo,  el 
punto  c'  a  £  sobre  el  meridiano  Ott,  y  tiremos  la  cuerda  tnen  perpendi- 
cular a  Oa,  tendremos  que  los  puntos  mjn,  en  que  esta  cuerda  en-* 
cüentre  al  paralelo  EtnP,  «eran  los  plintos  pedidos,  que  en  seguida  será 
preciso  proyectar  sobre  E'í"  en  m^jn\ 

Problema  2.     Tirar  un  plano  tanjente  a  una  mperficie  de  revolu- 
to 
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ciont  paralelo  a  una  recta  dada,  y  cuyo  punto  de  contacto  $e  halle  90- 
hre  un  paralelo  conocido. 

392.  No  será  necesario  en  este  caso,  como  lo  hemos  indicado  jene- 
ralmente  en  el  num.  380,  el  construir  la  curba  de  contacto  de  la  super- 
ficie de  revolución  con  nn  cilindro  circuscrito,  cuyas  aristas  sean  para- 
lelas a  la  recta  dada;  sino  qne  bastará  aplicar  inmediatamente  al  para- 
lelo señalado  por  la  cuestión,  el  método  del  núm.  384  o  el  del  num.  391, 
que  nos  dará  a  conocer  el  punto  de  contacto  del  plano  pedido;  hecho 
esto,  será  ya  mui  fácil  la  construcción  de  este  plano. 

Problema  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  de  revolu- 
ción, paralelo  a  una  recta  dada,  y  cuyo  punto  de  contacto  se  halle  sobre 
un  meridiano  conocido. 

393.  Resolveremos  directamente  este  problema,  aplicando  al  meri- 
diano dado  por  la  cuestión,  el  método  espnesto  niim.  386,  que  no» 
dará  a  conocer  inmediatamente  el  punto  de  contacto  del  plano  tanjente 
que  buscamos,  lo  que  será  suficiente  para  construir  este  plano. 

Peoblem A  4.  Construir  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  cual- 
quiera de  segundo  grado,  con  un  cilindro  circunscrito  paralelo  a  una 
recta  dada. 

394.  Disponiendo  los  datos  de  la  cuestión  como  en  el  depurado  85 
relativo  al  problema  del  u6m.  369,  sustituiremos,  en  primer  lugar,  al 
elipsmde  un  cono  circunscrito  a  toda  la  ostensión  de  una  sección  horizon- 
tal G'H';  en  seguida,  tiraremos  a  este  cono  T'G'H'  un  plano  tanjente 
paralelo  a  la  recta  dada,  en  lugar  de  hacerle  pasar  por  el  ponto  (V,  V). 
Al  efecto,  sabemos  que  será  preciso  tirar  por  la  cúspide  una  paralela  a 
la  recta  señalada  por  la  cuestión,  inquerir  en  seguida  el  punto  de  en- 
cuentro de  esta  paralela  con  ei  plano  A^'D'^,  que  también  adoptaremos 
por  base  del  cono;  y  por  este  punto  será  por  donde  deberemos  tirar 
tanjentes  a  la  elipse  ABDE.  Prescindiendo  de  esta  modificación,  las 
operaciones  gráficas  serán  las  mismas  que  en  el  ejemplo  ya  citado;  y 
por  lo  tanto,  dejamos  al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  las  construccio- 
nes, que  también  son  aplicables  de  un  modo  análogo,  o  cualquiera  otra 
superficie  de  segundo  grado» 
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CAPITULO   III. 

De  las  planos  tanjentes  tirados  por  una  recta  dada* . 


395.  Para  resolver  jeneralmente  este  problema  respecto  a  una  su-  Fig.  «3. 
perficie  cualquiera  S,  que  es  preciso  suponer  no  desarroUahle,  porque 

de  otro  modo  sería  la  cuestión  imposible  (num.  349);  concibamos  un 
cono  circunscrito  a  S,  y  cuya  cúspide  V  esté  colocada  arbitrariamente 
sobre  ¡a  recta  dada  AB;  determinemos  en  seguida,  por  alguno  de  los 
métodos  espuestos  anteriormente,  la  curba  de  contacto  XjlY  de  este 
cono  con  la  superficie  S.  Como  esta  curba  es  (núm.  348)  el  lugar  de 
los  puntos  de  contacto  de  todos  los  planos  tanjentes  de  S  que  van  a  pa- 
sar por  el  punto  \j  necesariamente  contendrá  al  punto  de  contacto  A 
del  plano  tanjente  tirado  por  AVB;  y  si  construimos  del  mismo  modo 
}a  curba  de  contacto  X.^XT  de  otro  segundo  cono  circunscrito  también 
a  S,  y  que  tenga  su  cúspide  V  sobre  AB,  esta  curba  deberá  así  mismo 
pasar  por  el  punto  pedido  Xy  y  por  consiguiente  nos  le  dará  a  conocer 
la  intersección  de  las  dos  líneas  XAY  y  X'/lY\ 

Reciprocamente,  todo  punto  A  olí  que  sea  comuu  a  estas  dos  curbas, 
cumplirá  con  las  condiciones  del  problema;  porque  en  el  hecho  mismo 
de  que  ¡t  se  halle  sobre  XY,  el  plano  tanjente  de  S  en  fe  pasará  por  el 
punto  V;  en  seguida,  con  motivo  de  que  también  este  punto  fe  se  halla 
sobré  X'Y',  este  mismo  plano  tanjente  pasará  por  VV  de  todo  lo  cual 
debemos  concluir  que  este  plano  contendrá  a  la  recta  dada  AB. 

396.  Podemos  también  combinar  la  curba  X^Y  con  la  línea  de 
contacto  xAy  de  un  cilindro  circunscrito  a  B,  paralelamente  a  la  recta 
AB.  Con  efecto,  esta  última  línea  es  el  lugar  de  los  puntos  de  contacto 
de  todos  los  planos  tanjentes  a  S  que  sonparalélos  a  AB  (núm.  378); 
y  como  el  plano  que  buscamos  cumple  con  esta  condición,  deberá  tam- 
bién hallarse  su  punto  de  contado  \  sobre  la  curba  xAy^  Reciproca- 
mente, en  todo  punto  coraun  a  las  curbas  xJiy  y  X;iY,  el  plano  tanjente 
a  8  cumplirá  con  las  dos  condiciones  siguientes  :  1.*  ser  paralelo  a 


Digitized  by 


Google 


256  LIBSA  V.    FLAN0B  T4NJBNTB9  CfJYO  PUNTO NO  ES  DADO. 

AB;  2.^  pasar  por  ei  punto  V;  luego,  este  plano  contendrá  a  la  rec- 
ta AVB. 

397.  De  aquí  resulta  que,  cuando  las  curbas  a?y,  XY,  X'Y'„...  no 
se  encuentran,  será  imposible  el  problema  de^tirar  un  plano  tanjente  a 
la  superficie  S  por  la  recta  dada  AB;  y  conocemos  a  priari  que  esto 
debe  tener  lagar  en  ciertas  posicionee  de  esta  recta. 

398.  Observación.  Sabemos  que  cuando  la  superficie  propuesta  S 
es  de  segundo  grado  (núm.  353)  todas  las  curbas  de  contacto  XY,  X'Y', 
X"Y"....  de  los  conos  circunscritos^  cuyas  cúspides  se  hallan  sobre  AB, 
son  planas;  por  consiguiente,  los  planos  de  estas  curbas  tienen  enton- 
ces por  intersección  común  ala  cuerda  ^frque  reúne  los  puntos  de  con- 
tacto de  los  dos  planos  tanjentes  tirados  por  AB  a  la  superficie  S.  Por 
otra  parte,  es  fácil  ver  que  esta  cuerda  es  conjugada  con  el  plano  dia- 
metral que  pase  por  AB» 

399.  Ademas^  cuando  la  recta  AB  esté  situada  en  un  plano  principal 
de  la  superficie  S,  que  para  simplificar  el  lenguaje  llamíarémos  Juyrizon- 
tal,  los  plauQs  d^  las  curbas  XY,  X'Y',  X"Y",...,  que  soa  (núm.  353) 
i^espectivamente  paralelos  a  la  planos  diametrales  conjugados  con  las 
rectas  VO,  V'O',  V"0",  serán,  todos  terticales,  y  por  conaiguiente  la» 
curbas  XY,  X'Y'..,.  se  proyectaráo  según  rectas  que  todas  pasarán  por 
el  punto  en  que  se  proyecta  la  cuerda  ^;  como  ademas  los  conos  mis- 
moa  circunscritos  a  la  superficie  se  proyectarán  según  pares  de  tanjen- 
tes a  la  sección  principal,  podremos  concluir  de  aquí  este  teorema  nota- 
ble de  jeoQietría  plana  :  si  hacemos  mover  sobre  una  re^ta  AB  el  vértice 
Y  dé  un  ángulo  variable  XVY  cuyos  lados  permanezcan  tanjentes  a  una 
curba  de  segundo  grado,  las  cuerdas  que  unan  de  das  en  do$  los  puntas 
de  contacto  de  estas  tanjentes  comespqndientes^  se  encontrarán  todas  en 
un  punto  solo,  gw  estará'jntuado  sobre  el  diámetro  conjug^o  con  la  rec- 
ta AB.  £sta  última  circustancia  resulta  dq  que  la  cnerda  /if¿  se  halla 
en  el  plano  xKyt  que  es  él  misma  (m'ím.  3&1)  pl^np  diametral  conj liga- 
do con  AB. 

400.  Volviendo  al  problema  jei^eral  que  es  el  objeto  de  este  capí- 
tulo, vemos  que  au  solución  requerirá  oedinariaaieDte  el  traasade  de  lae 
eui;ba«  de  contacto  ele  los  doa  cobos,  e  bieade  «m  eeaay  deun  cilindre 
«ircaascrito  a  la  superficie  propuesta  @;  pero,  en  muchos  casos»  podrá 
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simplificarse  esta  marcha  valiéndoiioé  de  las  consideraciones  particula- 
res que  vamos  a  esponer  en  diversos  ejemplos. 

Problema  1 .  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  esfera^  por  una  recta  dada. 

401.  Hagamos  pasar  los  dos  pianos  de  proyección  por  el  centra  de  fio.  87.. 
la 'esfera  dada,  en  cuyo  caso  las  secciones  producidas  por  estos  planos^ 
que  formarán  el  contorno  aparente  de  la  superficie,  estarán  abatidas 
según  un  solo  círculo  EE'F'F  descrito  desde  el  punto  O  con  el  mismo 
radio  de  la  esfera.  Sea  ademas  (AB,  A'B')  la  recta  dada;  &i  nos  imaji- 
namos at>  cono  GÍrcanscrito4i  la  esfera,  y  cuya  cúspide  esté  en  un  punto 
eualquiera  de  esta  rectav  ^rá  suficiente  tirar  a  este  cono  un  plano  tan- 
jente que  pase  por  (AB,  A'B'),  para  obtener  la  solución  del  problema 
propuesto;  porque  como  este  plano  contiene  a  una  jeneratriz  del  cono 
circunscrito  y  a  una  tanjente  a  su  base^  que  son  dos  rectas  tanjentes  á 
la  esfera,  será  él  mismo  tanjente  a  esta. última  superficie. 

Elijamos  por  cúspide  dé  este  cono  circunscrito,  al  punto  (A,  A')  en 
que  la  recta  dada  penetra  al  plano  horizontal;  en  seguida,  tiremos  las 
tanjentes  A£  y  AF  al  círculo  máximo  horizontal  dé  la  esfera,  el  cono 
EAF  tocará  a  esta  superficie  según r  un  círculo  menor  perpendicidar  a 
ta  línea  AO  (núm.  353,  nota);  por  consiguiente,  este  círculo  menor  será 
vei*tictd  y  estará  proyectado  sobre  sa  diámetro  EF;  en  seguida,  coraoei 
plano  vertical  EF  va  a  encontrar  a  la  recta  dada  en  el  pnQto',(R,  R')^ 
desde  este  punto  es  de  donde  debemos  tirar  (num.  123)  tanjentes  a  la 
base  del  cono.  AI  efecto,  abatiremos  el  círculo  vertical  EF  sobre  el 
plano  horizontal,  haciéndole  jirar  ai  rededor  de  su  diámetro  EF,  este 
círculo  es  el  ETF;  pero  a  cansa  da  esté  movimiento,,  el  punto  (R,  R'), 
cuya  menor  distancia  a  la  charnela  EF  era  la  vertical  (R,  R'6)^  se  tras- 
ladará,, perpendicularmente  a  esta  chamela,  aunadistancia  RR''=:R'G; 
cuyas  tanjentes  R"S  y  R''T  nos  darán  a  conocer,,  en,  el  abatimiento,  los  , 
puniros  de  contacto  8  y  T  de  los  planos,  tanjentes.  pedidos  con  la  base 
del  cono,  y  también  con  la  esfera.  Ahora,  para  restitiújr  estos  puntos  a  su 
verdajdera  posición,  levajitarémos  el  sistema  haciéndole  jirar  al  rededor  de 
la  chamela  EF,  y  bajendo  sobre  esta  línea  las  perpendiculares  8/1  y  T/A^ 
dbteodréme»  las  proyecctones  horizontales  ^  y  f¿  de  los  puntos  de  con- 
tacto que  bn£ícamoB«<  En  cuanta  a  las:  proyecciones  vertkales,  obseiiva- 
lémos  que  los  puBtos  S  y  T;  cuando  se  levanten,^  tendrán  por  alturas 
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Bobre  el  plano  horizontal  a  las  ordenadas  SA  y  Tfx;  luego,  si  tomamos 
sobre  perpendiculares  a  la  línea  de  tierra»  las  distancias  I>t's=:8^  y  V^' 
=Tfz,  tendremos  por  último  a  (.1,  A')  y  (/^,  /^')  por  puntos  de  contacto 
de  la  esfera  con  los  planos  tanjentes  tirados  por  la  recta  (AB,  A'B'). 
402«  Una  vez  hallados  los  puntos  de  contacto,  será  mui  fácil  obte- 
ner las  trazas  AX  y  XB',  AY  e  YB',  de  cada  plano,  supnesto  que  to- 
das ellas  deben  pasar  por  los  puntos  A  y  B\  y  ser  respectivamente  per- 
pendiculares a  las  proyecciones  de  los  radios  tirados  a  los  puntos  de 
contacto.  Sin  embargo,  como  esta  última  condición  no  siempre  presen- 
tará en  la  práctica,  toda  la  exactitud  descable,  podremos  reemplazarla 
con  una  recta  qne  una  el  punto  de  contacto  con  un  punto  arbitrario  de 
(AB,  A'B'),  o  que  sea  paralelo  a  esta  última  línea, 
riG.  87.  403^  Segundo  método.  Ademas  del  cono  EAF  circunscrito  ya  a  la 
esfera,  concibamos  otro  cono  circunscrito  también  a  la  misma  esfera, 
y  cuya  cúspide  esté  en  (B,  B').  Este  último  tocará  a  la  esfera  según 
un  círculo  menor  perpendicular  a  la  línea  B'O  (núm.  S5Sy  nota),  y  por 
consiguiente  perpendicular  al  plano  vertical  de  proyección,  qne  es  el 
mismo  en  que  está  colocada  esta  línea;  y  así,  tirando  las  tanj[entes  B'E' 
y  B'F',  este  círculo  menor  de  contacto  estará  proyectado  verticalmente 
sobre  £'F'  que  será  su  diámetro.  Pero  según  las  consideraciones  jene- 
rales  espuestas  en  el  núm.  395,  los  círculos  EF  y  E'F'  deben  ambos  pa- 
sar por  los  puntos  de  contacto  de  la  esfera  con  los  planos  tanjentes  tira- 
dos por  (AB,  A'B');  luego,  estos  dos  puntos  se  hallarán  en  las  estremi- 
dades  de  la  cuerda  según  la  cual  se  cortan  estos  dos  círculos,  cuya  cuer- 
da tiene  precisamente  por  proyección  horizontal  a  la  recta  indefinida 
EF,  y  por  proyección  vertical  a  E'F. 

Sentado  esto,  abatamos  esta  cuerda  con  uno  de  los  círculos  que  la 
contiene,  por  ejemplo,  con  el  círculo  vertical  EF  qne,  jirendo  al  rede- 
dor de  su  diámetro  horizontal,  ha  llegado  a  colocarse  en  ETF.  Dn- 
rante  este  movimiento,  el  punto  (K,  K')  en  que  la  cnerda  en  cuestión 
penetra  al  plano  horizontal,  permanecerá  inmóvil,  porque  se  halla  sobre 
la  chamela  EF;  otro  segundo  punto  de  esta  cuerda,  por  ejemplo,  su  tra- 
za vertical  (L,  U)  describirá  un  arco  de  círculo  cuyo  radio  será  la 
vertical  L'L  levantada  desde  este  punto  a  la  charnela;  luego,  ai  tomamos 
en  una  dirección  perpendicular  a  EF,  la  distancia  LL"s?=LL',  el  punto 
L"  será  la  posición  que  tomará  (L,  L')  después  del  abatimiento  de  la. 
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cuerda,  y  esta  última  se  convertirá  en  KL^'.  En  este  caso,  los  pnntos 
S  y  T  en  qne  esta  recta  corte  al  circulo  menor  abatido  según  ETF,  se- 
rán las  dos  extremidades  de  la  cnerda;  y  no  habrá  mas  que  referirlos  a 
EF,  por  medio  de  las  perpendiculares  S;i  y  Tfc,  y  por  último  proyectar 
los  pnntos  ;i  y  ft  sobre  E'F'  a  A'  y  j^'. 

404.  Tercer  método.  Después  de  haber  determinado  solamente  las  pig.87, 
rectas  EF  y  ET',  por  medio  de  los  pares  de  tanjentes  tiradas  a  la  esfera 

por  los  pnntos  A  y  B',  y  de  haber  observado  que  allí  es  donde  se  hallan 
las  proyecciones  de  la  cuerda  que  une  los  despuntes  de  contacto  de  los 
planos  tanjentes  pedidos;  podemos  evitar  el  trazar  otra  nueva  circunferen- 
cia, hallando  el  encuentro  de  esta  cuerda  (EF,  E'F*)  con  el  ctculo  máxi- 
mo que  la  contiene.  El  plano  de  esta  última  tendrá  por  traza  horizon- 
tal a  OK,  y  abatiéndolo  al  rededor  de  esta  recta,  este  círculo  má- 
ximo se  confundirá  con  el  contorno  de  la  esfera.  En  cuanto  a  la  cnerda 
(EF,  E'F')  transportada  por  el  mismo  movimiento,  siempre  pasará  por 
el  punto  K,  que  por  hallarse  sobre  la  charnela,  permanece  inmóvil;  en 
tanto  que  el  punto  (L,  L')  de  esta  curba  describirá  un  arco  de  círculo 
cuyo  radio  será  la  perpendicular  bajada  desde  este  punto  a  la  OK.  Pero 
si  tiramos  la  LM  de  modo  que  forme  ángulo  recto  con  OK,  veremos 
con  facilidad  que  el  radio  en  cuestión  terminará  en  M,  y  será  la  hipo^ 
tenusa  de  un  triángulo  rectángulo  cuyos  lados  son  LM  y  LL';  si  cons- 
truimos este  triángulo  NLM,  y  prolongamos  a  IíM  una  cantidad  Mr= 
MN,  el  p&nto  V*  será  la  posición  que  tomará  (L,  L')  después  del  abati- 
miento de  la  cuerda,  y  por  consiguiente,  esta  recta  se  convertirá  en  Kr\ 
En  cuyo  caso  los  puntos  P  y  Q,  en  que  esta  última  linea  corte  al  con- 
torno de  la  esfera,  serán  los  puntos  que  buscamos,  y  que  en  seguida 
será  preciso  referir,  por  medio  de  perpendiculares  a  la  charnela  OK,  a  ^ 
y  fc  sobre  EF;  y  por  último,  proyectaremos  estos  últimos  pnntos  sobre 
ET*  a  /I'  y  fi\ 

405.  Cuarto  método.  En  este  método,  que  llegaría  a  ser  necesario  fig.  88. 
sí  las  dos  trazas  de  la  recta  dada  estuviesen  colocadas  a  distancias  muí 
considerable,  se  miran  como  construidos  los  dos  planos  tanjentes  tira- 
dos a  la  esfera  por  lá  recta  (AB,  A'B*)?  y  cortándolos  en  seguida  con 

un  plano  dirijido  por  los  radios  que  terminan  en  los  pantos  de  con- 
tacto» es  evidente  que  hallaremos  por  secciones  dos  rectas  tanjentes  al 
círculo  máximo  contenido  en  este  plano  secante,  y  qne  el  conocimiento 
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de  estas  tanjentes  baatar&  para  determinar  los  puntos  de  contacto  que 
buscamos.  Es  fácil  construir  estas  tanjentes,  porque  como  el  plano  se* 
caate  de  que  hablamos  paéa  por  dos  radios  respectivamente  perpendicu* 
lares  a  estos  planos  tanjentes  será  también  perpendicular  a  su  intersec* 
cion  (AB,  A'B');  sigúese  de  aquí  que  sos  trazas  seráa  las  rectas  OC  y 
OD'  tiradas  formando  ángulo  recto  con  AB  y  A'B\  Ademas,  este  plano 
COD'  cortará  a  la  recta  (AB,  A'B')  en  un  punto  (R,  R'),  que  ya  sabemos 
construir  (num.  30),  desde  el  cual  será  preciso  tirar  tanjentes  al  círcu* 
lo  máximo  (*},  según  el  cual  corta  a  la  esfera  este  mismo  plano  COD\ 
Para  esto,  abatamos  este  plano  haciéndolo  jirar  al  rededor  de  su  traza 
horizontal  OC :  el  círculo  máximo  de  que  tratamos  vendrá  a  confundirse 
con  el  contorno  de  la  esfera;  el  punto  (R.,  R')  describirá^  al  rededor  de 
la  charnela  OC,  un  arco  cuyo  radio  será  la  perpendicular  (RC,  R'C) 
bajada  sobre  esta  recta :  luego,  si  construimos  la  verdadera  magikitud 
CH  de  este  radio,  y  le  abatimos  de  C  a  R",  este  último  punto  será  la 
nueva  posición  de  (R,  R'),  y  las  tanjentes  que  bascamos  estarán  abati- 
das según  R'T  y  R"Q. 

Veamos  ahora  lo  que  sucede  a  los  puntos  de  contacto  P  y  Q  cuando 
restituimos  estas  tanjentes  al  plano  COD'.  La  primera  R'T  encontraba 
a  la  charnela  OC  en  un  punto  V  que  permanecerá  inmóvil;  y  así  esta 
recta  estará  proyectada  horizontalmente  sobre  RV,  y  por  consiguiente 
su  proyección  vertical  será  R' V;  luego,  refiriendo,  por  medio  de  una 
perpendicular  a  OC,  el  punto  P  a  A  sobre  RV,  y  proyectando  en  seguida 
>l  a  /I'  sobre  R'V,  obtendremos  la  verdadera  situación  del  punto  de  con- 
tacto {Af  X}  del  primer  plano  tanjente  a  la  esfera. 

En  cuanto  a  la  tanjente  abatida  según  R"Q,  vemos  que  en  el  caso  ac- 
tual va  a  cortar  a  la  charnela  OC  a  una  distancia  mui  considerable,  para 
que  podamos  sacar  partido  de  este  punto  inmóvil.  Para  suplirle,  obser- 
varemos que  PQ  representa  el  abatimiento  de  la  cuerda  que  unirla  los 
dos  puntos  de  contacto  de  los  planos  tanjentes;  y  como  esta  cnerda 


(*)  Este  cíenlo  máximo  no  es  otra  cosa  qtie  la  curba  de  contado  de 
la  esfera  con  un  cilindro  circunscrito  y  paralelo  a  la  recta  (AB,  A'B'); 
de  modo  que  para  todos  los  puntos  de  esta  circunferencioj  los  pUmos 
tanjentes  de  la  esfera  son  paralelos  a  la  recta  dada. 
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encuentra  a  la  charnela  OC  en  el  pnnto  (K,  K'),  tiene  precisamente 
por  proyecciones  a  KA  y  KU^  Luego,  refiriendo,  por  medio  de  una 
perpendicular  a  OC,  el  punto  Q  a  {¿  sobre  KA^  y  proyectando  en  segui- 
da fi  a  f¿'  sobre  K'A\  obtendremos  el  punto  de  contacto  (¡i,  f¿')  del  se- 
gando plano  tanjeute  a  la  esfera.  Podríamos  también  apoyar  en  esta 
consideración,  que  la  cuerda  (A/^,  >l'f£')  debe  evidentemente  ser  perpen- 
dicular ai  piano  AOB'  que  pase  por  el  centro  de  la  esfera  y  por  la 
recta  dada  (AB,A'B'). 

Problema  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  dé  revolu- 
cío  y  cuyo  meridiano  arbitrario  es  dado,  por  una  recta  también  dada. 

406.     Sea  (O,  FZ')  el  eje  de  revolución,  (X'C'YD',  CD)  el  meri-  p,g.89. 
diano  principal  de  la  superficie,  y  (AB,  A'B')  la  recta  por  donde  es  pre- 
ciso conducir  el  plano  tanjente  pedido.  En  el  caso  presente,  empleare- 
mos el  método  jeneral  indicado  en  los  números  395,  396,  y  por  consi- 
guiente indagaremos : 

1.  o  La  curba  de  contacto  (XKYRL,  X'K'Y'R'L')  de  la  superficie 
propuesta,  con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  (V,  V^)  se  ha  tomado 
a  discreción  sobre  la  recta  (AB,  A'B');  esta  curba  se  construirá  por  los 
medios  empleados  en  el  problema  del  núm.  356,  y  hemos  tenido  cuidado 
de  conservar  aquí  las  mismas  letras  que  sirvieron  en  el  depurado  84, 
relativas  a  este  problema  aislado;  de  modo  que  las  esplicaciones  ante- 
riores 86  aplicarán  literalmente  ai  presente  depurado. 

2.  ^  La  curba  de  contacto  (xtlyr,  xHTyV)  de  la  superficie  propuesta 
con  un  cilindro  circunscrito  paralelamente  a  (AB,  A*B^),  esta  curba  se 
construirá  también  por  los  mismos  medios  empleados  para  resolver  el 
problema  del  núm.  383,  en  el  depurado  86,  cuyas  anotaciones  hemos 
censurado  en  el  presente  depurado. 

Examinemos  ahora  si  estas  dos  curbas  de  contacto  se  cortan  en  al- 
guna parte,  y  para  hallar  un  punto  de  sección  cuidemos  mucho  no 
combinar,  sobre  el  mismo  plano  de  proyección,  una  rama  de  línea  se- 
guida o  visible,  con  otxñ'puntuada  o  invisible;  porque  como  semejantes 
ramas  no  están  situadas  sobre  la' misma  napa  do  la  superficie,  no  po- 
podrán  tampoco  encontrarse.  Vemos  en  el  caso  presente  que  las  curbas 
se  cortan  en  dos  puntos  {A%  A^)  y  (H^  H0>  <^^y^  proyecciones  horizonta- 
les y  verticales  deben,  ademas  estar,  respecto  a  cada  uno  de  ellos,  co- 

31 
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locadas  sobre  tfna  misma  perpendicalar  a  la  línea  de  tierra;  en  Quyo 
caso,  según  ios  raciocinios  espuestos  en  los  números  395  y  396,  ea  en 
ellos  donde  se  hallan  los  puntos  de  contacto  de  la  superficie  de  revolu- 
ción con  los  planos  tanjeutes  que  pasen  por  (AB,  A'B');  y  una  vez  co- 
liocidos  estos  puntos,  será  mui  fácil  construir,  por  varios  medios  conoci- 
dos las  trazas  de  estos  planos.  Sdo  haremos  observar  que  las  trazas  ho- 
rizontales deberán  pasar  por  el  pie  A  de  la  recta,  y  ser  perpendiculares 
a  las  proyecciones  OJí  y  0(1  de  las  normales  relativas  a  los  dos  puntos 
hallados  de  contacto. 

407.  Caso  particular.  Si  la  recta  dada  fuese  vertical,  manifiesta- 
mente bastaría  tirar  por  su  píe  dos  tanjentes  a  la  proyección  horizontal 
del  equador. 

Si  esta  recta  fuese  horizontal,  tiraríamos  un  plano  meridiano  que  le 
fuese  perpendicular,  y  desde  el  punto  en  que  la  encontrase,  tiraríamos 
dos  tanjentes  a  la  meridiana  contenida  en  este  plano;  cuya  operación 
es  íacil  de  ejecutar,  después  de  haber  abatido  este  punto  y  la  meridiana 
en  cuestión  sobre  el  plano  vertical,  según  se  ha  hecho  en  el  nüm.  360 
respecto  al  punto  P"  del  depurado  84. 

408.  Segundo  método.  Cuando  la  superficie  de  revolución  es  de  se- 
gundo grado,  habrá  mucha  ventaja  en  emplear,  como  en  el  núm.  395, 
dos  conos  circunscritos  cuyas  cúspides  se  colocarán  en  los  dos  puntos 
en  que  la  recta  dada  encuentre  al  plano  del  equador  y  al  del  meridiano 
principal,  porque  entonces,  según  el  teorema  demostrado  núm.  353, 
cada  una  de  las  curbas  de  contacto  estará  proyectada  según  una  recta 
sobre  uno  de  los  dos  planos  de  proyección;  y  en  todo  el  depurado  no 
habrá  mas  que  construir  una  sola  recta,  como  lo  espondrémos  en  detalle 
en  el  problema  análogo  y  masjeneral  del  núm.  417. 

409.  Tercer  método.  Si  aun  suponemos  que  la  superficie  de  revolu- 
ción es  de  segundo  grado,  podremos  no  emplear  sino  uno  solo  de  los 
dos  conos  circunscritos  de  que  acabamos  de  hablar;  porque,  como  la 
curba  de  contacto  está  (núm.  353)  toda  ella  en  un  plano  perpendi- 
cular al  plano  horizontal  (o  al  plano  vertical),  bastará  tirar  a  esta  curba 
dos  tanjentes  por  el  punto  en  que  su  plano  encuentra  a  la  recta  dada  (*)• 

(*)  Esta  marcha  es  análoga  a  la  que  hemos  seguido  respecte  a  la 
esfera,  m  el  núm.  401. 
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Ademas»  hemofir  visto  (nítin.  374)  caaQ  fácil  era  construiír  estas  tanjen- 
tes  con  sos  pontos  de  contacto  sin  trazar  la  corba  de  segondo  grado  de 
qne  tratamos,  con  solo  conocer  sos  dos  ejes;  y  como  ono  de  estos  lo 
obtendremos  inmediatamente»  tirando  por  la  cúspide  del  cono  circuns- 
crito dos  tanjentes  al  eqoador  (o  al  meridiano  principal)',  de  aquí  se 
deducirá  el  eje  segundo  por  un  c^edio  mui  fácil  de  concebir  (véase  núm. 
418). 

Aconsejamos  al  lector  que  aplique  este  método  a  un  elipsoide  de  re- 
volución; y  para  variar  los  ejemplos,  vamos  a  aplicarle  ahora  a  un 
hiperboloide  ganso  de  revolucioni  definido  por  su  jeneratriz  rectilínea, 
y  no  por  su  meridiana. 

Problema  3,  Tirar  un  plano  tanjente  a  un  hiperholaide  gauso  de 
revoludan^  por  una  recta  dada. 

410-  Sea  (O,  O'O")  el  eje  vertical  de  la  superficie,  y  (ADB,  A'D'A")  no.  90. 
la  recta  móvil  que,  jirando  al  rededor  de  este  eje,  enjendra  (núm.  140) 
al  hiperboloide  que  suponemos  terminado  en  las  dos  secciones  horizon- 
tales A'B'  y  A''B",  distantes  igualmente  del  círculo  de  la  garganta.  No 
ejecutaremos  la  representación  de  la  Áuperfície  sobre  el  plano  vertical; 
porque  esto  nos  obligaría  a  trazar  el  hiperboloide  meridiano  cuyo  uso 
queremos  evitar;  pero  sobre  el  plano  horizontal,  miraremos  a  la  superficie 
como  realmente  proyectada;  y  en  consecuencia  con  esto,  puntuaremos 
las  partes  de  líneas  principales  que  están  debajo  de  la  napa  superior. 

411.  Sea  ahora  (ceg,  a'g')  la  recta  por  donde  se  trata  de  tirar  el  pla- 
no tanjente;  si  desde  el  punto  (V,  V),  en  qne  esta  recta  penetra  al  plano 
horizontal  del  círculo  de  la  garganta,  nos  figuremos  nn  cono  circuns- 
crito, dos  de  cnyas  aristas  evidentemente  serán  las  tanjentes  VX  y  VY, 
e»te  cono  tocará  al  hiperpoloide  según  nna  curba  que  toda  ella  estará 
situada  (núm.  353)  en  el  plano  vertical  XY,  y  que  por  consiguiente  será 
una  hipérbola  que  tendrá  por  eje  real  a  la  cuerda  XY.  Luego,  tirando 
dos  tanjentes  a  esta  curba  por  el  punto  (R,  R')  en  que  su  plano  va  a 
cortar  a  la  recta  (aVgy  a  V'g'),  hallaremos  los  puntos  de  contacto  de  los 
planos  tanjentes  al  hiperboloide. 

412.  Para  construir  estas  tanjentes,  es  preciso  primeramente  hacer 
jirar  el  plano  vertical  XY  al  rededor  del  eje  (0, 0'0"J  hasta  que  tome 
la  posición  xy  paralela  al  meridiano  principal,  y  en  este  caso,  el  ponto 
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(R,  R')  se  trasladara  a  (r,  r').  En  esta  situación,  la  hipérbola  contenida 
en  el  plano  vertical  yx  es  semejante  a  la  meridiana  principal  de  la  su- 
perficie, y  tiene  como  ella,  por  proyecciones  de  sus  asíntotas,  a  las  rectas 
A'D' y  B'D';  de  aquí,  y  por  medio  del  eje  real  x^y\  deducimos  fácil- 
mente los  dos  focns  9  y  ^^«  Sentado  esto,  para  tirar  por  el  punto  r'  (*) 
tanjentes  a  esta  hipérbola,  describiremos  un  arco  de  círculo  con  la  dis- 
tancia t\  por  radio,  y  otro  arco  cuyo  centro  esté  en  vj/*  y  el  radio  sea 
igual  a  ¡ry ;  tirando  en  seguida  la  recta  rT  por  la  mitad  del  arco  c^  7,  ob- 
tendremos una  de  las  tanjentes  que  buscamos,  y  su  punto  de  contacto 
T  quedará  determinado  por  su  encuentro  con  la  recta  s|/y.  Del  mismo 
modo,  la  otra  tanjente  será  la  recta  r'm'  tirada  por  la  mitad  del  arco 
c^(^,  y  la  línea  ^^  prolongada  determinará  el  punto  de  contacto  m'  de 
esta  segunda  tanjente. 

No  queda  ahora  mas  que  hacer  que  proyectar  los  puntos  T  y  m'  a  / 
y  m  sobre  xy^  y  referir  en  seguida  estos  puntos  al  plano  vertical  primi- 
tivo XY  a  (^  JC)  y  (f¿,  ft').  Aquí  se  hallan  los  puntos  de  contacto  del 
hiperboloide  con  los  dos  planos  tanjentes  tirados  por  la  recta  (ceg,  a'g^); 
y  con  estos  solos  datos  son  fáciles  de  construir  sus  trazas  oB^A^y  aA^B,. 

413.  Pero  como  sabemos  que  en  el  hiperboloide  gauso,  cada  plano 
tanjente  debe  contener  a  dos  jeneratrices  rectilíneas  de  la  superficie, 
que  se  cortian  en  el  punto  de  contacto,  podremos  tirar  por  los  pontos 
^  y  f¿  cuatro  tinjentes  al  círculo  de  la  garganta,  a  saber:  AA^y  ^tB,,  f^As, 
fxBs,  las  que,  por  medio  de  su  encuentro  con  la  traza  horizontal  de  la 
superficie,  nos  darán  cuatro  puntos  pertenecientes  a  las  trazas  de  los 
planos  tanjentes.  Ademas,  como  las  dos  jeneratrices  AA^  y  fcB,  forman 
parte,  la  una  del  sistema  (AD,  A'D')  y  la  otrad  el  (BD,  B'D'),  irán  pre- 
cisamente a  cortarse  (núm.  144J  en  un  punto  que  evidentemente  debe- 
rá hallarse  sobre  la  recta  (ag,  a'g');  y  ^«^^  pnnto  (c,  e')  será  precisa- 
mente el  mismo  en  que  esta  recta  penetra  al  hiperboloide.  Habrá  tam- 
bién otro  segundo  punto  de  sección  que  nos  le  dará  a -conocer  el  en-, 
cuentro  de  las  jeneratrices  XB^  y  liA^. 

414.  OBSEBVACfON.  Sí  el  punto  (V,  V),  en  que  la  recta  dada  (ag, 


(*)     Véase  en  los  tratados  de  secciones  cónicas^  el  Método  de  los  an- 
tiguos para  tirar  tanjentes  a  estas  curbas. 
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a'S')  penetra  al  plano  horizontal  del  círculo  de  la  garganta,  se  hallase 
dentro  de  este  círculo,  no  podríamos  ya  tirar  las  tanjentes  VXy  VY; 
y  esto  indicaría  que  la  curba  de  contacto  del  hiperboloide  con  el  cono 
circunscrito  que  tiene  su  cúspide  en  (Y,  Y'),  cambia  de  posición  y  se 
convierte  en  una  hipérbola  cuyo  e^e  real  es  vertical»  permaneciendo 
siempre  su  plano  perpendicular  a  la  horizontal  VO.  En  este  caso,  tira* 
riamos  desde  el  punto  (Y,  Y')  dos  tanjentes  a  la  merídiana  situada  en 
el  plano  YO^  y  la  cuerda  comprehendida  entre  sus  puntos  de  contacto 
sería  el  eje  real  que  buscamos;  hecho  esto»  )o  demás  que  queda  de  las 
construcciones  se  ejecutará  de  un  modo  análogo  a  lo  que  se  a  prac- 
ticado en  el  primer  caso« 

415.  Otra  solución.  Las  observaciones  hechas  en  el  núm.  413  nos  piu.  90, 
dan  un  método  mui  simple  y  aplicable  a  todas  las  posiciones  de  la 
recta  dada.  Con  efecto,  si  después  dé  haber  construido  por  el  procedí- 
miente  núm.  284j  los  pantos  de  intersección  de  la  recta  {ül%j  ct'g')  con 

el  hiperboloide,  tiramos  por  uno  de  ellos  (e,  e')  las  tanjentes  eA^y  eB^ 
al  círculo  de  la  garganta,  estas  jeneratríces  combinadas  alternativamente 
con  (ag,  a'g')  determinarán  inmediatamente  los  dos  planos  tanjentes 
pedidos,  que  tendrán  por  trazas  horizontales  a  aAg  y  aB^.  En  cuanto 
a  los  puntos  de  contacto,  nos  tos  darán  a  conocer  las  otras  dos  jene- 
ratríces que  salen  de  los  puntos  Bg  y  A3  (^). 

416.  De  aquí  resulta  que,  si  la.  recta  dada  no  cortase  en  alguna 
parte  al  hiperboloide,  sería  imposible  tirar  por  esta  recta  un  plano  tán- 
jante a  la  superficie;  cuya  condición  es  evidente  a  prioriy  porque  de- 
biendo, en  el  caso  presente^  contener  todo  plano  tanjente  a  dos  jenera-  * 
trices  que  se  corten,  habrá  por  lo  menos  una  que  encuentre  a  la  recta 
(aS,  a'S')  situada,  por  hipótesis,  en  este  plano  tanjente.  Solo  que 
este  punto  de  encuentro  se  aleja  al  infinito,  en  el  caso  mui  particular 
en  que  estas  dos  jeneratríces  y  la  recta  (ag,  a'g')  sean  las  tres  parale- 
las; pero  entonces,  la  posición  del  plano  tanjente  será  mas  fácil  de  asig- 
nar, porque  será  evidentemente  (num.  280)   tanjente  al  cono  asíntota. 


(*J     Una  solución  semejante  puede  aplicarse  al  hiperboloide  de  una 
napa  que  no  sea  de  revolución.  (Véase  núm.  590.^ 
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Problema  4.  7¿rar  un  plano  tanjentc  a  una  mperficie  cualqiera 
de  segundo  grado,  por  una  recta  dada. 

FiG.91.  417.  Tomemos  por  ejemplo  un  elipsoide  referido  a  dos  planos  de 
proyección  que  cada  uno  de  ellos  sea  paralelo  a  un  plano  principal  de 
la  superficie;  esta  tendrá  por  contornos  aparentes  las  elipses  principa- 
les (ABDE,  A'D')  y  (A'C'D'F',  AD),  que  cada  una  tiene  dos  ejes  co- 
munes con  el  elipsoide.  Sea  ademas  (RS,  R'S')  la  recta  dada;  los  pun- 
tos de  contacto  de  los  planos  tanjentes  tirados  por  esta  recta,  nos  los 
darán  (núm.  395^  las  intersecciones  de  las  curbas  de  contacto  de  los 
dos  conos  circunscritos  al  elipsoide,  que  tengan  sus  cúspides  situadas 
donde  se  quiera  sobre  la  recta  dada;  pero  para  simplificar  la  construc- 
ción de  estas  curbas,  coloquemos  las  cúspides  de  estos  codos  en  los 
puntos  (V,  V'^  y  (r,  v'),  en  que  la  recta  (RS,  R'S')  va  a  encontrar  a  los 
pianos  de  las  dos  elipses  principales  que  son  paralelas  a  los  planos  de 
proyección. 

418«  St  entonces  tiramos  las  tanjentes  W  y  Y 'd'  a  la  elipse  A'G'DT', 
los  puntos  oü  y  d'  pertenecerán  evidentemente  a  la  proyección  vertical 
de  la  curba  de  contacto  del  cono  circunscrito  (V,  V);  y  esta  cúrba,  que 
es  plana  (num.  353),  estará  proyectada  verticalmente  sobre  la  recta 
a'í*.  Con  efecto,  como  la  cúspide  (V,  V)  está  situada  en  un  plano  ver- 
tical VAD  que  divide  al  elipsoide  en  dos  partes  exactamente  simétri- 
cas, es  cierto  que  los  puntos  de  la  curba  de  contacto  deben  estar  situa- 
dos de  dos  en  dos  sobre  cuerdas  perpendiculares  a  este  plano  princi- 
pal; luego  también  el  plano  de  la  curba  que  buscamos  será  perpendi- 
cular al  plano  vertical  VAD,  y  se  proyectará  en  él  según  la  recta  a'd' 
que  une  los  dos  puntos  hallados  ya. 

Por  la  misma  razón,  la  recta  {ad,  a'd'^  es  i^n  eje  de  la  curba  en  cl  espa- 
cio, y  continua  gozando  de  esta  propiedad  en  la  proyección  horizontal, 
en  ia  cual  nos  da  los  dos  vértices  de  la  curba  a  y  d.  De  aquí  se  deduce, 
con  suma  facilidad,  la  dirección  cod  del  eje  segundo:  pero  para  determi- 
nar su  lonjítud,  observaremos  que  estos  dos  ejes  son  proporcionales  a  los 
de  la  sección  dada  al  elipsoide,  con  un  plano  diametral  OV  paralelo  a 
la  curba  de  contacto  (¿i\  Luego,  si  se  proyecta  a^  ^a^y  tiramos  a& 
paralela  a  aB,  obtendremos  la  lonjitbd  oúg  del  segundo  eje  que  busca- 
mos; y  entonces  será  ya  mui  fócil  trazar  la  elipse  aXSdY  que,  ademas, 
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deberá  pasar  por  los  puntos  X  e  T  que  se  deducen  de  la  sección  X\  en 
los  cuales  deberá  manifiestamente  tocar  al  contorno  ABDE  sobre  el 
plano  horizontal. 

419.  El  segundo  cono  circunscrito  cuya  cupide  está  en  (v,  v^,  tocará 
ahora  al  elipsoide  según  una  curba  plana  que,  por  razones  análogas  a 
las  que  hemos  citado  mas  arriba,  estará  proyectada  horizontalmente 
sobre  la  recta  xy;  en  seguida,  sin  cambiar  la  proyección  vertical  de  esta 
curba,  que  obtendremos  por  medio  de  procedimientos  semejantes  a  los 
que  nos  han  servido  para  el  primer  cono,  podremos  conocer  inmediata- 
mente los  puntos  de  sección  ^l  y  f£  de  las  dos  curbas  de  contacto,  sobre 
el  plano  horizontal,  y  referir  estos  puntos  a  JC  y  f^^  sobre  a'd\  Entonces 
tendremos  para  cada  plano  tanjente  pedido,. su  punto  de  contacto  (AtX) 
o  ((X,  ¡T)  y  una  recta  (RS,  R'S')  por  la  que  debe  pasar,  de  modo  que  es 
mui  fácil  hallar  sus  trazas  por  medio  de  construcciones,  de  que  el  pre- 
sente depurado  solo  presenta  los  resultados. 

420.  Otro  método.  Podemos  resolver  el  problema  precedente,  con  píg.91. 
solo  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide  está  en  (V,  V);  porque  todo 
plano  tanjente  a  este  cono,  tirado  por  la  recta  (RV,  R'V)  cumplirá  evi- 
dentemente con  la  cuestión.  Por  consiguiente,  indagaremos  el  punto 

(R',  R)  en  que  corta  a  esta  recta  el  plano  de  la  base  a'd';  y  en  seguidat 
desde  el  punto  R  se  tirarán  dos  tanjentes  a  la  curba  aY&X :  debemos 
aun  observar  que,  es  inútil  trazar  la  elipse  aY^X,  y  que  con  los  dos 
aemi-ejes  coa  y  oaS?  sabremos  construir  los  puntos  de  contacto  l^y  A  de 
las  tanjentes  Rf¿  y  R/l,  según  lo  hemos  hecho  en  los  números  374  y 
412.  Así  es  que  los  puntos  (^  X)  y  (l^,  f^O  serán  los  mismos  en  que  los 
planos  tanjentes  diríjidos  por  la  recta  (RV,  R'V)  tocarán  al  elipsoide, 
y  por  consiguiente,  estos  dos  planos  quedarán  determinados  por  un 
método  que  tendrá  la  ventaja  de  no  emplear  sino  la  línea  recta  y  el 
círculo. 
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CAPITULO  IV. 

De  los  planos  tanjentes  paralelos  a  un  plano  dado. 


421.  Sea  S  la  superficie  a  que  nos  proponemos  tirar  un  plano  tánjan- 
te que  sea  paralelo  a  un  plano  dado  P.  Figurémonos  que  en  este  último, 
se  trazan  dos  rectas  arbitrarias  A  j  B,  yque  en  seguida  se  determinan, 
por  los  procedimientos  indicados  en  el  capítulo  II,  las  curbas  do  con- 
tacto X  e  T  de  la  superficie  S  con  dos  cilindros  circunscritos,  uno  de 
ellos  paralelo  a  A  y  otro  a  B.  En  este  caso,  sabemos  (núm*  S78)  que 
respecto  a  todos  los  puntos  de  la  curba  X,  los  planos  tanjentes  de  S  se- 
rán paralelos  a  A;  que  respecto  a  todos  los  de  la  curba  Y,  los  planos 
tanjentes  son  paralelos  a  B;  luego,  si  las  curbas  X  e  Y  se  cortan,  cada 
intersección  nos  dará  un  punto  en  el  que  el  plano  tanjente  de  la  superfi*» 
cié  S,  será  paralelo  a  un  mismo  tiempo  a  las  dos  rectas  A  y  B,  y  por  con  - 
siguiente,  será  paralelo  al  plano  dado  P. 

422.  Está  bien  observemos,  que  el  problema  precedente  viene  en 
sustancia  a  convertirse  en  este  :  tirar  una  ríormál  a  una  superficie  S, 
qv£  sea  parálela  a  una  recta  dada  1).  Con  efecto,  si  construimos  un 
plano  P  perpendicular  a  la  recta  D,  será  suficiente  hallar  un  plano  tan- 
jente paralelo  a  P,  y  la  normal  relativa  al  punto  de  contacto  de  este 
plano  tanjente,  será  evidentemente  paralela  a  la  línea  D.  Esta  investi- 
gación es  necesaria  para  hallar  el  punto  brillante  de  una  superficie, 
iluminada  por  rayos  de  luz  que  se  miran  como  paralelos  entre  sí« 

423.  Guando  la  superficie  8  sea  desarrollable,  el  problema  en  jene- 
ral  será  imposible,  en  virtud  de  que  la  condición  de  ser  paralelo  a  una 
recta  dada,  es  suficiente  (num.  379)  para  determinar  completamente  el 
plano  tanjente  de  una  superficie  de  esta  especie,  y  así  no  podría  exi- 
jirse  que  este  plano  fiíese  a  un  mismo  tiempo  paralelo  a  dos  rectas  A 
y  B,  o  al  plano  P  que  las  contiene. 

424.  El  método  de  solución  que  hemos  indicado  en  el  núm.  421  es 
jeneral;  pero  de  ordinario  nos  empeñará  en  operaciones  gráficas  muí 
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complicadas;  por  esta  razón,  es  preciso  tratar  de  aprovechar,  en  cada 
superficie,  las  propiedades  particulares  de  ella  que  puedan  simplificar 
la  solución,  según  vamos  a  indicar  eo  algunos  ejemplos. 

1.  ^  Si  la  superficie  propuesta  es  de  revolución,  en  cuyo  caso  cada 
plano  tanjente  es  perpendicular  al  plano  meridiano  correspondiente, 
principiaremos  por  tirar  un  plan  meridiano  perpendicular  al  plano  dado 
P,  y  que  corte  a  este  último  según  una  recta  que  llamaremos  d;  en  este 
caso,  tirando  a  la  sección  meridiana  obtenida  de  este  modo,  una  tan- 
jente paralela  a  d,  su  punto  de  contento  será  evidentemente  el  de  un 
plano  tanjente  que  será  paraleló  a  P.  Esta  marcha  será  de  una  fácil 
aplicación  respecto  a  la  esfera,  al  elipsoide,  al  toro,  &a, 

2.  ^  Si  se  trata  de  un  hiperboloide  de  revolución  de  una  sola  napa, 
que  admite  (núm«  146)  dos  sistemas  de  jeneratrices  rectilíneas  respec- 
tívanptente  paralelas  a  las  aristas  del  cono  asintótico,  cortaremos  este 
cono  con  un  plano  tirado  por  la  cúspide,  paralelamente  a  P.  Este  pla- 
no secante  nos  dará  dos  aristas  a  y  a'  paralelas  a  P,  y  de  aquí  deduci- 
remos con  suma  facilidad  las  cuatro  jeneratrices  correspoudientes  del 
hiperboloide,  a  saber  A  y  B  paralelas  a  a,  y  en  seguida  A'  y  B'  parale- 
las a  a'I  Si  en  este  estado,  combinamos  las  jeneratrices  A  y  B',  hallare- 
mos un  plano  que  evidentemente  será  paralelo  a  P,  y  que  tocará  al  hi- 
perboloide en  el  punto  en  que  se  cortan  estas  dos  rectas;  en  seguida, 
hallaremos  otro  segundo  plano  que  llenará  las  mismas  condiciones, 
combinando  entre  sí  a  las  jeneratiices  A'  y  3  que  también  se  cortan. 

El  mismo  método  se  aplicará  a  un  hiperboloide  de  una  napa  y  que 
no  sea  de  rewluciany  en  virtud  de  que  esta  su]>erficie  admite  también, 
según  lo  veremos  en  el  libro  VII,  dos  sistemas  de  jeneratrices  rectilíneas 
paralelas  a  las  aristas  de  un  cono  asintótico  (véase  núm.  581). 
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CAPITULO  V. 

De  lo$  planos  ttmjentes  a  varias  superficies  a  un  ítempa. 


425.  Hallar  un  plano  que  toque  a  un  mismo  tiempo  a  dos  superficies 
dadas  8  y  T.  Para  resolver  este  problema  de  un  modo  jeneral,  y  coa- 
lesquiera  que  sean  los  planos  de  proyección  adoptados,  tiremos  en  el 
espacio  un  plano  arbitrario;  y  en  seguida,  determinemos  \a,  curba  de 
contacto  X  de  la  superficie  S  con  un  cilindro  circunscrito  y  paralelo 
al  plano  P,  cuya  cuestión  está  comprefaendida  en  ei  núm.  377,  puesto 
que  las  aristas  de  este  cilindro  deberán  aer  paralelas  a  una  recta  cano^ 
cida,  a  saber,  a  la  perpendicular  al  plano  P.  Así  mismo,  determinemos 
la  curba  análoga  Y  correspondiente  a  la  superficie  T,  y  construyamos 
las  proyecciones  x  e  y  de  estas  dos  líneas  sobre  el  plano  P;  echo  esto, 
si  tiramos  una  tanjente  común  a  las  dos  curbas  xe  y,  esta  será  la  traza 
de  un  plano  n  perpendicular  a  P,  que  evidentemente  tocará  a  los  dos 
cilindros,  y  será  precisamente  tanjente  a- las  superficies  S  y  T.  De  este 
modo  obtendremos  una  solución  del  problema  propuesto;  pero  habrá 
otras  infinitas  n^  tt^',....  que  hallaremos  repitiendo  construcciones  análo- 
gas con  diferentes  planos  P\  P",..,.  elejidos  en  otras  varias  direcciones. 

426.  Podemos  enlazar  entre  sí  todas  estas  soluciones,  construyendo 
la  superficie  desarrollahle  que  esté  a  un  mismo  tiempo  circunscrita  a  las 
dos  superficies  Sy  T.  Para  esto  imajinémonos  que  los  puntos  de  contacto 
7n y  n  de  las  curbas  x  ey  con  su  tanjente  común  sobre  el  plano  P,  se 
han  proyectado  sobre  las  curbas  X  e  Y  a  M  y  N,  aquí  es  donde  se 
hallarán  los  puntos  en  que  el  plano  n  toca  a  las  dos  superficies  S  y  T : 
y  si  del  mismo  modo  construimos  los  puntos  de  contacto  M'  y  N\  M^' 
y  N'',..,.  de  los  planos  n\  ir",,...  la  serie  de  rectas  MN,  M'N',  M"N",.... 
formará  una  superficie  S»  que  evidentemente  tocará  a  S  y  T  al  largo 
de  las  curbas  MM'M"...,  y  Nl>rN"....;  pero  agregamos  que  esta  su- 
perficie S  será  desarrollahle*  Con  efecto,  si  se  han  tomado  los  puntos 
M  y  M'  infinitamente  próximos,  el  plano  tanjente  n  contendrá  a  los  ele- 
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mentos  lineales  MM'  y  NN\  en  virtud  de  esto,  las  dos  jenaratrices  MN 
y  M'N'  estarán  situadas  en  un  mismo  plano,  que  es  el  carácter  distintivo 
de  las  superficies  desarroUables  (núm.  179).  Ademas,  podemos  mirar 
a  las  rectas  infinitamente  próximas  MN,  M'N',  M'^N'',....  como  las  in- 
tersecciones consecutivas  de  los  planos  n,  tt',  n'\....  (num,  182),  o  sino 
como  el  involucro  del  espacio  recorrido  por  el  plano  ti  cuando  rueda 
sobre  las  superficies  S  y  T,  permaneciendo  siempre  tanjente  a  ambas 
(num.  184). 

Sentado  esto,  y  después  de  haber  construido  la  superficie  S,  tendré- 
raos  que  todos  los  planos  tanjentes  que  se  le  tiren,  tocarán  así  mismo  a 
S  y  T,  }'  nos  darán  las  diversas  soluciones  del  problema  primitivo. 

427.  Es  indispensable  atender  en  la  teoría  de  las  sombras^  a  la  su- 
perficie desarrollable  S  circunscrita  a  las  superficies  S  y  T;  que  de  or- 
dinario presenta  dos  napas  distintas,  procedentes  de  que  las  cnrbas  x  e 
y  del  núm«  425  pueden  tener  una  tanjente  común  estertor  y  otra  interior. 
Sobre  todo,  estas  jeneralidades  las,  aclararemos  por  medio  del  sen- 
cillo ejemplo  de  las  dos  esferas  qne  tomarémo»  en  consideración  en  el 
núm.  437« 

428.  Cuando  una  de  las  dos  superficies  propuestas,  porejemplo,  la  S, 
es  desarrollable^  no  es  en  jeneral  imposible,  el  problema  de  tirarles  un 
plano  tanjente  común;  pero  no  admite  ya  en  este  caso  nna  infinidad  de  so- 
luciones, como  podemos  persuadirnos  haciendo  rodar  un  plano  tanjente 
sobre  la  superficie  S  hasta  que  encuentre  a  T.  Adema8,.en  la  hipótesis 
actual,  la  curba  x  relativa  al  plano  P  (núm.  425)  se  reducirá  a  una  o 
mas  líneas  rectas,  a  quienes  no  sería  posible  tirar  una  tanjente  común 
con  la  curba  y;  a  no  ser  que  una  de  ellas  mismas  fuese  tanjente  a 
esta  curba  y,  lo  que  no  podría  suceder,  sino  respecto  a  algunos  de  los 
planos  P,  P',P'V...demodoque  el  problema  sería  determinado,  y  la 
superficie  S  se  reduciría  entonces  a  uno  o  mas  planos.  Veremos  un  ejem- 
plo de  esto  en  el  núm«  434. 

429.  Finalmente,  el  problema  na  admitirá,  en  jeneral,  ninguna  solu- 
ción, cuando  las  superficies  dadas  S  y  T  sean  ambas  desarrollables,  por- 
que siendo  en  este  caso  las  dos  curbas  xeydel  núm,  425  líneas  rectas 
sobre  todos  los  planos  P,  P^  P'',....  no  sería  posible  tirarles  una  tan- 
jente común. 

430.  Cuando  ninguna  dé  las  dos  superficies  dadas  S  y  T  es  ¿esa- 
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rrollable,  podremos  hacer  que  el  problema  de  tirarles  up  piano  taiijen- 
te  coman  sea  determinadOf  señalando  un  panto  esterior  V  por  el  que 
deba  pasar  el  plano  pedido.  Con  efecto,  esto  vendrá  a  reducirse  a  diri-* 
jir  por  este  punto  Y,  un  plano  tanjentea  la  superficie  desarroUable  S  que 
está  circunscrita  (núm.  426)  a  las  superficias  S  y  T,  y  esta  última  cues- 
tión no  es  susceptible  sino  de  un  número  limitado  de  soluciones,  según 
lo  hemos  visto  en  los  números  349  y  350.  Para  obtenerlas,  es  preciso, 
en  jeneral,  construir  la  sección  causada  en  la  superficie  S  con  un  plano 
cualquiera,  tirado  desde  el  punto  V;  y  tirar  en  seguida  por  este  punto 
tanjentes  a  esta  sección:  en  cuyo  caso,  cada  uno  de  estas  tanjentes  uni- 
da a  la  jeneratriz  rectilínea  que  pasa  por  su  punto  de  contacto,  deter- 
minará un  plano  tanjente  a  la  superficie  S,  y  por  consiguiente,  a  las 
dos  superficies  primitivas  S  y  T.  Hallaremos  un  ejemplo  de  este  jéne- 
ro  en  el  número  437. 

431.  Hallar  un  plano  que  taque  al  mi$mo  tiempo  a  tres  superficies 
dadas  S,  T,  y  U.        . 

La  marcha  jeneral  para  resolver  este  problema,  consiste  en  conce— 
bir  una  superficie  desarroUable  S  circunscrita  a  S  y  a  T,  y  en  seguida 
otra  ^  circunscrita  a  S  y  a  U,  Y  construyendo  después  (núm.  426)  las 
curbas  de  contacto  MM'....  y  M^MV—  de  estas  dos  superficies  £  y  S^  con 
S,  cada  punto  {/,  en  que  se  encuentran  estas  curbas,  será  de  tal  natu- 
raleza, que  el  plano  tanjente  en  él  a  S  manifiestamente  tocará  a  un 
mismo  tiempo,  a  las  superficies  S  y  S^»  7  por  lo  tanto,  este  mismo 
plano  tocará  también  a  la  superficies  T  y  U.  Por  consiguiente,  esta 
será  una  solución  del  problema;  pero  como  las  operaciones  gráficas  son 
por  lo  común  niui  complicadas,  nos  limitaremos  a  citar  un  ejemplo  en 
que  estas  construcciones  son  muí  sencillas  {véase  núm.  441). 

OI>servemos  que  aun  cuando  hemos  dicho  (núm.  429)  que  en  jene- 
ral no  se  podia  tirar  un  plano  tanjente  común  a  dos  superficies  desa- 
rrollables,  en  el  caso  presente  llega  esto  a  ser  posible,  porque  las  dos 
superficies  S  y  £g  presentan  la  particularidad,  de  estar  circunscritas  a 
la  misma  superficie  S. 

432.  Si  una  o  mas  de  las  tres  superficies  dadas  fuesen  desarraUa- 
hleSf  el  problema  sería  en  jeneral  imposible.  Con  efecto,  si  S  es  desa- 
rroUable, las  superficies  S  y  Ss  del  número  precedente,  se  reducirán 
a  superfi^Ms  pianos  inixíXi.  428)  a  las  que  no  será  posible  tirar  un  plano 
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tanjente  comün;  a  no  9er  que  pordrcanstaDCias  paitíealare»,  Uegn^i  a 
coincidir  completaineDt&  dos  de  estas  superficies  planas. 

433.  Na  podría  proponérsenos  el  problema  de  hallar  un  plano  que 
tocase  aun  mismo  tiempo  a  cuatro  superficies  S,  T,  Uy  Y,  o  a  un  DÚme- 
ro  mayor  de  ellas.  PorquB  si  nos  ímajinamos  las  tres  snpeificiesdésarro- 
Ilables  S,  Si  y  Sj  circunscritas  a  tos  grupos  S  y  T,  S  y  U  y  8  y  V,  no  su- 
cederá, en  jeneral,  que  las  tres  curbas  según  las  que  S»  S»  y  Ss  tocan  a 
la  superficie  S,  se  corten  todas  en  un  mismo  punto  ¡¿j  cuya  circunstancia 
es  necesaria*  para  que  el  plano  tanjente  de  8  en  fc,  toque  al  mismo  tiem- 
po a  Sy  Fs  y  2s>  y  por  consiguiente,  a  las  demás  superficies  propuestas 
T,üy  V. 

Problema  L  Camtruir  un  plario  que  taque  a  un  mümo  tiempo  a- 
una  esfera  y  aun  cano  recto  (♦). 

434.  Hagamos  pasar  los  dos  planos  dé  proyección,  por  el  centro  O 
de  la  esfera  dada  que  tiene  por  radio  a  OA,  y  dirijamos  el  plano  hori- 
zontal perpendicularmente  al  eje  del  cono  que  tiene  por  cúspide  a 
(8,  8'),  y  por  base  al  circulo  del  radio  8B4  El  problema  de  tirar  nu 
plano  tanjente  común  a  estas  dos  superficies,  será  determinado  (núm. 
428),  porque  una  de  ellas  es  en  el  caso  actual  desarrollable;  y  para 
resolverle  con  mas  sencillez  por  el  método  jeneral,  supongamos  que 
PQR'  es  el  plano  que  buscamos.  Este  toca  al  cono  según  una  arista 
situada  en  el  plano  meridiano  8M  perpendicular  a  PQ;  de  modo  que 
la  distancia  de  este  plano  tanjente  al  pie  (8,.  V)  del  eje,  es  una  recta 
igual  a  FG,  y  está  situada  en  el  plano  meridiano  8Mr  pero  si  trans- 
portamos el  plano  PQR'  paralelamente  así  mismo,  hasta  que  pase  por 
el  centro  O  de  la  esfera,  se  habrá  aproximado  al  punto  (8,  V)  una  can- 
tidad igual  al  radio  OA;  y  en  este  caso  será  tanjente  a  otro  cono  recto 
cuya  jeqeratriz  T'F',  paralela  a  8'B',  sq  habrá  alejado  de  ella  la  distan- 
cia OA.  Y  como  este  último  cono,  así  como  también  su  plano  tanjente 
tirado  por  el  punto  O,  son  fáciles  de  construir;  no  habrá,  eu  seguida. 


(^)    Este  prohlema  eetá  sacado  de  la  Jeometria  descriptiva  de  M^ 
Lefebure  de  Fourcy. 
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mas  que  hacer  que  tirar  un  plano  tanjente  al  cono  primitivoi  paralela 
a  este. 

En  virtud  de  estas  consideraciones^  tomaremos  sobre  la  perpendicu- 
lar FG  un  intervalo  GH=OA;  j  tirando  en  seguida  por  el  punto  H  la 
recta  TT'  paralela  a  S'B^  determinaremos  el  círculo  SF,  al  que  tira- 
remos, desde  el  punto  O,  las  dos  tanjentes  ON  y  OL.  Hecho  esto,  tira- 
remos también  al  círculo  8B  otras  dos  tanjentes  PQ  y  XY  paralelas  a 
las  precedentes,  y  tendremos  las  trazas  horizontales  de  los  dos  planos 
PQR'  y  XYZ',  que  tocarán  esUriarmente  a  las  dos  superficies  dadas; 
las  trazas  verticales  de  estos  planos  son  mui  fáciles  de  hallar. 

435.  Hai  también  planos  que  tocan  a  estas  superficies  interiormente, 
es  decir,  dejando  una  de  ellas  a  un  lado  y  la  otra  al  opuesto.  Para 
hallarlos,  veremos  sin  mucho  trabajo  que  es  preciso  aumentar  la  dis- 
tancia FG  una  cantidad  GA=OA;  tirar  en  seguida,  paralelamente 
a  S'B^  la  recta  ff  que  determinara  al  círculo  S/,  y  tiraremos  a  este  las 
tanjentes  On  y  OL  Conduciendo  en  seguida  dos  tanjentes  pq  y  xy  al 
círculo  SB  paralelas  a  las  precedentes,  estas  serán  las  trazas  horizonta- 
les délos  dos  planos  tanjentes  interiores. 

436.  Si  respecto  a  uno  de  estos  cuatro  planos,  al  PQR^  por  ejem- 
plo, queremos  hallar  su  punto  de  contacto  con  la  esfera,  cortaremos  a 
esta  superficie  con  un  plano  OD  perpendicular  a  PQ:  y  después  de 
haber  abatido  la  sección  sobre  el  círculo  máximo  horizontal,  tiraremos 
la  tanjente  D9,  cuyo  punto  de  contacto  9  referido  a  \l  nos  dará  la  pro- 
yección horizontal  del  punto  en  que  el  plano  PQR'  toca  a  la  esfera. 
De  aquí  deduciremos  fácilmente  la  proyección  vertical  {C  de  esté 
punto. 

Problema  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a  do»  esferas  por  un  punto 
dado. 

FiG.  93.  437.  Adoptemos  por  plano  horizontal  al  que  pasa  por  los  centros 
O  y  O*  de  la9  dos  esferas  y  por  el  punto  dado  A".  Echo  esto,  y  sin 
recurrir  al  segundo  plano  de  proyección,  podremos  tirar  a  los  dos  cír- 
culos máximos  horizontales  la  tanjente  común  MNA  que,  jirando  al 
rededor  de  OO'A,  enjendrará  una  superficie  cónica,  evidentemente  cir- 
cunscrita a  las  dos  esferas  dadas.  Este  cono  AMP  es,  en  el  caso  pre- 
sente, el  que  ocupa  el  lugar  de  la  superficie  desarrollable  S  del  núm. 
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426,  porque  es  el  involucro  de  todas  las  posiciones  que  tomaría  el  pla- 
no vertical  MNA  tanjente  a  las  dos  esferas,  rodando  a  un  mismo  tiempo 
sobre  las  dos  superficies.  Y  así,  como  todo  plano  tanjente  a  este  cono 
tocará  a  las  dos  esferas,  y  que  la  recíproca  es  también  cierta,  el  problema 
primitivo  8^  reduce  a  tirar  desde  el  punto  dado  A''  un  plano  tanjente 
al  cono  AMP.  Para  esto,  sabemos  que  es  preciso  tirar  la  recta  AA",  y 
desde  el  punto  en  que  esta  penetra  al  plano  del  círculo  vertical  MP,  base 
del  cono,  tirar  a  este  círculo  dos  tanjentes;  cuya  operación  se  ejecutará 
fácilmente,  abatiendo  el  círculo  MP  al  rededor  de  su  diámetro,,  como 
lo  hemos  visto  en  el  num.  401. 

438.  £s  mas  sencillo  notar  que  el  problema  primitivo  se  reduce  a 
tirar  un  plano  tanjente  a  la  esfera  O  por  la  recta  AA'';  porque  este 
plano  evidentemente  tocará  al  cono  AMP,  y  por  consiguiente  a  la  es- 
fera O*  circunscrita  por  este  cono.  Pero  según  lo  que  se  ha  dicho  en  el 
núm,  403,  es  suficiente  trazar  el  nuevo  cono  A"M"P''  circunscrito  tam- 
bién a  la  esfera  O,  y  la  intersección  de  los  dos  círculos  verticales  MP  y 
M'T"  nos  dará  a  conocer  inmediatamente  la  proyección  horizontal  fx 
del  punto  de  contacto  de  la  esfera  con  el  plano  tanjente  pedido.  La 
segunda  proyección  de  este  punto,  sobre  un  plano  vertical  tomado  a 
discreción,  se  hallará  fácilmente  abatiendo  el  círculo  MP  al  rededor  de 
su  diámetro,  y  de  este  modo  quedará  enteramente  determinada  la  po- 
sición del  plano  tanjente;  pero  dejamos  al  lector  el  cuidado  de  efectuar 
estas  operaciones  sencillas,  que  nos  darán  manifiestamente  dos  planos 
tanjentes  esteriorcs. 

439.  Podemos  hallar  otros  dos  planos  tanjentes  interiores^  tomando 
en  consideración  al  cono  anip  descrito  por  la  tanjente  vmn  común  a 
los  círculos  horizontales,  pero  colocada  entre  estas  circunferencias.  £n 
este  caso,  empleando  consideraciones  análogas  a  las  precedentes,  ve- 
remos que  es  suficiente  tirar  por  el  punto  A''  un  plano  tanjente  al  cono 
amp;  o  sino  tirar  por  la  recta  a  A"  un  plano  tanjente  a  la  esfera  O; 
de  modo  que  conoceremos  el  punto  de  contacto  A  por  la  intersección  de 
los  dos  círculos  M'T"  y  mp. 

440.  No  hai  necesidad  do  advertir  que  las  cuatro  soluciones  prece- 
dentes se  reducirán  a  dos,  o  no  existirán  absolutamente,  según  sea  la 
posición  que  tenga  el  punto  dado  A"  con  respecto  a  las  dos  esferas,  o 
a  los  conos  circunscritos  estertores  e  interiores.  Ademas,  uno  de  estos 
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conos  o  los  dos  desajMtreoeráa,  si  se  cortan  las  esferas  dadas,  o  si  una 
envuelve  a  la  otra. 

Problema  3.   Hallar  un  plano  que  sea  ianjente  a  tres  esjeras  dadas. 

FIO.  93.  441«  Adoptenaos  también  por  plano  horizontal  al  que  pasa  por  los 
centros  O,  O',  y  O'*  de  las  tres  esferas  dadas;  y  observemos  en  seguida, 
que  las  superficies  desarroUables  S  7  Ss  (núm.  431)  que  deben  estar  cir- 
cunscritas a  las  esferas  O  y  O',  O  y  O^,  son  en  este  caso  los  dos  conos 
AM P  y  A"M"P",  Trazando  ahora  sus  curbas  de  contacto  con  la  esfera  O, 
que  se  reducen  a  los  dos  círculos  verticales  MP  y  M"P',  los  dos  puntos 
de  sección  que  eétán  proyectados  en  ¡i  serán  los  mismos  en  que  los 
planos  tanjeotes  de  la  esfera  O  tocan  a  la  vez  al  cono  AMP  y  al  A"M"F*; 
por  consiguientey  estos  dos  planos  serán  también  tanjentes  a  las  esferas 
O'  y  O",  y  las  tocarán  esteriormente. 

442.  Pero  como  existen  también  otros  dos  conos  circunscritos  inU" 
riormente  a  los  grupos  de   las  esferas  O  y  0\  O  y  0'\  los  cuales  se 
pueden  combinar  de  un  modo  análogo,  ya  sea  entre  sí,  o  ya  con  los 
eolios  esteriores,  resultarán  jeneralmente  ocho  soluciones  del  problema 
propuesto,  a  saber: 

Dos  planos  tanjentes  estenoresy  dados  por  los  conos  AMP  y  A"M"P", 
cuyos  puntos  de  contacto  con  la  esfera  O,  están  proyectados  en  f¿; 

Dos  planos  tanjentes  interiores  producidos  por  los  conos  AMP  y 
a^^m'^p*^:  los  puntos  de  contacto  con  la  esfera  O  están  proyectados  en  2/; 

Dos  planos  tanjentes  interiores  dados  por  los  conos  amp  y  A"M'T'': 
sus  puntos  de  contacto  están  proyectados  en  ^; 

Por  último,  dos  planos  tanjentes  interiores  dados  por  los  conos  amp 
a^ni^^p^\  y  cuyos  puntos  de  contacto  están  proyectados  en  n. 

443.  Es  fácil  conocer  que  estos  ocho  planos  tanjentes  se  redncirán 
a  cuatro  cuando  se  corten  dos  de  las  esferas;  cuando  una  de  ellas  en- 
cuentre a  las  otras  dod,  habrá  a  lo  mas  dos  planos  tanjentes  comunes; 
y  no  habrá  ninguno,  cuando  una  de  las  tres  esferas  esté  envuelta  por 
otra.  Pero  fuera  de  estos  casos  particulares,  será  imposible  la  cues- 
tión, siempre  que  no  se  corten  los  cuatro  círculos  de  contacto  MP, 
M'T^',  mp  y  m'y^y  el  número  de  sus  puntos  de  sección,  indicará  siem- 
pre la  cantidad  de  soluciones  que  admitirá  el  problema  propuesto. 

444.  No  hemos  hablado  de  los  conos  N'A'Q'y  n'ay^  cada  uno  de 
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los  cuales  está  circunscrito  a  las  dos  esferas  O'  y  O".  Sin  embargo,  es 
evidente  que  todo  plano  tanjente  a  las  tres  esferas,  deberá  también  tocar 
al  cono  A'  o  al  cono  d\  de  modo  que  hubiéramos  podido  combinar  el 
sistema  de  estas  dos  superficies  cónicas,  ya  sea  con  el  sistema  A  y  a,  o 
ya  con  el  A"  y  á!\  para  resolver  el  problema  propuesto.  Ademas  de  esto, 
como  cada  plano  tanjente  a  las  tres  esferas  tocará  al  mismo  tiempo  a 
tres  de  estos  conos  circunscritos,  y  pasará  por  sus  cúspides,  las  que 
se  hallan  también  a  un  mismo  tiempo  en  el  plano  tanjente  y  en  el  que 
pasa  por  los  tres  centros  de  las  esferas;  debemos  concluir  de  aquí  que 
las  cúspides  de  los  tres  conos  a  quienes  toca  un  mismo  plano,  estarán 
siempre  en  linea  recta.  Y  así  vemos,  en  el  depurado  que  presentamos, 
que  las  cúspides  de  los  seis  conos  circunscritos  a  las  esferas  están  dis- 
tribuidas de  tres  en  tres  sobre  cuatro  rectas  AA'*A',  AaV,  A"fl'a  y 
A'a"a,  la  primera  de  estas  contiene  a  la^  tres  cúspides  esteriores,  y  cada 
una  de  las  otras  una  cúspide  esterior  con  otras  dos  interiores. 

445.  De  aquí  podemos  deducir  un  teorema  notable  de  la  Jeometría 
plana,  con  solo  limitarnos  a  considerar  las  jeneratrices  de  los  conos  y  los 
círculos  máximos  de  las  esferas,  que  están  situados  en  el  plano  de  los 
tres  centros  O,  O'  y  0^\  En  efecto,  como  las  cúspides  de  estos  conos 
son  manifiestamente  los  puntos  de  encuentro  de  los  pares  de  tanjentes 
comunes  a  dos  de  los  círculos  máximos,  concluiremos  de  aquí  que  si 
después  de  haber  trazado  tres  círculos  cualquiera  en  un  mismo  plano, 
tiramos  todas  las  tanjentes  que  a  un  mismo  tiempo  pueden  tocar  a  dos 
de  estos  cíenlos,  los  seis  puntos  de  encuentro  A  y  a,  A^  y  a\  A"  y  (¿^ 
determinados  por  cada  par  de  tanjentcsj  estarán  colocados  de  tres  en  tres 
sohre  cuatro  rectas^  una  de  las  cuales  contendrá  los  tres  puntos  esterio- 
res^ y  cada  una  de  las  otras  un  punto  esteridr  con  dos  interiores. 

Citaremos  también,  como  ejemplo  de  un  plano  tanjente  común  a 
varias  superficies,  el  problema  resuelto  en  el  núm.  68,  en  el  cual  se  tra- 
taba de  hallar  un  plano  que  fuese  tanjente  a  dos  conos  que  tuviesen  la 
misma  cúspide. 


33 
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CAPITULO  PRIMERO- 

j»      De  la  hélice  y  del  helizoide  descírroHable. 

FiG.  95.  íí  446.  La  Hélice  es  una  curba  AMNCD....  trazada  sobre  un  cilin- 
dro cualquiera,  de  tal  naturaleza  que  las  ordenadas  (dirijidas  según 
las  jeneratrices)  son  proporcionales  a  las  abscisas  curhilíneas  contadas 
sóbrela  base  partiendo  desde  un  punto  Jijo  A;  entendiendo  por  base 
del  cilindro,  la  sección  ortogonal  dada  por  el  punto  A.  Es  decir,  que 
debemos  tener  las  relaciones 

MP     NQ    CB   .  ,  ,  , 

.  p=  .  Q==-pp = =  ^>  O  jeneralmente  z=  As, 

representando  por  s  un  arco  cualquiera  de  la  base,  y  por  z  la  ordenada 
que  termina  en  su  estremo  (*).  El  numero  A  que  espresa  la  razón  cons- 
tante de  la  ordenada  a  la  abscisa  en  todos  los  puntos  de  una  misma 
hélice,  varia  de  una  hélice  a  otra,  porque  podemos  trazar  una  infinidad 


(*J  Precedentemente  hemos  dado  (núm.  163j  otra  definición  de  la 
hélice;  pero  vamos  a  hacer  ver  dentro  de  poco  que  está  en  perfecta  armo- 
nía  con  la  presente  definición. 
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de  ellas  sobre  el  mismo  cilindro;  pero  cada  una  de  estas  queda  completa- 
mente determinada,  desde  que  se  fijan  la  razón  A:  y  el  punto  A  elejido 
por  orí) en  de  las  abscisas.  Es  ademas  evidente  que,  la  hélice  cortará 
precisamente  a  la  base  del  cilindro  en  este  punto  A,  puesto  que  en  la 
équacion  zzs^ks,  la  hipótesis  9=0  da  también  z=0. 

447.  Cuando  la  base  del  cilindro  es  una  curba  cerrada  APBA,  pue- 
de la  abscisa  variable  AP=«  llegar  a  ser  igual  al  perímetro  p  de  esta 
base;  y  entonces  obtendremos  un  punto  D  en  el  cual  la  hélice  cortará 
otra  vez  a  la  arista  AF.  Y  como  esta  circunstancia  se  repetirá  indefini- 
damente en  todas  las  abscisas  2p,  3/7,..,,  habrá  sobre  la  jeneratriz  AF 
una  infinidad  de  puntos  en  que  la  hélice  la  encontrará,  que  estarán  a 
las  alturas 

AJ)=¡i=pk,  h'=2pky  r=Spk ; 


por  consiguiente,  todos  estos  puntos  distarán  unos  de  otros  una  canti- 
dad h  que  llamaremos  paso  de  la  hélice.  Cuando  este  paso  se  señala 
directamente,  y  se  conoce  también  el  perímetro  de  la  base,  se  deducirá 
inmediatamente  la  constante  k,  porque  según  la  definición  misma  de  la 
hélice  (núm.  446)  .este  número  espresa  la  razón  de  la  ordenada  A:  con 
la  abscisa  correspondiente^;  y  así,  en  caso  de  ser  la  base  del  cilindro 
un  círculo  cuyo  radio  es  R,  tendremos  que 

k  = 


27tR* 

448.  De  la  tanjente  a  la  hélice.  Como  no  se  nos  da  aquí  esta  curba  fig.  95. 
por  la  intersección  de  dos  superficies,  es  preciso  recurrir  a  considera- 
ciones particulares  para  hallar  su  tanjente  en  un  punto  cualquiera  M . 
Concibamos  desarrollado  el  cilidro  sobre  el  plano  que  toca  a  esta  super- 
ficie en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  PML;  esta  línea  permanecerá 
inmóvil,  y  la  base  ortogonal  APB  se  convertirá  (núm.  161)  en  una  rec- 
ta ATB'  perpendicular  a  PL,  mientras  que  las  posiciones  de  las  otras 
jeneratrices  conservarán  su  misma  lonjitud  y  su  paralelismo.  Por  con- 
siguiente, si  tomamos  sobre  la  transformada  de  la  base,  las  distancias 

PA*=PA,  PQ^=PQ,  PB'=PB,.„. 

y  levantamos  las  perpendiculares 
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Q'N'=QN,  B'C'=BC.-., 

los  diversos  puntos  A',  M,  N\  C'....,  darán  la  transformada  de  la  hélice 
sobre  el  desarrollo  del  cilindro.  Pero  es  fácil  preveer  que  esta  transfor- 
mada A'MN'C será  una  línea  recta;  porque  teniendo  las  ordenadas 

y  las  abscisas  rectilíneas  de  esta  nueva  línea»  la  misma  magnitud  abso- 
luta que  las  ordenadas  y  abscisas  curhilíneas  de  la  hélice»  estarán,  como 
estas  últimas  en  una  razón  constante;  que  es  el  carácter  esclusivo  de 
la  línea  recta. 

Sentado  esto,  decimos  que  la  recta  A'MC  es  precisamente  tanjente 
en  el  punto  M  de  la  hélice  primitiva  AMC,  Con  efecto,  esta  recta  se 
halla  desde  luego  situada  en  el  plano  tanjente  del  cilindro,  que  contie- 
ne un  elemento  superficial  LP^Z  de  la  superficie;  y  como  este  elemento 
permanece  inmóvil  durante  el  desarrollo  de  la  superficie,  resulta  de 
aquí  que  el  elemento  lineal  Mm,  es  común  a  la  cnrba  AMC  y  a  la  recta 
A'MC;  luegp  estas  dos  líneas  son  tanjentes  una  a  otra. 

449.  En  virtud  de  esto,  para  obtener  en  adelante  la  tanjente  a  la 
hélice,  será  preciso  construir,  en  el  plano  tanjente  del  cilindro,  un  trián- 
gulo rectángulo  MPA'  que  tenga  por  altura  a  la  ordenada  M P  del  pun- 
to de  contacto,  y  por  base  a  una  recta  A'P  igual  a  la  abscisa  AP  rectifi- 
cada; la  hipotenusa  de  este  triángulo  será  la  tanjente  pedida.  Esto  lo 
podemos  espresar  de  un  modo  abreviado,  diciendo  que  la  suhtanjtnte 
A'P  es  igual  a  la  abscisa  curbilínea  AP  del  punto  de  contacto;  porque 
esta  regla  nos  dará  a  conocer  el  pie  A'  de  la  tanjente,  y  como  el  punto 
de  contacto  M  es  conocido,  quedará  completamente  fija  la  posición  de 
la  tanjente. 

Vemos  ademas  que  la  tanjente  A'M  así  determinada,  tendrá  la  mis- 
ma lonjitud  que  el  arco  de  hélice  AM;  supuesto  que  la  una  es  la  trans- 
formada de  la  otra,  en  virtud  de  lo  que  hemos  dicho  en  el  número 
¡irecedente. 

450.  Observemos  ahora  que  conoceremos  el  ángulo  M  A'P  de  la  tan- 
jente con  el  planode  la  base  del  cilindro  por  medio  de  la  fórmula 

MP 

'aF 

y  como  esta  última  razón  es  constante  en  todos  los  puntos  de  una  mis- 
ma hélice  (núm.  446},  concluiremos  de  aquí  que  las  diversas  tanjentes 
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a  esta  ciirba  están  todas  igualmente  inclinadas  sobre  la  base  del  cüin- 
droy  y  por  consigaieate,  cada  una  de  estas  tanjentes  corta  a  la  jenera- 
triz  del  cilindro  bajo  un  ángulo  constante  A'MP;  cuyo  resoltado  nos 
dice  que  la  defínicion  dada  en  el  num.  163,  está  contenida  en  la  del 
nüm.  446. 

451.  Construyamos  ahora  las  proyecciones  de  una  hélice,  tomando  F16.94. 
por  base  del  cilindro  recta  sobre  que  ha  debido  trazarse  esta  curba, 
un  círculo  ABCD  cuyo  plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de 
proyección.  Sean  ndemas  (A,  A')  el  oríjen,  y  A'A"^Z  paso  de  la  hélice; 
dividiendo  este  intervalo  A' A"  u  O'O"  en  cierto  número  de  partes  igua- 
les, en  diez  y  seis,  por  ejemplo,  y  dividiendo  también  la  circunferencia 
ABCDt  en  diez  y  seis  partes  iguales  AL,  LM,  MN,-..  bastará  levantar 
por  estos  puntos  de  división,  las  ordenadas  verticales  P'L',  Q'M',  R'N',,... 

respectivamente  iguales  a  n»^'  i6> ^el  intervalo  O'O",  para  obtener 

los  diversos  puntos  de  la  proyección  vertical  A'L'M'N'C'A" de  la 

hélice  pedida  (*).  En  cuanto  a  la  proyección  horizontal  de  esta  curba, 
es  evidentemente  la  base  ABCD  del  cilindro  recto. 


C^)  Esta  proyección  es  ana  sinusoide;  porque  si  la  referimos  a  dos 
ejes  B'X  y  B^Zy  cuyo  oríjen  esté  en  el  punto  B\  y  contamos  las  abscisas 
curbilíneas  de  la  hélice,  sobre  la  sección  circular  dada  al  cilindro  con  el 
plano  horizontal  B'X,  tendremos  respecto  a  un  punto  cualquiera  (E,  E'), 
las  relaciones 

BT  =  sen  BE,  ^  =  k; 

O  bien  contando  los  senos  en  el  círculo  cuyo  radio  es  la  unidad^ 

jy         s      z         h 
re  =  K  sen  :^,     -  = 


R'     s      27tR' 
y  por  la  eliminación  del  arco  s,  obtendremos  que 


=  Rsen('2nj\ 


será  la  equacion  de  la  proyección  de  la  hélice  sobre  el  plano  de  los  dos 
ejes  B'X  y  B'Z.   Uniéndole  la  equacion  del  cilindro 
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452.  La  tanjente  de  la  hélice  en  un  punto  cualquiera  (M,  M*),  la 
hallaremos  tomando  sobre  la  tanjente  en  un  punto  M  de  la  base,  una 
lonjitud  MT  igual  al  arco  MA  rectificado  (nfim.  449);  hecho  esto,  el 
punto  (T,  T')  será  el  pie  de  la  tanjente  que  buscamos,  la  que  tendrá 
por  proyecciones  a  MT  y  M'T\ 

453.  En  virtud  de  esto,  vemos  que  si  de  este  mismo  modo  cons- 
truimos varias  tanjentes  a  la  hélicci  los  pies  de  todas  estas  rectas  esta- 
rán situados  sobre  una  curba  ATGH,,...  en  la  cual  tendremos  que  MT 
=MA,  BG=BA,  EH=EA....;  por  consiguiente,  esta  curba  no  es  otra 
cosa  que  la  voluta  del  círculo  ABCD  (números  199,  201)  y  esta  es 
también  la  traza  horizontal  de  la  superficie  lugar  de  las  tanjentes  a  la 
hélice  a  cuya  superficie  se  le  da  el  nombre  de  helizoide  desarrollablef 
de  la  cual  trataremos  muí  pronto. 

FiG.  94.      454.     Dada  una  hélice  ( AMBCD  A,  A'M'C'A"C"..,.),  tirar  una  tan- 
jente a  esta  curba  que  sea  paralela  a  un  plano  dado  U'VS. 

Recordemos  primeramente  que,  todas  las  tanjentes  a  la  hélice  for- 
man un  ángulo  constante  con  la  vertical  (núm.  450),  y  según  esto  son 
respectivamente  paralelas  a  las  jeneratrices  de  un  cono  de  revolución, 
cuyo  eje  sea  vertical,  y  el  semi-ángulo  en  el  centro  iguale  a  la  inclina- 
ción común  de  estas  tanjentes  con  las  aristas  del  cilindro.  Para  cono- 
nocer  esta  inclinación,  construiremos  la  tanjeirte  particular  al  punto 
(B,  B'),  porque  esta  evidentemente  será  paralela  al  plano  vertical,  y 
así  nos  dará  la  verdadera  magnitud  del  ángulo  que  buscamos;  por  coa-* 
siguiente,  tomaremos,  sobre  la  tanjente  al  círculo,  una  lonjitud  BG 
igual  al  arco  rectificado  AB,  y  proyectando  el  punto  G  a  G'  sobre  la 
línea  de  tierra,  obtendremos  la  tanjente  (BG,  B'G*)  relativa  al  punto 
(B,  B').  Tirándole  ahora  por  el  punto  (O,  B')  una  paralela  (O^, 


x«H-y*=RS 
que^  combinada  eon  la  precedente,  nos  dará 


'=Rcosf2nj\ 


tendre^nos  las  tres  proyecciones  de  la  hélice  sobre  planos  rectangulares 
cuyo  ortjen  esté  en  ti  punto  (O,  B'). 
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B'G),  y  haciendo  jirar  esta  recta  al  rededor  de  la  vertical  O,  formaré- 
mos  el  cono  recto  de  que  se  trata,  que  tendrá  por  base  al  círculo  cuyo 
radio  es  O^^.  Si  ahora  cortamos  este  cono  con  un  plano  paralelo  a  U'VS, 
tirado  por  la  cúspide  (O,  B');  ya  sabemos  como  hemos  de  hallar  (núm. 
23)  la  traza  horizontal  alg  de  un  plano  como  este,  que  nos  da,  por  sus 
intersecciones  con  el  cono,  las  dos  jeneratrices  Oa  y  Og  paralelas  al 
plano  SVÜ';  por  consiguiente,  las  tanjentes  a  la  hélice  que  gozan  de 
esta  última  propiedad,  se  obtendrán  sobre  el  plano  horizontal,  tirando 
al  círculo  la  tanjente  MT  paralela  a  Oa,  y  la  íanjente  EH  paralela  a 
Og.  De  aquí  coucluirémcs  sus  proyecciones  verticales,  tomando  a  MT 
=;MA  yaEH=EBA,  lo  cual  nos  dará  a  conocerlos  pies  (T,  T')y  (H, 
H')  d^  las  tanjentes  pedidas,  que  por  último  serán  (MT,  M'T')  y  (EH, 
E'H").  Habrá  ademas  otra  infinidad  de  paralelas  a  aquellas,  re- 
lativas a  los  puntos  M'*  y  E",  M"'  y  E'"....  de  las  varias  espiras  de 
la  hélice  indefinida. 

Observemos  también  que  podríamos  tirar,  sobre  el  plano  horizontal, 
otra  segunda  tanjente  ftO  paralela  a  Oa;  pero  esta  recta,  considerada 
como  la  proyección  de  una  tanjente  a  la  hélice,  tendría  su  punto  de 
contacto  en  (fz,  ft');  y  vemos  claramente  que  su  proyección  vertical 
no  sería  paralela  a  la  de  Ja  jeneratriz  del  cono  proyectada  sobre  Oa;  y 
así  es  peciso  desechar  la  tanjente  yO.  Una  ambigüedad  semejante  nos 
presentará  también  la  jeneratriz  Og;  pero  siempre  se  salvará,  con  exijir 
que  la  tanjente  y  la  jeneratriz  del  cono,  sean  a  un  mismo  tiempo  para- 
lelas a  los  dos  planos  de  proyección. 

455*  Si  se  nos  pidiese  tirar  a  la  hélice  una  tanjente  que  fuese  7?¿ira- 
lela  a  una  recta  dada,  el  problema  sería  en  jeneral,  imposible,  a  no  ser 
que  esta  recta  misma  formase  con  la  vertical  un  ángulo  igual  a  la 
inclinación  común  de  todas  las  tanjentes  de  la  hélice,  con  las  aristas  del 
cilindro;  pero  si  esta  condición  fuese  satisfecha,  no  tendríamos  entonces 
mas  que  hacer  que  tirar  una  tanjente  al  círculo  ABCD  paralela  a 
a  la  proyección  horizontal  de  la  recta  dada,  y  de  aquí  deduciríamos, 
como  lo  hemos  hecho  arriba,  la  proyección  vertical  de  la  tanjente  a  la 
hélice. 

456.  El  elizoid£  desarrollahle  es  la  superficie  enjendrada  por  una 
recta  móvil  e  indefinida,  que  resbala  sobrfe  una  hélice,  permaneciendo 
constantemente  tanjente  a  esta.  lilamamos  desarrollahle  a  este  helizoide, 
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tanto  para  distinguirle  de  otro  helizoide  que  es  gau$o,  y  del  que  habla- 
remos mas  adelante,  cuanto  porque  la  presente  superficie  cumple  evi- 
dentemente (nüm.  181)  con  la  condición  de  que  dos  jeneratrices  infinita- 
mente próximas  se  hallan  en  el  mismo  plano.  Para  representar  gráfi- 
camente esta  superficie,  podríamos  desde  luego  trazar  la  hélice 

y  en  seguida,  construir  sus  tanjentes  a  los  diversos  puntos  (A,  A'j,  (g, 
g'),  (y,  y')....;  pero  sería  mas  cómodo  y  mas  exacto  determinar  estas 
rectas,  indagando  inmediatamente  sus  trazas  sobre  el  piano  horizontal 
de  proyección,  y  sobre  otro  plano  horizontal  a'A'T  elevado  sobre  el 
primero,  una  cantidad  Á*A"  igual  al  paso  de  la  hélice;  porque  entonces 
la  proyección  vertical  de  esta  hélice  estará  directamente  formada  por 
las  intersecciones  subcesivas  de  estas  diversas  jeneratrices,  con  tal  que 
sean  en  bastante  número.  Pero  sabemos  ya  (núm.  453)  que  las  tra- 
zas horizontales  de  estas  rectas  están  situadas  sobre  la  voluta  -del  cír- 
culo ABCDEF,....  que  se  construye  tomando  sobre  las  tanjentes  a 
la  base  del  cilindro,  las  distancias 


gB=A6,  7C=Ay,  cyD=Ad,. 


En  seguida,  para  tener  sus  trazas  sobre  el  plano  superior  a' A'',  obser- 
varemos que  la  recta  incógnita  (Aa  A*a*)  que  será  tanjente  a  la  hélice 
en  el  punto  (A,  A'),  debe  formar  con  la  vertical  un  ángulo  determinado 
(nüm.  450)  por  la  relación 

.    ^„.,  ,      1      ..      AV      SttR 
tanj.  A"AV  =^,  o  bien  ^^,  =  -^; 

y  como  hemos  tomado  a  A*'A'==A,  resulta  de  aquí  que  A''a'=2jrR,  es 
decir,  que  el  intervalo  desconocido  A' V  o  Aa  debe  ser  igual  a  la  cir- 
cunferencia cuyo  radio  es  O  A,  lo  cual  nos  proporciona  el  construir  inme- 
diatamente la  primera  jeneratriz  (Aa,  A'a')  del  helizoide.  Por  otra 
parte,  en  las  diversas  posiciones  que  tomará  esta  recta  móvil,  la  porción 
comprehendida  entre  los  planos  horizontales  L'A'  y  a' A",  conservará 
una  lonjitud  invariáblcy  ppesto  que  siempre  tendrá  una  inclinación 
constante  (núm.  450)  con  estos  planos  paralelos;  será  así  mismo  evi- 
dente, respecto  a  las  proyecciones  horizontales  de  estas  porciones  de 
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jeneratrices^  que  permanecerán  iguales  en  lonjitud  » Xa.  Por  consi- 
guiente, si  partiendo  de  la  voluta  inferior  ABCDEF^*  tomamos  sobre 
las  tanjentes  del  círculo,  las  lonjitudes 

Aa,  BJ,  Ce,  Dd,  E^,  F/,..- 

iguales  todas  a  la  circunferencia  OA  rectificada;  y  si  en  seguida  proyec- 
tamos los  diversos  puntos  a,  &,  r,  dy  e..,.  al  plano  horizontal  superior 
a^AJ\  al  propio  tiempo  que  las  estremidades  inferiores  A,  B,  C,  D,  E..:. 
a  la  linea  de  tierra,  podremos  construir  inmediatamente  las  proyeccio- 
nes verticales 

AV^  Wh\  CV,  Wa,  EV,  Fy, 

de  las  jeneratrices  del  helizoide;  y  estas  rectas,  por  medio  de  sus  inter<- 
secciones  consecutivas,  espresar án  la  misma  hélice  A'S'y'd's'^VA*'  a 
que  debian  ser  tanjentes. 

457.  La  curba  abcdef,....  que  es  la  proyección  horizontal  de  la  traza  ^^g-  ^^' 
del  helizoide  sobre  el  plano  superior  a^A^\  es  necesariamente  una  voluta 

del  círculo  OA,  simétrica  con  la  primera  ABCDE....  Con  efecto,  ya  que 
la  recta  B&d,  par  ejemplo,  es  igual  a  la  circunferencia  total,  y  que  la 
parte  Dc^  iguala  al  arCo  Ad,  es  preciso  que  el  resto  d&  sea  también 
igual  al  arco  á\nA;  y  así  es  que  esta  espiral,  situada  en  el  plano  supe- 
rior a^A'^  vendrá  a  terminarse  en  el  punto  (A,  A'^),  si  nos  limitamos, 
como  en  el  precedente  depurado,  a  considerar  una  sola  revolución  de 
la  jeneratriz  móvil. 

458.  Según  esto,  podremos  con  facilidad  construir  en  relieve  la  su- 
perficie que  acabamos  de  describir;  porque,  tomando  dos  planchas  y 
trazando  sobre  ellas  las  dos  espirales  ABCDEF^,...  abcdef,....  y  colo- 
cándolas en  una'situacion  paralela  y  simétrica,  por  medio  de  varillas 
verticales,  será  suficiente  tender  hilos  que  reúnan  los  puntos  corres- 
pondientes A  y  a,  B  y¿,  Cyc,  Dy¿,....  y  él  conjuntos  de  estos 
hilos  rectilíneos  representará  el  helizoide  desaírollable,  cuya  arista  de 
retroceso  (núm.  178)  será  la  hélice  figurada  también  por  las  interseccio- 
nes consecutivas  de  estos  mismos  hilos.  Si  ademas,  sustraemos  de  la 
plancha  superior,  el  interior  de  la  circunferencia  OA,  percibiremos  mui 
sensiblemente  esta  hélice  en  forma  de  arista  saliente;  lo  cual  justificará 
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a  los  ojos  del  espectador,  la  denominación  dada  en  todas  las  su- 
perficies desarrollables,  a  la  curba  formada  por  las  intersecciones  de 
las  jeneratricesy  que  es  la  que  divide  a  la  superficie  en  dos  napasi 
distintas,  pero  reunidas  por  un  retroceso  en  todo  el  largo  de  esta 
curba. 

FiG.  96.  459.  Para  manifestar  ahora  esta  importante  circunstancia  del  retro- 
cesoí  construyamos  la  sección  dada  al  helizoide  con  un  plano  horizontal 
cualquiera  X'Y'.  Proyectando  sobre  el  plano  inferior  los  puntos  de  en- 
cuentro de  X'Y'  con  las  proyecciones  verticales  de  las  jeneratrices,  ob- 
tendremos una  espiral  compuesta  de  dos  ramas  XWA  y  AZY,  coloca- 
das una  sobre  la  napa  superior  y  formada  por  las  porciones  de  jeneratri- 
ces  situadas  encima  de  sus  puntos  de  contacto  con  la  hélice,  y  la  otra 
sobre  la  napa  inferior;  decimos  que  esta  espiral  es  también  una  voluta 
del  círculo  OA,  Con  efecto,  si  el  plano  X'Y'  se  ha  tirado,  por  ejemplo, 
por  el  medio  X  de  la  altura  A'A'\  dicho  plano  cortará  a  todas  las  jene- 
ratríces  en  dos  partes  iguales;  de  modo  que  su  punto  de  sección  con 
la  recta  (D¿,  D'eT)  estará  situado  de  tal  modo  que  DW  será  igual  a  la 
semi-circunferencia  A&Jl;  pero  supuesto  que  ya  es  la  parte  Dd=Ad,  se 
seguirá  de  aquí  que  el  resto  &W  igualará  al  arco  íA]  así  mismo  halla- 
remos que  AX=AÍ^  y  pZ=pyl....  Luego  la  sección  XW^ZY  es  una 
voluta  del  círculo  OA,  que  tiene  por  oríjen  al  punto  A;  y  la  forma  de 
esta  espiral  en  este  punto,  nos  manifiesta  bien  claramente  el  r'etroceso 
que  presentan  las  dos  napas  de  la  superficie,  cuando  se  aproximan  a 
la  hélice.  ' 

460.  Veamos  ahora  cuales  serán  las  secciones  producidas  en  el 
helizoide,  por  un  cilindro  FWZp  concéntrico  con  el  que  contiene  a  la 
hélice  primitiva.  Para  esto,  tomemos  en  consideración,  en  primer  lugar, 
los  puntos  F,  a,  O,..-*  en  que  el  círculo  FWZp  corta  a  las  porciones 
inferiores  de  las  jeneratrices  sobre  el  plano  horizontal,  y  refiramos  estos 
puntos  a  las  proyecciones  verticales  de  las  mismas  rectas;  hagamos  en 
seguida  la  misma  operación  respecto  a  los  puntos  4,  v|,  W,....  en  que 
las  porciones  superiores  de  las  jeneratrices  son  encontradas  por  el  ci-- 
lindro  propuesto,  y  hallaremos  las  dos  curbas 

(F<xeZa>,  F'a'ffZ'wO  y  («vjWsp,  r^'W'?y), 
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situadas  una  sobré  la  napa  inferior  del  Helizoide,  y  otra  sobre  la  napa 
superior,  que  también  serán  hélices  del  miBmo  paso  que  la  hélice  {ASydj 
A'é'yí').  Con  efecto,  las  porciones  de  jeneratrices  (cpF,  íp'F'),  (^a,  A'a')> 
(7t6,  n'6'),....  son  todas  de  la  misma  lonjitud,  supuesto  que  están  proyec- 
tadas sobre  rectas  evidentemente  iguales  <pF=^a=jT6,*...  y  que  su  in- 
clinación sobre  el  plano  horizontal  es  constante.  Luego,  cuando  la 
recta  indefinida  (q)F,  cp'F')  recorra  la  hélice  dada,  permaneciéndole 
tanjente  en  su  estremidad  móvil  (cp,  9'),  la  otra  estremidad  (F,  F')  se 
elevará  cantidades  iguales  a  las  diferencias  de  nivel  do  los  puntos 
(9»  9')'  (^9  '10 >  (^>  7t')....;  pero  estas  diferencias  son  proporcionales  a  los 
arcos  i^Af  <pA7r,.«..  que  manifiestamente  tienen  entre  sí  la  misma  razón 
que  los  arcos  Fa,  Fa6,..,;  por  consiguiente,  estos  últimos^  serán  también 
proporcionales  a  las  ordenadas  de  los  puntos  (flt,  a'),  (8,  9'),....  ylacurba 
(Fa9,  F'a'6')  será  asimismo  una  hélice  cuyo  paso  será  igual  al  de  la  héli- 
ce (A6y,  A'6V')í  supuesto  que  al  fin  de  una  revolución,  habrán  subido 
una  misma  cantidad  h  los  dos  puntos  (F,  F')  y  (7,  c^'). 

Esta  misma  proposición  la  demostraremos  de  un  modo  análogo,  res- 
pecto a  la  sección  (|>^W,  ^XW). 

461.  Será  bueno  observemos  aquí,  como  una  consecuencia  inme- 
diata de  lo  que  precede,  que  cuando  una  recta  móvil  indefinida  (Fcp/^ 
F'?!D  ^^^*^'^  sobre  una  hélice  (ASyí....,  A'6V^'"*0?  siéndole  siempre 
tanjente  en  un  mismo  punto  que  permanece  invariable  en  la  recta  móvil, 
cualquiera  otro  punto  (F,  F')  de  esta  última  línea  describe  también 
(uám«  460)  una  hélice  del  mismo  paso  que  la  primera.  Pero  si  la  tan- 
jente rodase  sobre  la  hélice,  sin  resbalar f  de  modo  que  cada  elemento 
de  la  recta  viniese  a  aplicarse  subcesivamente  sobre  los  elementos  de 
la  curba,  en  tal  caso  un  punto  cualquiera  (F,  F')  de  la  recta  móvil,  per- 
manecerá constantemente  en  un  mismo  plano  horizontal,  y  en  él  des- 
cribirá (num.  453)  una  voluta  del  círculo  que  sirve  de  base  a  la  hélice 
primitiva. 

462. .  El  plano  tanjente  tirado  por  un  punto  cualquiera  (9, 9')  del 
helizoide  es  el  mismo  que  en  cualquiera  otro  punto  de  la  jeneratriz 
(P.;;,  P^9'/?'),  según  lo  hemos  demostrado  (núm.  177)  respecto  a  toda 
superficie  desarroUable :  luego  el  plano  pedido  contendrá  a  la  tanjente 
PV  de  la  espiral  ABCLP,  y  esta  recta  será  precisamente  la  traza  hori- 
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zontal  de  este  plano  tanjente»  que  de  este  modo  quedará  suficiente- 
mente determinado.  Observemos,  ademas,  que  como  la  línea  Ptt  tan- 
jente  a  la  involuta  AS/Iiti  es  siempre  normal  (núm.  197)  a  la  voluta 
ABGLP;  sigúese  de  aquí  que  la  traza  PV  del  plano  tanjente  será 
perpendicular  a  la  jeneratriz  (Ptt,  PV),  y  que  según  esto  este  plano 
contendrá  al  radio  (On,  OV)  del  cilindro.  De  aquí  podemos  concluir 
que  el  plano  tanjente  del  helízoide  queda  determinado  por  la  jeneratriz 
sobre  que  está  colocado  el  punto  dado,  y  por  el  radio  del  cilindro 
que  termina  en  el  punto  de  contacto  de  esta  jeneratriz  con  la  arista  de 
retroceso. 

463.  De  aquí  resulta  evidentemente,  que  los  planos  tanjentes  del 
helizoide  forman^  con  el  plano  horizontal,  un  ángtdo  constante  que  es 
igual  a  la  inclinación  de  la  tanjente  a  la  hélice  primitiva.  Ademas,  como 
cada  plano  tanjente,  tal  como  el  nPV,  contiene  a  dos  jeneratíces  infini- 
tamente próximas,  que  son  tanjentes  a  la  hélice,  este  plano  no  es  otra 
cosa  que  él  plano  osculador  {mim.  177)deestacurba;  y  por  consiguien- 
te, el  helizoide  es  la  envolvente  de  todos  los  planos  osculadores  de 
su  arista  de  retroceso^  como  sucede  en  toda  superficie  desarroUable 
(núm.  181). 

464.  En  virtud  de  esto,  el  contorno  a])arente  del  helizoide  sobre  el 
plano  vertical,  está  formado  por  las  rectas  (LZ,  LT),  (Aa,  AV),  (AV, 
A^U')  porque  el  plano  tanjente  al  largo  de  estas  jeneratrices,  es  perpen- 
dicular al  plano  vertical:  solo  que  una  parte  de  las  dos  últimas  jenera- 
trices está  cubierta  por  la  primera,  y  por  esta  circunstancia  es  invisible. 
En  cuanto  al  contorno  aparente  sobre  el  plano  horizontal,  está  mani- 
fiestamente formado  por  la  hélice  (AgydA,  A'S'/^*'^')»  ^^^  cuando  los 
planos  tanjentes  del  helizoide  al  largo  de  esta  curba  no  sean  verticalesy 
como  lo  exijiria  la  regla  jeneral  del  núm.  106;  pero  esto  es  porque  aquí 
presenta  la  superficie,  por  límite  de  las  partes  visibles,  la  circunstancia 
particular  de  un  retroceso.  A  este  contorno  debemos  agregar  las  espira- 
les ABCGQRS  y  ahclpqrX,  que  terminan  la  porción  de  superficie  que 
nos  hemos  limitado  a  considerar  aquí,  con  la  miía  de  omitir  la  parte  de  la 
primera  que  está  cubierta  por  la  segunda;  y  en  atención  a  estas  adver- 
tencias, fácil  le  será  al  lector  adquirir  un  conocimiento  perfecto  de  las 
partes  de  los  trazos  seguidos  o  puntuados  que  presenta  el  actual 
depurado. 
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465.  Desarrollo  del  helizoide.  Podriamos  ejecutarlo  en  el  caso  pre-  fio.  96. 
senté,  lo  misino  que  en  toda  raperficie  desarrollable,  dividiendo  una 
curba  plana  ABCDGL  situada  sobre  la  superficie,  en  arcos  pequeños 

que  sensiblemente  se  confundan  con  sus  cuerdas;  hecho  esto,  podre- 
mos mirar  a  los  sectores  elementales  proyectados  sobre  DdyC,  EedD, 
FfeE,....  como  triángulos  cuyos  lados,  conocidos  por  sus  proyecciones, 
serán  fáciles  de  valuar,  de  modo  que  si  construimos  estos  triángulos 
sobre  un  mismo  plano  y  a  continuación  unos  de  otros,  su  conjunto 
representará  el  desarrollo  de  la  superficie  en  cuestión.  Con  todo,  es 
preciso  confesar  que  este  sistema  de  operaciones  daría  lugar  a  errores 
acumiilados,  que  desaparecerían  si  con  anticipación  conociésemos  la 
forma  que  .debe  tomar  en  el  desarrallo,  una  determinada  curba  dada 
sobre  la  superficie  primitiva;  que  así  es  como  lo  hemos  practicado  reS" 
pecto  a  los  cilindros  y  conos  en  los  números  243  y  251. 

466.  Pero  en  el  helizoide  desarrollable,  sucede  que  todm  las  hélices 
tienen  por  transformadasy  sobre  el  desarrollo,  cíenlos  concéntricos.  Con 
efecto,  si  concebimos  la  hélice  arista  de  retroceso  (Ag  y$,...  A*6'y'í'—. > 
cpmo  dividida  en  elementos  iguales  proyectados  sobre  ASt&t,  yd^»****^^ 
fácil  notar  que  todos  los  ángulos  de  continjencia  son  iguales  entre  5Í, 
en  esta  linea  de  doble  curbatura;  porque  el  que  está  proyectado  sobre 
DdC,  combinado  que  sea  con  la  vertical  d,  formará  un  ángulo  triedro», 
en  el  cual  permanecerán  las  mismas,  en  todos  los  puntos  de  la  hélice,  dos 
caras  y  el  ángulo  diedro.  Pero  estos  ángulos  de  continjencia,  que  j;eaeral*^ 
mente  varían  de  magnitud  en  una  curba  cualquiera  trazada  sobre  una 
superficie  que  se  desarrolla,  permanecerán  invariables  cuando  se  trate 
déla  arista  de  retroceso  (núm.  279,  ?i¿?ía):  luego  la  hélice  (Agycí^-*^ 
A'6'y'd^''**0  se  transformará  en  una  curba  plana,  cuyos  ángulos  decon- 
tinjencia>  respecto  a  arcos  de  la  misma  lonjitud,  serán  iguales  entre  sí; 
por  consiguiente^  esta  transformada  tendrá  una  curbatura  uniforme  (num^ 
198;,  y  según  esto  será  un  círculo* 

Respecto  a  otra  hélice  (FaaZeü,  Pa'&'Z'eüO  situada  sobre  el  mismo 
lielizoide>  obtendremos  también  su  transformada  trazando  en  el  desa- 
rrollo, tanjentes  al  cíenlo  en  que  se  habrá  cambiado  la  hélice  (ASy-..^ 
A*S'y\.;.),  y  tomando  estas  tanjentes  iguales  a  las  porciones  de  jenera- 
trices  (<pF,  ípT'),  (>la,  /IV),  (ttB,  ít^S'), Pero  como  estas  últimas  rectas 
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tienen  todas  la  misma  lonjitud  (núm,  460),  evidentemente  sucederá  que 
sus  estremidades  terminarán  en  una  circunferencia  concéntrica  con  la 
precedente;  luego  &a. 

PIG.96.  467.  Para  hacer  que  esta  propiedad  de  las  hélices  sirva  para  el 
desarrollo  del  helizoide  sobre  uno  de  sus  planos  tanjentes,  elejirémos 
el  plano  hh'X  que  es  perpendicular  al  plano  vertical,  y  que  contiene  a 
las  dos  rectas  (LA,  L'A')  y  {^oty  L'a')  que  son  tanjentes  a  las  dos  hélices 
proyectadas  sobre  A6^  y  Fa9.  Y  como  estas  rectas  deberán  ser  tanjen- 
tes a  los  dos  círculos  en  que  se  transformarán  las  dos  hélices,  no  habrá 
mas  que  abatir  este  plano  al  rededor  LL',  con  las  dos  tanjentes  de  que 
se  trata,  que  se  convertirán  evidentemente  en  LA"  y  4^¿¿";  levantar  en  se- 
guida sobre  estas  últimas  líneas  las  perpendiculares  A"0"  y  a"0",  que 
determinarán  el  centro  O''  y  los  radios  de  estas  dos  transformadas 
circulares. 

Fia.  96  Sentado  esto,  describamos  en  la  jfig'  97  con  un  radio  O,^,  igual  a 
la  recta  O'U'*  de  la  Jig.  96,  una  circunferencia,  sobre  la  cual  será  pre- 
ciso señalar  arcos  que  tengan  la  misma  lonjitud  que  los  arcos  de  hélice 
proyectados  sobre  Ag,  6y>  yc^--  Y  como  la  semi-hélice  (A6yX>  A'S'yM') 
es  de  lonjitud  igual  (núm.  449)  a  su  tanjente  (Lyt,  LU^),  trazaremos  la 
tánjante  A2L2  igual  a  XUl  y  después  de  haber  dividido  a  esta  recta 
A2L29  en  ocho  partes  iguales,  las  referiremos  a  la  circunferencia,  desde 
^2  hasta  Agy  A3;  y  hecho  esto,  el  arco  de  círculo  Aj^Ag,  será  la  trans- 
Jormadade  toda  la  espira  (Agy/lA,  A'S'y'A'A*')-  Tiraremos  en  seguida 
las  tanjentes  62^29  Ya^s»  d2l^2v*  que  haremos  iguales  a  1,  2,  3,....  de  las 
divisiones  de  /^jLg,  y  estas  serán  las  verdaderas  lonjitudes  de  las  jene- 
ratrices  del  helizoide,  comprehendidas  desde  la  arista  de  retroceso  hasta 
el  plano  horizontal;  de  modo  que  la  napa  inferior  de  esta  superficie 
estará  desarrollada  según  la  forma 

A2S2y2>Í2A3Ü2T2L2C2B2Ao, 

cayo  contorno  esterior  es  evidentemente  la  voluta  del  cíenlo  A2A2A3,  en 
tanto  que  la  circunferencia  F^a^sfi^^  será  la  transformada  de  la  otra 
hélice  (Fa9(o,  F'a'G'w').  En  cuanto  al  desarrollo  de  la  napa  mperior  Ae\ 
helizoide,  le  obtendremos  prolongando  cada  jeneratriz  Fg^,,  de  modo 
que  su  lonjitud  total  Fg/¡  iguale  al  duplo  de  Lg/Í,^ 
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468.  Hubiéramos  podido  evitar  el  recurrir  a  la  segunda  hélice 
(Fa9,  F*a'G'),  para  hallar  el  radio  02^r=0''A"  del  círculo  en  que  se  trans- 
forma la  hélice  primitiva  (Agy^  A'o'yUO>  teniendo  presente  que  este 
radio  debe  precisamente  Berelradiode  curbatura  fnum.  198)  de  esta 
ultima  hélice;  porque  en  el  desarrollo  de  una  superficie  desarroUable, 
sabemos  [nota  del  núm.  179)  que  la  arista  de  retroceso  conserva  los 
mismos  ángulos  de  continjencia  que  anteriormente,  así  como  también 
los  arcos  de  la  misma  lonjitud;de  modo  que  será  la  misma  su  curbatura, 
y'  solamente  pierde  su  torsión,  según  mas  detalladamente  lo  esplicaré- 
mos  en  el  núm.  654,  Veremos  ademas  en  el  num.  676  que  la  fórmula 
siguiente  nos  da  a  conocer  el  radio  de  curbatura  de  nna  hélice 

p=R(l  -I-  tanj.^cü) 

en  la  que  co  espresa  el  ángulo  de  la  tanjente  a  la  hélice  con  el  plano  de 
la  base  ortogonal  del  cilindro,  y  R  el  radio  de  esta  superficie  {*).  Esta 
espresion  es  susceptible  de  una  construcción  muí  sencilla;  purque  si  por 
el  puuto  E'  de  la^.  96,  y  paralelamente  a  la  tanjente  LU'  tiramos  la 


(^)  jSK  queremos  háltar  directa  mente  estafórmtUa,  podremos  emplear 
el  medio  siguiente  que  nos  ha  comunicado  M.  Catalán,  repetidor  en  la 
Escuela  Politécnica.  Sean  MP  y  PQ  (fig.  98)  las  proyecciones  de  dos 
elementos  iguales  de  la  hélice f.  correspondientes  al  punto  (P,  P')  en  el 
cumI  el  plano  ascvlador  contiene  {núm.  463)  al  radio  (PO,  P')  del  cilin- 
droy  y  proyecta  estos  dos  elementos,  sobre  la  recta  MT'Q'  que  forma  el 
ángulo  tú  con  la  base  del  cilindro.  Si  hacemos  jirar  este  plano  osculador 
al  rededor  de  la  recta  (PO,  P'),  hasta  que  llegue  a  ser  horizontal,  los 
dos  elementos  se  habrán  abatido  según  Pm  y  Vq\  levantando  en  seguida 
perpendiculares  en  stis  medios,  el  radio  de  curbatura  de  la  hélice  estará 
representado  por  Po)  í?  J  PF*  Pero  tenemos  evidentemente  que 

de  donde  deducimos,  (^servando  que  PM  es  la  proyección  de  la  recta 
P'M'=Pm,  que 
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recta  ET  y  «obre  ella  levantamos  la  perpendicular  FK^  la  compara- 
ción de  los  triángulos  rectángulos  nos  conducirá  fácilmente  a  la  relación 

A'K'=A'E'tanj-*a;5=R  tanj.^w; 

de  donde  se  sigue  que  el  radio  de  curbatura  de  la  hélice  es  p=£'K'. 
Por  consiguiente»  con  esta  lonjitudí  que  debe  ser  igual  a  O'U"»  es 
con  la  que  debereíAos  describir  el  círculo  de  la^.  97;  y  en  seguida,  las 
otras  operaciones  gráficas  se  efectuarán  como  anteriormente* 


^^^t^^^>^t^t^t^^^^^^^^^^f^^0i^^f^>^f^r^f^^0^i0^f^f^s^^^^^^^^^^*^t^^^^^^^^*^^^»^^^^^t^^>^t^^^ 


CAPITULO  II.  5 


De  las  epicicloides. 

Lam.  45.    469.    Se  dice  que  una  curba  móvil  xay  rueda  sobre  una  curba  fija 
Fio.  1.  ^Q^Y,  cuando  se  aplican  respectivamente  unos  sobre  otros  los  elemen- 

Podríamos  tambimrdacionar  ettemétodo  con  lafirmulajeneral  p^s  — 

hallada  en  el  núm.  198,  observando  que  aquí  el  ángulo  de  continjencia 
tiene  por  verdedera  magnitud  al  suplemento  de  mFq;  y  asi  resultará 
evidentemente  que 


Fm 
PH 


/180»— £\  1  ,      .i>iT_(PM)«      ds'cos.'u. 


de  donde  concluiremos  que 

dscos.^o)        ^  R 

cosJ'ta 


as  cosrttí         _  rt         t»  /i     ,    ^      • «  > 

e  =  — g-— ,  y  p=  — — 5--==R  (1  -I-  tanj,%) 


lo  que  justifica  la  construcción  empleada  en  el  testo. 
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tOB  igoalefi  ub^p^AB^  ftcsscBC»  €d^t±Ct)y....  de  modo  que  el  punto  i  liegtie 
a  coiiicidir  con  B^  en  seguida  e  con  G^  d  con  D^  y  ae(  de  los  demás. 
Esto  equivale  a  decir  que  ei  lagar  de  contacto  que  en  la  actnalidad  ^e 
halla  en  A  y  éi,  debe  recorrer,  en  el  mismo  tiempo,  espacios  iguales 
«obre  las  dos  carbas  a  la  vez;  en  tanto  que  si  estos  espacios  fuesen  desi* 
guales,  y  el  punto  aviniese  a  coincidir  con  O,  habria  a  un  mismo  tiempo 
tMdo  y  desliz  de  una  curba  sobre  otra;  en  fin,  no  habria  sino  un  simple 
desliz,  sin  ninguna  rotación^  si  soló  el  mismo  punto  a  de  la  c<irba  móvil 
fuese  el  que  coincidiese  ^bcesivamente  con  B,  C,  D....  Estas  distin- 
ciones se  aplican  tante  a  las  curbas  gausae  como  alas  que  están 
eituadas  sobre  un  inismo  plano  o  en  planos  diferetites,  con  tal  que  la 
curba  móvil  tenga  siempre  utm  tanjente  crnnun  con  la  curba  fija. 

470.  Durante  la  rotación  de  la  curba  zay,  un  punto  cualquiera  m 
fijo  sobre  esta  línea  móvil  y  arrastrado  por  ella,  desrribirá  en  el  espacio 
otra  curba  mz  que  vamos  a  enseñar  a  construir  en  varios  ejemplos; 
pero  en  todos  casos,  la  tanjente  mt  relativa  a  una  posición  cualquiera, 
será  siempre  perpendicular  a  la  recta  Am  que  une  al  punto  jenerador 
con  el  punto  de  contacto  correspondiente.  Con  efecto,  cuando  las  dos 
curbas  xy  y  XY  se  tocan  en  A,  tienen  en  este  sitio  un  elemento  común 
AA';  pero  mientras  que  los  dos  elementos  confundidos  de  este  modo 
se  separan»  y  hasta  que  los  elementos  vecinos  a¿  y  AB  hayan  llegado 
a  coincidir^  permanece  inmóvil  el  vértice  A,  y  el  {^nto  jenerador  m 
describe  un  arco  mn%^  infínitameqte .  pequeño  y  patentemente  situado 
sobré  la  esfera  del  radio  Am.  Luego  la  tanjente  mt,  que  debe  ser  la 
prolongación  de  este  elemento  mm\  será  perpendicular  a  la  recta  Am^ 
y  esta  será  también  normal  a  la  curba  mm^z.  Por  otra  parte,  vemos  que 
este  mismo  raciocinio  se  aplicarin  a  cualquier  punto  n  que,  sin  estar  si- 
tuado sobre  el  perímetro  de  la  curiba  rodadora  xf/,  estuviese  unido  fija- 
mente con  ella  y  describiese  otra  curba  nn\  cuya  normal  sería  también 
An:  luego,  en  tocios  casos,  la  recta  que  une  el  punto  de  contacto  de  la 
curba  redadora  con  el  punto  Jcnefxidor,  es  una  no&mal  a  la  curba  que 
describe  este  últim^o  punto. 

Si  quisíériviBos  conservar  a  la  demostración  precedente  todo  el  rigor  fig. 
de  forma  de  que  es  susceptible,  sería  preciso,  en  primer  lugar,  substi- 
tuir a  las  dos  curbas  oay  y  XY  dos  polígonos  {fig.  2)  de  lados  respecti- 
van^nte  iguales;  y  haciéndolos  en  seguida  rodar  uno  sobre  otro,  de 

35 
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modo  que  sus  planos  formasen  entre  sí  un  ángulo  constante  o  vaT¡able> 
ei  punto  m  describiría  una  línea  discontinua  mm'm^'..««  compuesta  de 
arcos  esféricos,  que  tendrían  sus  centros  subcesivos  en  A,  B,  C..«.  de 
tal  modo«^  que  la  tanjente  mt  en  el  punto  tn  sería  perpendicular  a  Am. 
Pero  es  evidente  que  esta  última  propiedad  subsistirá  sies^ipre,  sea  cual 
fuere  la  magnitud  de  los  lados  y  de  los  ángulos  de  los  dos  polígonos; 
solamente  que  a  medida  que  aumenten  los  ángulos  y  disminuyan  los  lados, 
los  arcos  mm^^nW....  disminuirán  de  lonjitud,  y  dos  radios  consecutivos 
estarán  mas  próximos  a  ser  iguales,  lo  que  hace  que  la  línea  mm'w"-.. 
se  aproxime  cada  vez  mas  a  unacurba  continua.  Luego,  supuesto  que  en 
todas  esftas  variaciones,  el  ángulo  Amt  permanece  constantemente  recto, 
sucederá  también  lo  mismo  cuando  los  dos  polígonos  se  hayan  convertido 
en  dos  curbas  cualesquiera,  por  ejemplo  en  dos  círculos;  y  así,  en  este 
último  estado,  la  curba  continua  descrita  por  el  punto  m,  tendrá  por 
tanjente  eam,  a  una  recta  perpendicular  a  Am. 

Epicicloides  planas. 

Lam.  45.  471.  PiRiMGR  CASO.  Consideremos  un  círculomóvil  O'  que  ruede 
esteríormente  sobre  un  círculo  fijo  O,  permaneciendo  siempre  en  el 
mismo  plano  que  este  último,  y  adoptemos  por  punto  jenerador  el 
punto  actual  de  contacto  D  de  estas  dos  circunferencias.  Cuando 
el  círculo  O'  haya  rodado  hasta  tocar  a}  otro  en  un  punto  cualquiera 
A4,  hallaremos  la  posición  correspondiente  M  del  punto  jenerador 
D,  describiendo  desde  el  punto  0*4,  como  centro  y  con  el  radio  O'D, 
una  circunferencia  sobre  la  que  tomaremos  un  arco  A4M  de  la  misma 
lonjitud  absoluta  que  el  arco  A4D,  lo  que  se  efectuará  midiendo  este  úl- 
timo por  medio  de  una  abertura  mui  pequeña  de  compás*  Pero  estas 
operaciones  se  ejecutan  con  mas  rapidez,  si  se  ha  tenido  cuidado  prime- 
ramente de  dividir  la  circunferencia  móvil  en  partes  iguales,  y  repe- 
tirlas sobre  la  circunferencia  fija  según  DA^,  Ai^A^,  A2A3....;  porque  en- 
tonces bastará  describir  dos  arcos  de  círculo,  uno  desde  el  centro  0*4 
con  un  radio  0'4M=0*D,  y  el  otro  desde  el  centro  A4M  igual  a  la  curba 
D4  del  círculo  primitivo  0\  Efectuando  otras  construcciones  semejan- 
tes en  los  demás  puntos  de  contacto  A3,  Ae,....  nos  permitirán  trazar 
fócilmente  la  curba  DMGF  llamada  epicicloide  esterior,  que  compre- 
hende  una  infinidad  de  ramas  idénticas  a  la  que  acabamos  de  citar,. 
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y  qae  se  unen  unas  con  otras  por  medio  de  puntos  de  retroceso  como 
los  D  y  F.  ^ 

472.  La  tanjente  en  el  punto  M  de  eetta  curba,  será  precisamente  la 
recta  MT  cuerda  suplementaria  de  MA4,  pues  sabemos  (nú m.  470)  que 
^sta  última  es  normal  a  la  epicicloide.  Esta  propiedad  nos  da  un  me- 
dio mucho  mas  sencillo  para  el  trazado  del  engargante  de  las  ruedas,  y 
bastante  exacto  para  este  objeto,  porque  si  describimos  diversos  arcos  de 
círculo  que  tengan  por  centros  a  A^,  A^,  As,....  y  por  radios  a  las  cuerdas 
DI,  D2,  D3.,..  del  círculo  primitivo  O';  y  si  en  seguida  trazamos  una 
curba  envolvente  de  todos  estos  arcos,  esta  envolvente  será  precisamente 
la  epicicloide  DMGF,  en  virtud  de  que  sus  cuerdas,  manifiestamente  in- 
dican (núm.  470)  las  lonjitadesde  las  normales  tales  como  MA4  que  ter- 
minan en  los  puntos  subcesivos  de  contacto  A^,  A2,  A3....  del  círculo 
móvil.  Este  es  el  método  propuesto  por  M.  Poncelet. 

473.  Podríamos  adoptar  un  punto  jenerador  D'  situado  fuera  del 
círculo  móvil,  pero  unido  con  él  de  un  modo  invariable.  En  este  caso, 
el  punto  D'  describiria  una  curba  de  nudo  D'M'G',,..,  que  se  llama 
epicicloide  dilatada,  y  se  construye  tomando  sobre  cada  radio  0'4M,  de- 
terminado como  en  el  núm.  471,  una  distancia  MM'=DD'.  La  recta 
A4M'  será  aun  (núm.  470)  normal  a  esta  curba;  y  ai^  la  tanjente 
M'T'  deberá  tirarse  perpendicularmente  a  A4M '• 

Si  el  punto  jenerador  D'*  estuviese  dentro  del  círcnlo  móvil,  la  curba 
descrita  en  este  caso  sería  una  epicicloide  acortada  D"M"G",  que  ten- 
drá puntos  de  inflexión  en  lugar  de  un  nudo.  Un  punto  cualquiera  M'* 
de  esta  curba  se  obtendrá  también  tomando,  sobre  el  radio  0'4M,  cons- 
truido como  en  el  núm.  471,  una  distancia  MM"=DD";  y  en  seguida 
la  recta  A4M"  será  (núm.  470)  normal  a  esta  epicicloide,  de*  aquí 
deduciremos  inmediatamente  la  tanjente  ftT^T". 

474.  Segundo  caso.  Cuando  el  círculo  móvil  O'  rueda  en  la  conca-LAM.  45. 
vidad  del  círculo  fijo  O,  y  el  primero  tiene  un  radio  R*  <ÍR,  el  punto  ^'Q-^- 
jenerador  D  describe  una  epicicloide  interior  que  presenta  la  forma 
DGF,  y  que  en  lo  demás  se  construye  como  anteriormente.  Si  elijiése- 

mos  el  radio  R'=JR,  como  en  hjig^  5,  la  qurba  DMFD'F'  tendrá  una 
forma  y  equacion  enteramente  semejante  a  la  de  la  evoluta  de  la  elipse 
ifig^  76)>  con  solo  la  diferencia  de  que  los  cuatro  puntos  de  retroceso 
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estarían  aquí  colocado»  a  igual  distancia  del  centro  (véase  la  nota  del 
núm.  492). 

475.  Epicicloide  rectilínea.  Este  caso  mni  particular  j  útil  para  los 
engargantes  de  ruedas,  ocurre  cuando  se  elije  el  radio  del  círculo  naóvil 
R"=^R;  porque  entonces  la  epicicloide  descrita  por  un  punto  del  cír- 
culo O"  se  halla  confundida  can  el  diámetro  D"OD  que  pasa  por  la 
posición  inicial  D"  del  punto  jenerador.  Con  efecto,  si  consideramos  al 
círculo  móvil  en  una  época  cualquiera  de  su  rotación,  en  que  toque  al 
círculo  O  en  A  y  que  corte  ai  diámetro  D"0  en  M,  bastará  probar 
que  los  arcos  AM  y  AD"  son  iguales  en  magnitud  absoluta,  puesto 
que  entonces  será  cierto  que  el  punto  jenerador  colocado  primeramente 
en  D",  habrá  llegado  a  M  sobre  el  diámetro  D^'O.  Pero  el  ángulo  AO^'M 
es  evidentemente  duplo  de  AOD";  luego  los  arcos  AM  y  AD"  serán 
también  duplos  uno  de  otro,  respecto  al  número  de  grados  que  contie- 
nen; pero  el  primero  de  estos  arcos  pertenece  a  una  circunferencia  que 
es  la  mitad  de  la  otra;  luego  la  lonjitud  absoluta  de  AM  iguala  a  la 
de  AD. 

Lam.  45.  476^  Tercer  caso.  Supongamos  ahora  que  el  círculo  móvil  O'  que 
'^^'  ^'  rueda  en  la  concavidad  del  círculo  O^  tenga  un  radio  R'  >  ^R;  decimos 
que  la  epicicloide  DGF,  que  describe  entonces  el  punto  jenerador  Dt 
coincidirá  con  la  que  describiría  otro  tercer  círculo  O"  que  tuviese  un 
radio  R"=R=R',  y  que  rodase  en  sentido  contrario  de  O'.  Para  pro- 
barlo, consideraremos  que  el  círculo  móvil  O'  ha  llegado  a  una  situación 
cualquiera  O'^i  en  la  que  el  punto  jenerador  ocupe  una  posición  M^ 
de  suerte  que  sea  el  arco  AM^^^AD;  tiraremos  la  recta  MO',  y  su  pa- 
ralela OB;  concluyamos  en  seguida,  el  paralelógramo  OO'^MO",  que 
nos  dará  0"B=»0"M=Rr— R',  y  por  último  trazemos  el  'círculo  O". 
Hecho  esto,  no  resta  mas  que  demostrar  que  los  arcos  BM  y  BD  tienen 
la  misma  lonjitud  absoluta;  ahora  bien,  los  tres  arcos  BA,  AM  y  M B,  que 
miden  ángulos  que  evidentemente  son  iguales,  deben  ser  proporciona- 
les a  sus  radios,  y  esto  nos  da 

BA       AM       BM 

y  supuesto  que  hemos  tomado  a  R''  ^I-  R'aR,  resulta  4o  aquí  que 
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BM  -h  MA==^BA;  p^ro  sabemos  ya  que  el  arce  AM^AD;  Iqego  nos 
queda  que  BM:=?BD. 

477.  Cuarto  cabo.  En  fin,  supongamos  que  el  círculo  móvil  O'  tenga 
un  radio  R^  R»  Y  entonces  envolverá  al  círculo  fijo.  En  este  caso,  la 
epicicloide  descrita  por  el  punto  jeneradpr  P  será  esteriovj  y  cada  rama 
DGF  ocupará  sobre  el  círculo  fijo,  un  arco  DEF  igual  al  esceso  de  la 
circunferencia  O'  sobre  la  circunferencia  Q.  Ademas,  demostráremos 
fácilmente,  como  lo  hicimos  en  el  núm.  476,  que  esta  epicicloide  PGF 
coincide  con  la  que  describiria  un  círculo  O'^  tárjente  esteriormente  al 
círculo  O,  y  cuyo  radio  fuese  R"==R'— R* 

478.  Cuando  suponemos  infinito  el  radio  R  del  círculo  fijo,  este  fig.  8. 
círculo  se  convierte  en  una  recta  DAF,  sobre  la  que  rueda  el  círculo 

O';  y  un  punto  cualquiera  M  de  la  circunferencia  de  este  último,  des- 
cribe en  este  caso  la  cicloide  DMGF,  cuya  normal  es  también  M  A  y  la 
tanjente  MT.  La  construcción  de  esta  curba  se  efectuará  fácilmente 
por  los  medios  indicados  en  el  núm.  471;  ademasi  la  cicloide  será  düa- 
tada  o  ncartadat  como  en  el  núm.  473,  cuando  el  punto  jenerador  esté 
colocado  fuera  o  dentro  del  círculo  móvil. 

479.  Por  el  contrario^  si  es  el  círculo  móvil  el  que  adquiere  el  radio  fio-  ^• 
infinito,  este  círculo  se  convertirá  en  una  recta  indefinida  DX  que,  ro« 
dando  sobre  la  circunferencia  O,  describirá  con  cada  uno  de  sus  putito  D, 

una  espiral  DM'M"M''V*«*  qne  no  es  otra  ce9a<|ue  \d^  voluta  del  círculo 
O  (núm.  197).¡Como  ademas,  las  normales  M'AVM^'A'^-•<  son  precisa- 
mente  los  radios  de  curbatura  (núm.  198)  de  esta  espiral,  si  desde  los 
puntos  A',  A",  A'"...*  describimos  con  radios  iguales  a  Da',  Da",  Da"',,., 
arcos  de  círculo,  estos  arcos  se  confundirán  en  una  ostensión  bastante 
considerable  con  la  misma  espira,  y  nos  darán  un  medio  mui  exacto  y 
cómodo  de  trazar  esta  curba. 

Epicicloides  esféricas. 

480.  Consideremos  ahora  dos  círculos  OA  y  CA,  y  supongamos  fig.  99. 
que   el  segundo  de  estos   ruede   sobre  el  primero,  permaneciendo 
siempre  tanjente  a  él^  pero  de  mpdo  que  sus  planos  formen  un  án* 

guio  constante  entre  sí  CAX^c^;  durante  esta  rotación,  un  punto  cual- 
quiera M,  fijo  sobre  la  circunferencia  móvil  y  arrastrado  con  ella,  des* 
xribirá  en  el  espacio  una  curba  DM^«.«u}ue  se  llama  epicicloide  esfhica, 
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porque  toda  ella  eetá  enteramente  situada  sobre  la  superficie  de  una  esfe^ 
ra  constante.  Con  efecto,  si  por  los  centros  de  los  dos  círculos  levantamos 
a  sus  planos  las  perpendiculares  OS  y  CS,  estos  dos  ejes  irán  precisa-* 
mente  a  encontrarse  en  cada  una  de  las  posiciones  del  círculo  móvil; 
porque  respecto  a  cada  punto  de  contacto,  tal  como  A,  los  planos  AOS 
y  ACS  serán  evidentemente  perpendiculares  a  la  tapjente  común  AV, 
y  en  virtud  dé  esto  coincidirán.  Ademas,  como  el  ángulo  OAC  es  suple- 
mento de  CAX=eü  que  permanece  constante  mientras  dura  la  rotación, 
sigúese  de  aquí  que  el  cuadrilátero  O  ACS  tendrá  dos  lados  y  tres  ángu- 
los cuya  magnitud  permanecerá  invariable,y  consiguientemente  sucederá 
lo  mismo  con  los  lados  OS  y  CS  cuyo  punto  de  encuentro  S  permane- 
cerá inmoml\  de  aquí  resulta  que  la  distancia  de  este  punto  S  al  punto 
móvil  M,  será  constantemente  igual  a  SA,  y  que  en  virtnd  de  esto, 
toda  la  epicicloide  estará  situada  sobre  la  esfera  que  tenga  a  SA  por 
radio. 

481.  Ademas,  si  nos  imajinamos  dos  conos  de  revolución,  qué  ten- 
gan por  cúspide  común  al  punto  S  y  por  bases  a  los  círculos  OAy  CA, 
es  evidente  que  estos  conos  tendrán  un  plano  tanjente  SAV;  y  por 
consiguiento  la  jeneracion  de  la  epicicloide  puede  enunciarse  del  modo 
siguiente:  $i  dos  conos  de  revolución^  que  constantemente  tienen  la  misma 
cúspide  y  jeneratrices  de  la  misma  lonjitud,  ruedan  uno  sobre  otro^  sin 
resbalar,  y  permaneciendo  tanjentes  al  largo  de  una  jeneratriz  variable, 
un  punto  cualquiera 9  fijo  sobre  la  base  del  cono  motila  describirá  la  curba 
llamada  epicicloide  esférica.  Con  efecto,  en  esto  debemos  ver  que  las 
circunferencias  de  las  dos  bases  serán  siempre  tanjentes^  y  que  sns 
planos  conservarán  una  inclinación  constante;  este  es  el  medio  mas 
cómodo  para  realizar  mecánicamente  estas  dos  condiciones,  mientras 
rueda  el  círculo  móvil  sobré  el  fijo, 
no.  190.  482.  Construyamos  la  proyección  de  la  epicicloide  sobre  el  plano  de 
la  base  del  cono  fijo,  mirando  a  este  último  como  horizontal,  y 
adoptemos  por  plano  vertical  al  que  pasa  por  el  eje  S^O  de  este  cono 
y  por  el  punto  de  contacto  A  de  las  dos  bases,  en  la  posición  actual 
que  se  refiere  a  una  época  cualquiera  del  movimiento»  En  confor- 
midad con  esto,  los  dos  conos  estarán  proyectados  verticalmente  so- 
bre los  triángulos  iguales  S'AE  y  S'AB',  y  la  recta  AB'  representa- 
xá  la  proyección  vertical  del  círculo  móvil  que,  abatido  al  rededor 
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de  la  tanjente  común  AV,  se  convertirá  en  el  círculo  Amb.  Sentado 
esto,  sea  D  el  oríjen  de  la  epicicloide,  e«  decir,  la  posición  que  ocu- 
paría el  punto  jenerador,  cuando  estuviese  en  contacto  con  el  círculo - 
fijo  :  ahora  que  el  círculo  móvil  ha  recorrido,  rodando  sobre  el  otro, 
el  arco  DA,  el  punto  jenerador  se  hallará  colocado  sobre  el  abatí* 
miento,  a  una  distancia  curbílínea  Am  igual  en  lonjitud  absoluta  al 
arco  AD  (*).  Luego,  levantando  el  círculo  Amb,  moviéndolo  al  rededor 
de  AV,  y  observando  que  el  punto  (m,  m'),  va  entonces  a  describir  un 
arco  m*M'  que  por  ser  perpendicular  a  la  charnela  AV,  estará  proyecta- 
do sobre  la  recta  mM  paralela  a  la  línea  de  tierra^  obtendremos  un 
punto  (M,  M')  déla  epicicloide  pedida. 

483.  Para  hallar  otro  segundo  punto,  será  preciso  que  nos  figure- 
mos que  el  círculo  móvil  ha  rodado  hasta  llegar  a  tocar  al  círculo  fijo  en 
Ae,  por  ejemplo;  entonces  podremos  volver  a  empezar  a  ejecutar  sobre 
el  plano  vertícal  OAe  abatido,  operaciones  semejantes  a  las  que  hemos 
ejecutado  sobre  el  plano  vertical  OA;  pero  será  mucho  mas  sencillo  re- 
ducir todas  las  construcciones  a  que  se  efectúen  sobre  este  últímo. 
Para  esto,  figurémonos  que  habiendo  llegado  los  dos  conos  a  tocarse  al 
largo  de  la  arista  que  termina  en  Ae,  jiren  simultáneamente  y  sin  va- 
riar sus  posiciones  relativas,  al  rededor  de  la  vertical  OS\  hasta  que  el 
radio  OA5  llegue  a  coincidir  con  la  antigua  línea  de  (ierra  O AX.  Entón- 


(*)  Para  trozar  el  depurado  es  bueno  principiar  por  dividir  al  cír" 
culo  móvil  en  partes  iguales,  medir  una  de  estas  partes  por  medio  de 
cuerdas  pequmas;  y  transportar  en  seguida  estas  sobre  el  círculo  fijo, 
lo  que  nos  dará  un  arco  igual  a  una  de  las  divisiones  del  círculo  mó^ 
vil.  En  seguida,  repetiremos  este  arco  del  círculo  mayor  tantas  veces 
cuantas  divisiones  hnbiese  en  el  círculo  móvil,  y  hallaremos  la  estension 
DAF,  que  ocupa  una  rama  de  la  epicicloide  sobre  el  círculo  Jijo.  Sin 
embargo,  si  la  razón  de  los  do»  radios  O  A  y  O'A  estuviese  espresada 
por  un  número  bastante  sencillo,  seríamos  exacto  tomar  desde  luego, 
sobre  el  círculo  fijo,  un  arco  DAF  igual  a  una  fracción  de  esta  circun- 
ferencia, espresada  por  esta  razón;  y  en  seguida  dividiríamos  al  arco 
DAF  en  tantas  partes  iguales  cuantas  hubiésemos  señalado  en  el  circula 
móvil. 
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ces^  él  punto  jenérador  efliafá  situado  «obr^  el  círciilo  móvil  abatido^  no 
jaeb  m,  sino  a  n^a  distancia  An  igual  al  intervalo  DA,  comprehendído 
entré  él  oríjen  D  y  el  punto  de  contaéto  en  su  verdadera  posición  que 
es  Ae«  De  biodo  qué  si  construiíiMSi  como  arriba,  las  proyeccionea  Ny  N^ 
del  punto  abatido  n,  no  habrá  mas  que  hacer»  que  referir  O  A  a  OAe,  y 
hallaren  seguida  un  punto  N"  colocado  relativamente  a  esta  última 
línea,  én  una  situación  enteramente  semejante  a  la  de  N  con  respecto  a 
OA;  lo  que  ejecutaremos  por  medio  del  círculo  descrito  con  la  distan- 
cia ON,  sobre  el  cual  tomaremos  el  arco  F'N"  igual  a  IN. 

484.  Lo  mismo  se  practicará  en  cualquiera  otra  posición  del  punto 
de  contacto  de  los  dos  circuios;  y  cuando  este  contacto  tenga  lugar  en  el 
medio  K  del  arco  DKF  igual  a  la  circunferencia  del  círculo  móvil*  ve- 
mos clarameate  que  el  punto  jenerador  estará  abatido  en  ¿  que  se  pro- 
yecta a  B'  y  B;  luego  si  referimos  éste  áltimo  punto  a  OK,  por  medio  de 
un  arco  de  círculo  BG,  obtendremos  el  tértice  G  en  que  ia  proyección 
horizontal  de  la  epicicloide  se  desvia  mas  del  círculo  fijo. 

Finalmente  observemos  que  los  puntos  D,  M,  y  N'^  traaladados  simé- 
tricamente al  otro  lado  de  OG»  por  medio  de  arcos  de  círculo,  nos  darán 
puntos  como  F,  M"',  W\  q^ue  pertenecerán  también  a  la  epicicloidei 
que  tiene  por  i?/e  a  la  recta  OG^  y  admitirá  una  infinidad  de  ramas 
idénticas  con  DGF. 

485.  Las  construcciones  precedentes  nos  dan  también  medios  para 
trazar  la  proyección  vertical  de  la  epicicloide,  puesto  que  M'  pertenece 
a  esta  proyección;  y  en  cuanto  al  punto  (N»  N^),  que  se  ha  trasladado  a 
N^s  sin  cambiar  de  altura^  hallaremos  mui  fácilmente  su  proyección  ver- 
tical en  esta  última  situación.  Pero  no  hemos  querido  efectuar  este  tra- 
bado, temerosos  de  hacer  algo  coníbso  el  depurado,  y  sobre  todo  porque 
miramos  aquí  al  plano  vertical  de  proyección»  solo  como  un  medio  de 
ejecutar  las  operacipnes  gráficas,  y  no  como  si  realmente  e&istieae,  en 
virtud  de  que  su  presencia  hubiera  hecho  qué  fuesen  invisibles  una 
gran  parte  dé  las  Hneas  del  depurado.  Ademas,  la  epicicloide  está  sufi'^ 
cientemente  determinada  por  la  intersección  del  cilindro  vertical  DMGF, 

con  la  édera  del  radio  S^  A  que  es  fácil  representar  sobre  el  plano  horí- 
2ontal. 

Fia.  100.     ^^*    ^^  ^  tM¿ente  u  iu  epicicloide.  Ta  qne  esta  curba  se  halla  teda 
entera  (nám.  480)  sobre  la  superficie  de  una  esfera  fija  que  tie* 
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se  por  centro  la  cúspide  S' y  por  radio  el  apotema  S'A^  ni  plano  tan- 
jente  a  esta  esfera  en  (M,  M')  contendrá  a  la  tanjente  pedida.  En  se- 
gaida,  como  hemos  demostrado  en  el  núra.  470  que  la  recta  (AM,  AM*) 
que  une  el  punto  jeneradof  con  el  punto  de  contacto  correspondiente 
A,  es  una  nortnal  a  la  epicicloide,  podemos  concluir  de  aquí  que  la  tan* 
jente  que  buscamos  se  halla  también  en  un  plano  perpendicular  a  esta 
recta,  que  puede  ser  mirado  como  el  plano  tanjente  de  mía  esfera  que 
tuviese  su  centto  en  A,  y  por  radio  a  la  recta  (AM,  AM');  pero  esta 
segunda  esfera  es  variable  de  posición  y  de  magnitud,  al  pasar  de  un 
pumo  a  otro  de  la  epicicloide,  y  no  hace  mas  que  tocar  a  esta  curba, 
con  la  cual  no  tiene  de  común  sino  un  elemento  lineal.  En  virtud  de 
esto,  el  problema  se  reduce  a  indagar  la  intersección  del  plano  tanjente 
a  la  superficie  fija,  con  el  plano  tanjente  a  la  esfera  variable. 

487*  Para  conseguir  lo  que  acabamos  de  decir,  cortemos  a  estas  dos 
esferas  con  el  plano  B'AV  que  contiene  a  la  base  del  cono  móvil.  La 
sección  causada  de  este  modo  en  la  esfera  S'A,  será  evidentemehte  el 
mismo  círculo  AB';  abatámosle  según  AmJ,  y  tirémosle  la  tanjente  mP 
que,  después  de  levantada,  encontrará  al  plano  horizontal  en  P  sobre  la 
charnela  AV;  y  entonces  este  punto  P  pertenecerá  a  la  traza  horizontal 
del  plano  tanjente  déla  esfera  S'A.  y  esta  traza  será  la  recta  PT  tirada 
perpendicularmento  a  la  proyección  OM  del  radio  que  termina  en  el 
punto  propuesto  (M,  M').  En  cuanto  a  la  esfera  variable  cuyo  radio  es 
(AM,  AM'),  se  halla  cortada  por  el  plano  B'AV  según  un  círculo  máxi- 
mo que,  abatido  sobre  el  plano  horizontal  jirando  al  rededor  de  AV, 
se  convertirá  en  el  círculo  descrito  con  Am  por  radio.  Tirémosle  la  tan- 
jente mQ  (que  debe  terminar  en  el  punto  ¿),  y  en  seguida  levantemos 
esta  recta  con  su  círculo,  para  hallar  su  traza  horizontal  Q  sobre  la  • 
charnela  AV;  este  punto  Q  pertenecerá  entonces  a  la  traza  del  plano 
tanjente  de  la  esfera  variable,  y  esta  traza  se  obtendrá  tirando  QX 
perpendicular  a  la  proyección  AM  del  radio  correspondiente.  Sentado 
esto,  como  las  trazas  QX  y  PT  de  los  dos  planos  tanjentes  van  a  cor- 
tarse en  el  punto  T,  la  recta  TM  será  la  proyección  horizontal  de  la 
tanjente  de  la  epicicloide;  y  la  proyección  vertical  T'M'  se  deducirá 
de  esta,  proyectando  el  punto  T  a  la  línea  de  tierra. 

488.     Otro  método.  Podemos  obtener  esta  tanjente  de  un  modo  mu-  fks.  ico. 
cho  mas  sencillo,  empleando  el  procedimiento  del  plano  normal  (núm; 
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214);  porque  ahora  conocemos  inmediatamente  dos  normales  a  la  epi- 
cicloide; una  de  ellas  es  el  radio  de  la  esfera  constante,  tirado  desde  la 
cúspide  S'  al  punto  (M,  M');  y  la  otra  la  recta  (MA,  M'A),  en  virtud  de 
lo  que  hemos  probado  en  el  num.  470.  Por  consiguiente,  si  hacemos 
pasar  un  plano  por  estas  dos  normales,  la  tanjente  que  buscamos  deberá 
serle  perpendicular,  y  así  quedarán  determinadas  sus  proyecciones* 
Pero  la  primera  de  estas  normales  va  evidentemente  a  penetrar  al  plano 
vertical  en  S^  y  la  segunda  en  A;  luego  S'A  es  la  traza  vertical  del 
plano  normal.  En  cuanto  a  la  otra  traza,  supongamos  en  el  plano  nor- 
mal una  recta  ausiliar  paralela  a  S'A;  sus  proyecciones  M'R^  y  MR,  nos 
darán  el  punto  R  en  que  penetra  al  plano  horizontal,  y  poi  consiguiente 
AR  será  la  traza  horizontal  del  plano  normal.  Hecho  esto,  so  obtendrá 
la  tanjente  a  la  epicicloide  tirando  MT  perpendicular  a  AR,  y  M'T' 
perpendicular  a  AS. 

489.  Es  importante  observar  que,  en  los  puntos  de  retroceso  D  y  F,. 
tiene  por  tanjentes  la  proyección  horizontal  de  la  epicicloide  a  los  ra- 
dios OD  y  OF.  Con  efecto,  la  recta  variable  (AM,  AM')  a  que  la  tan- 
jente en  el  espacio  es  siempre  perpendicular,  prolongada  indefínidamen* 
te,  es  una  secante  respecto  al  círculo  móvil,  según  se  ve  en  su  abati- 
miento Am.  Pero  sus  dos  puntos  de  sección  A  y  i»  se  hallan  reunidos 
cuando  el  punto  de  contacto  A  ha  llegado  a  D,  la  recta  indefinida  abati- 
da según  Am  es  entonces  tanjente  al  círculo  móvil  en  el  punto  m,  y  por 
consiguiente,  al  círculo  fijo  que,  a  esta  apoca  del  movimiento,  toca  al 
otro  en  D;  luego  la  tanjente  en  el  punto  D  al  círculo  fijo  DA,  se  halla 
que  precisamente  es  la  traza  horizontal  del  plano  normal,  y  por  consi- 
guiente, la  tanjente  de  la  epicicloide  estará  proyectada  horizontalmente 
sobre  el  radio  ODX'. 

En  cuanto  a  la  proyección  vertical  de  esta  misma  tanjente,  bastará 
proyectar  su  pie  D  a  D'  sobre  la  línea  de  tierra,  y  bajar  desde  este  último 
punto  una  perpendicular  a  la  traza  vertical  del  plano  normal  relativo  al 
punto  D.  Esta  traza  se  obtendrá  mui  fácilmente,  supuesto  que  evidente- 
mente pasa  por  el  punto  S',  y  por  el  punto  en  que  la  línea  de  tierra  en- 
cuentra a  la  segunda  normal,  que  según  lo  acabamos  de  probar,  se  con- 
funde  con  la  tanjente  del  arco  DA. 

Para  hallar  las  proyecciones  de  la  tanjente  al  otro  estremo  F  de  la 
epicicloide,  operaremos  de  un  modo  enteramente  igual;  y  debemos  per- 
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cibir  que  cada  una  de  estas  tanjentes  en  D  o  en  F,  precisamente  coin- 
cide con  la  tanjente  del  círculo  máximo  vertical  de  la  esfera  constante 
cuyo  radio  es  S'A. 

490.  En  el  vértice  de  la  epicicloide  que  se  proyecta  en  G,  la  tan- 
jente será  horizontal  y  perpendicular  al  plano  vertical  OKG;  porque 
este  plano  contendrá  manifiestamente  a  las  dos  normales  del  núm.  488, 
cuando  el  punto  jenerador  haya  llegado  a  la  estremidad  superior  B',  del 
diámetro  tirado  por  el  punto  de  contacto  del  círculo  móvil. 

409.  Cuando  hemos  indagado  (nüm,  487)  la  traza  QX  del  plano  fig.  lOO. 
tanjente  a  la  esfera  variable  cuyo  radio  es  (AM,  AM'),  nos  hemos  apo- 
yado en  que  este  plano  debia  contener  a  la  tanjente  abatida  según  Clvib. 
Poro  cuando  esté  levantada  en  el  plano  B'AV  del  círculo  móvil,  irá  a  pe- 
netrar al  plano  vertical  en  B';  luego  B'X  es  la  traza  vertical  del  plano 
tanjente  a  la  esfera  variable;  ademas,  esta  traza  debe  ser  perpendicular 
a  B*A,  porque  en  esta  última  recta  es  donde  se  proyecta  el  radio  (AM, 
AM*)  tirado  al  punto  de  contacto  de  este  plano  tanjente. 

492.  Observemos  ademas,  que  en  las  diversas  posiciones  A,  A^^-* 
que  toma  el  punto  de  contacto  del  círculo  móvil,  la  proyección  AB'  de 
este  círculo,  sobre  los  planos  verticales  correspondientes  OA,  OAe«— 
tendrá  siempre  la  misma  magnitud  y  la  misma  inclinación  :  de  modo 
que  para  todos  estos  planos,  el  triángulo  rectángulo  AB'X  permanecerá 
de  magnitud  invariable,  y  por  consiguiente,  las  trazas  XB'  de  los  diver- 
sos planos  tanjentes  a  las  esferas  variables,  irán  todos  a  encontrar  a  la 
vertical  OS'  en  el  mismo  punto  Z\  De  aquí  resulta  que  si  tuviésemos 
que  considerar  un  cono  cuya  cúspide  se  hallase  en  Z\  y  que  tuviese 
por  base  a  la  epicicloide  esférica,  todos  los  planos,  como  el  Z'XQ,  le  se- 
rian tanjentes,  porque  cada  uno  de  ellos  contendría  a  la  cúspide  y  a  una 
tanjente  de  la  base.  Ademas,  todos  estos  planos  tanjentes  vendrían  a 
pasar  subcesívamente  por  la  recta  fija  Z'X,  cuando  el  cono  epicicloidal, 
jirando  al  rededor  de  OZ',  condujese  a  M  los  diversos  puntos  N,  G,  N'",... 
De  esta  propiedad  se  hace  uso  en  los  engargantes  cónicos  que  sirven 
para  hacer  mover  las  ruedas  que  forman  ángulo:  véase  el  núm.  883  (*). 


(*)    Indaguemos  las  equaciones  que  determinan  a  la  epicicloide  esfé- 
rica (fig.  100),  refiriendo  esta  curha  a  los  tres  ejes  rectangulares  OX^ 
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Ff#.ioi.  493,  Voluta  ESFEBicA.  Cuando  el  cono  móvil  tiene  tal  abertura 
que  el  ángulo  del  centro  ASB  (%.  99)  llega  a  ser  igual  a  180^  este  co- 
no se  reduce  a  un  circulo  cuyo  radio  es  igual  al  apotema  SA  del  cono 


OY'  y  OTa\  de  los  cuales  el  primero  pasa  por  el  punto  de  retroceso.  Si 
hacemos  a 

OS'=h,  OA=R,p'A=R'  y  ángulo  B'Ai=«, 

manifiestamente  tendremos  que 

,  (1) x'»+y'*+z^— 2zh=R^ 

será  la  equacion  de  la  esfera  constante,  sobre  la  cual  está  situada  toda  la 
epicicloide f  de  modo  que  esta  curha  estará  completamente  definida^  unien- 
do a  la  equacion  precedente  la  de  su  proyección  horizontal  DMGF.  Pero 
si  llamamos  a  al  ángulo  DO  A,  concluiremos  de  aquí  que 

Ra=ADs:Ai?i;  y  de  a^í^áognlo  Acwi»-^; 

y  entonces  tendremos  por  valor  de  Uts  coordenadas  del  punto  M  referidas 
u  los  ejes  OX  y  OY 

x=OA+AH=R+/'R'— R'  cos^\  eos  a, 

y=— MH=-.R*iríw5?. 
K 

Pero  para  pasar  de  estos  ejes^  que  serian  móviles  a  una  con  d  punto  de 
contacto  A,  a  los  ejes  fijos  OX'  y  OY',  es  preciso  emplear  las  fórmulas 
conocidas 

x'=x  eos  a — y  sen  a,  e  y'=x  sen  a+y  eos  a; 

li^go,  sustituyendo  aquí  los  valores  precedentes  de  xey,  nos  resultará 
(2) x'==(R4-R'  eos  (tí)  eos  a — R'  cos-^j  eos  ta  eos  a-fR'  sen  -^j  sen  a, 

R/y  12/y 

(3) y'=z=(R4.R'  eos  (tí)  sen  a^— R'  cos-^  eos  co  sen  a— R'  sen  -^  eos  a, 

solo  quedaria  ahora  que  eliminar  al  arco  a  entre  estas  dos  equacionesj 
para  hallar  la  de  la  curha  DMGF  sobre  el  plano  /wrizontal;  pero  como 
esta  eliminación  no  podría  efectuarse  sino  cuando  se  hubiese  fijado  nú' 
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fijo^  SU  plano  es  tanjente  a  este  último  cono;  en  este  caso  particnter,  la 
epicicloide  que  entonces  describe  un  punto  M  del  círculo  móvil,  recibe 
el  nombre  de  voluta  esférica,  en  virtud  de  que  entonces  la  cuestión  vie* 

mericamente  la  razón  de  los  radios  R  y  R',  y  esta  razón  fuese  un  número 
coniensurable;  conservaremos  las  equaciones  (2)  y  (3),  que  serán  suficien- 
tes para  calcular  las  coordonadas  x  e  y  de  los  diversos  puntos ^  atribu- 
yendo subcedvaniente  a  a  diferentes  valores. 

Para  pasar  de  aqui  a  la  epicicloide  plana,  bastará  hacer  a  eos  tú  = 
±  1,  según  ruede  el  círculo  móvil  dentro  o  fuera  del  circulo  fijo;  y  si 
contrayéndonos  a  este  último  casoy  suponemos  ademas  que  R'  es  la  cuarta 
parte  de  R,  como  en  la  fig.  5  de  la  lámina  45,  las  equaciones  (2)  y  (3) 
se  convertirán  en 

(4) x^=^Rcosa  +  ^Rcosacos4oí  +^Rsenasen4cí 

(5) y*=í|R  senot  +  ^RsenacosAoí — ^R  eos  a  sen  4a; 

si  en  seguida  sustituimos  en  estas  últimas^  los  valores  conocidos 

eos  áa=il  —  8  sen^a co^a  y  senAa^=4seHa eos  a  (cos^oL-^sen^ot), 
hallaremos^  suprimiendo  los  acentos  que  ahora  son  inútiles, 

x=  R  cos^x  ^  y  =  R  sen^a. 

Ahora  es  jácil  la  eliminación  de  a;  porque  sumando  estas  equaciones 
después  de  haberlas  elevado  a  la  potencia  §,  resultará  para  la  epicicloi- 
de representada  en  la  fig.  5  déla  lámina  45, 

xi  +  yi  =  Rl. 

Por  consiguiente,  este  es  un  caso  particalar  de  la  evoluta  de  la  elipse  que 
tiene  por  equación  a 


a)'H0 


y-\i^i: 


estas  dos  curbas  pertenecen  a  la  familia  de  las  estoroides,  que  enjeneral 
están  representadas  por 


©"-(0 


=  1. 
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ne^  decir  sencillamente  que  se  hace  rodar  sobre  an  cono  fijo  S'AO  a 
uno  de  sus  planos  tanjentes  S'AV,  como  en  laj^.  9  de  la  lámina  45^ 
hemos  obtenido  la  espiral  voluta  del  circulo  haciendo  rodar  sobre  esta 
circunferencia  a  una  de  sus  tanjentes. 
FIO.  101.  494.  Como  la  curba  de  que  tratamos  está  toda  ella  sobre  la  esfera 
del  radio  S'A,  será  suficiente  construir  su  proyección  horizontah  Ai 
efecto,  abatamos  el  círculo  móvil  cuyo  centro  está  en  la  cúspide  (S',  O), 
al  rededor  de  la  tanjente  AV  que  le  es  común  con  el  circulo  fijo;  y  so- 
bre este  abatimiento  S"  tomemos  un  arco  Am  igual  al  arco  Al),  si  adop- 
tamos a  D  por  oríjen  de  la  voluta,  es  decir,  por  la  posición  quo  ocupa- 
rá el  punto  jenerador  cuando  se  halle  en  contacto  con  el  cono  fijo. 
En  este  caso,  el  punto  m  será  el  abatimiento  de  este  punto  jenerador 
cuando  el  contacto  ha  llegado  a  A,  y  su  verdadera  posición  (M ,  M')  s& 
deducirá  fácilmente  de  aquí,  levantando  el  círculo  S''  al  plano  tanjen- 
te S^AV,  moviéndolo  al  rededor  de  la  chamela  AT. 

Cuando  el  círculo  móvil  haya  rodado  hasta  tocar  al  círculo  fijo  en  A, 
concebiremos  que  todo  el  sistema  jira  simultáneamente,  sin  rodar,  al  re- 
dedor de  la  vertical  S'O,  para  traer  al  radio  O  Asa  la  línea  de  tierra  OA; 
tomando  entonces  el  arco  An=DA5,  el  punto  jenerador  estará  abatido 
en  w,  y  proyectado  en  N  y  N':  pero  en  seguida,  para  referir  el  círculo 
móvil  a  su  verdadera  posición,  describiremos  con  el  radio  ON  una  cir- 
cunferencia sobre  la  que  tomaremos  el  arco  NN5=Il5.  Y  así  hallaremos 
la  curba  DMN5....  por  proyección  horizontal  de  la  voluta  esíerica. 

495.  La  tanjente  a  un  punto  cualquiera  (M,  M')  deberá  tirarse  per- 
pendicular al  plano  de  las  dos  normales  de  que  hemos  hablado  en  el  n6m« 
488,  que  son  las  rectas  que  unen  al  punto  jenerador  (M,  M')  con  el 
centro  (O,  S')  y  con  el  punto  actual  de  contacto  A,  Pero  este  plano 
normal,  coincide  manifiestamente  con  el  plano  S'AY  en  que  está  situa- 
do el  círculo  móvil  que  es  tanjente  al  cono  fijo;  luego  bastará  tirar  MT 
perpendicular  a  AV,  y  M'T'  también  perpendicular  a  SA. 

496.  Debemos  conocer  que  la  rama  DMPGQF,  que  quedará  des- 
crita al  cabo  de  una  revolución  entera  del  círculo  móvil,  ocupará  en  la 
base  del  cono  un  arco  DAGF  igual  al  exeso  de  la  circunferencia  S'* 
sobre  la  circunferencia  O:  pero,  ademas,  es  preciso  observar  que  esta 
rama  se  compondrá  de  dos  partes  reunidas  por  un  retroceso  en  el  pun- 
to G  medio  de  DGF,  que  es  la  proyección  de  la  posición  mas  elevada 
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ijel  punto  jenerador.  Para  esplicar  los  motivos  de  esta  circunstancia, 
es  suficiente  nos  figuremos^  que  se  ha  prolongado  la  napa  superior  del 
cono  S'AE,  hasta  qi\e  esté  terminada  por  un  círculo  igual  al  del  radio 
OA,  y  observemos  que  el  círculo  móvil  S"  se  halla  en  un  plano  variable 
que  a  un  mismo  tiempo  toca  a  las  dos  napas  del  cono^  según  una  jene- 
ratriz  igual  al  diámetro  de  este  círculo  S";  de  donde  resulta,  que  mien- 
tras un  arco  determinado  Am  de  la  circunferencia  móvil,  rueda  sobre  la 
base  inferior  del  cono,  el  arco  diametralmente  opuesto  rueda  al  mismo 
tiempo  sobre  la  base  superior;  y  por  consiguiente,  cuando  el  punto  jene- 
rador  m  ha  llegado  al  medio  de  su  curso,  se  halla  en  contacto  con  esta 
base  superior,  y  produce  allí  un  retroceso  enteramente  idéntico  con  el 
que  habia  tenido  lugar  en  el  punto  de  partida  D  de  la  base  inferior  del 
cono.  En  cuanto  a  las  otras  líneas  que  contiene  este  depurado,  hablare- 
mos en  el  núm.  669. 


CAPITULO  III. 

Sobre  las  esferas  y  las  pirámides. 


497.  Hallar  la  intersección  de  dos  esferas  dadas.  Adoptemos  por  no.  102, 
plano  horizontal  al  que  contiene  los  centros  A,  B,  G,  de  las  esferas  pro- 
puestas, y  describamos  los  círculos  máximos  que  son  las  trazas  horizon- 
tales de  estas  superficies.  En  cuyo  caso,  el  círculo  vertical  proyectado 
sobre  DE,  será  evidentemente  la  intersección  de  las  dos  esferas  A  y  B, 
en  tanto  que  las  esferas  A  y  C  se  cortarán  según  otro  círculo  vertical 
FG;  por  consiguiente,  estas  dos  circunferencias  tendrán  por  intersección 
a  los.  dos  puntos  proyectados  horizontalmente  en  M,  y  aquí  también  se 
hallarán  los  únicos  puntos  comunes  a  las  tres  esferas  de  que  tratamos. 
Para  acabar  de  fijar  la  posición  de  estos  puntos  en  el  espacio,  los  pro- 
yectaremos sobre  un  plano  vertical  cualquiera  XY;  abatiendo  al  círculo 
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DE  al  rededor  de  su  diámetro  horizontal^  y  tirando  la  ordenada  Mnty  esr- 
ta  recta  medirá  evidentemente  la  altura  de  uno  de  los  puntos  que  bus-, 
camos  sobre  el  plano  horiontal;  luego,  tomando  en  cima  y  debajo  de 
XY,  las  distancias  ÍM'  e  IM"  iguales  a  Mm^  hallaremos  las  proyeccio- 
nes (M,  M')  y  (M ,  M")  de  los  dos  puntos  pedidos. 

498.  Sí  hubiésemos  indagado  la  intersección  de  las  dos  esferas  B  y  C 
hubiéramos  obtenido  un  círculo  vertical  cuya  proyección  HK  necesaria- 
mente hubiera  debido  pasar  también  por  el  punto  M;  y  de  aquí  pode- 
mos concluir  este  teorema  de  jeometria  plana :  cuando  tres  circunferen^ 
das  trazadas  sobre  un  mismo  plano,  se  cortan  de  dos  en  dos,  los  puntas, 
de  sección  correspondientes  están  situados  sobre  cuerdas  que  las  trespa-- 
san  por  un  mismo  punto  del  plano. 

FUI.  102.  499.  Construir  una  pirámide  triangular  cuando  se  conoce  la  mag- 
nitud de  sus  seis  aristas.  Trazaremos,  en  primer  lugar,  sobre  el  plano 
horizontal,  una  de  las  caras  ABC  de  la  pirámide,  empleando  para  ejecu- 
tarlo las  tres  aristas  dadas  que  componen  esta  cara;  en  seguida,  deter^ 
minaremos  la  cuarta  cúspide  (M,  M')  indagando,,  como  en  el  problema 
precedente,  la  intersección  de  tres  esferas  que  tengan  por  centros  a 
los  puntos  A,  B  y  C,  y  por  radios  las  lonjitudes  de  las  otras  tres  aristas 
señaladas  por  la  cuestión.  Evidentemente  habrán  dos  pirámides  simétri- 
cas una  de  otra,  porque  la  última  cúspide  puede  estar  colocada  en 
(M,  M')  o  en  (M,  M");  y  ademas,  hallaremos  por  los  métodos  del  libro  I 
todo  cnanto  puede  interesarnos  conocer  respecto  a  los  ángulos  planos,  a 
los  ángulos  diedros  &a.  de  cada  una  de  estas  pirámides. 

FiG.  103.  500.  Circunscribir  una  esfera  a  una  pirámide  triangular  dada. 
Sean  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C)  y  (S,  S')  las  proyeccioues  de  las  cuatro 
cúspides,  sobre  dos  planos  rectangulares,  uno  de  los  cuales  contiene  a  la 
cara  ABC;  si  estas  proyecciones  no  se  nos  diesen  inmediatamente,  las 
determinaríamos  como  en  el  problema  precedente. Y  como  el  centro  de  la 
esfera  que  buscamos  debe  hallarse  a  igual  distancia  de  las  cuatro  cúspi- 
des, se  hallará  a  la  vez  en  dos  de  los  planos  verticales  FO  y  GO,  tirados 
perpendicularmente  por  medio  de  las  aristas  AB  y  AC;  luego  este  centro 
se  hallará  en  algún  punto  de  la  vertical  (O,  FO')  que  es  la  intersección 
de  estos  planos.  Así  mismo,  debe  estar  contenido  en  el  plano  tirado  per- 
pendicularmente por  el  medio  de  otra  tercer  arista  perteneciente  a  otra 
cara,  tal  como  (SA,  S'A');  luego,  si  nos  tomamos  el  trabajo  de  construir 
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las  trazas  de  este  plano,  así  como  también  el  punto  en  que  va  a  cortar 
a  la  vertN^l  (O^  TO"),  obtendremos  el  centro  pedido;  pero  como  estas 
últimas  operaciones  son  un  poco  largas,  a  no  ser  que  hayamos  tenido 
cuidado  de  elejir  el  plano  vertical  paralelo  a  la  arista  (SA,  8' A'),  po^ 
dremos  feempiazarlas  con  la  construcción  siguiente. 

Trazando  con  el  radío  OB^  el  círculo  circunscrito  al  triángulo*  ABC, 
esta  circunferencia,  que  pertenecerá  a  la  esfera  pedida,  estará  cortada 
por  el  plano  vertical  SD  paralelo  a  la  línea  de  tierra,  en  un  punto  (D, 
D');  luego  la  recta  (SD,  S'D')  será  una  cuerda  de  la  esferñ, paralela  al 
plano  verticalf  y  en  virtud  de  esto,  el  centro  de  esta  esfera  deberá  estar 
situado  en  el  plauo  KL'  levantado  perpendicularm^ite  en  medio  de 
esta  cuerda.  Y  como  este  plano  va  a  cortar  a  la  vertical  (O,  I'O')  en  el 
punto  (O,  O'),  sígnese  que  aquí  es  donde  se  halla  el  centro  de  la  esfera 
de  que  tratamos. 

En  cuanto  al  radio  de  esta  esfera,  que  manifiestamente  es  (OB,  O^B'), 
hallaremos  su  verdadera  lonjitud,  abatiéndole  paralelamente  al  plano 
vertical  según  (0¿,  0'¿');  luego,  si  desde  los  puntos  O  y  O',  y  con  un 
radio  igual  a  0^b\  describimos  dos  círculos,  estos  serán  los  contornos 
aparentes  de  la  efera  pedida,  que  de  este  modo  queda  completamente 
determinada  en  magnitud  y  posición. 

501.  Inscribir  una  esfera  en  una  pirámide  triangular  dada.  Tome-piG.  104. 
mos  también  el  plano  de  una  de  las  caras  ABC  por  plano  horizontal,  y 
Bea  (S,  S')  la  cúspide  situada  fuera  de  este  plano.  Si  tiramos  por  la 
arista  AB  un  plano  que  divida  en  dos  partes  iguales  al  ángulo  diedro 
formado  por  las  caras  SAB  y  CAB,  este  plano  Usector  evidentemente 
contendrá  a  todos  los  puntos  del  espacio  que  se  hallan  a  igual  distancia 
de  estas  dos  caras;  luego  la  esfera  pedida  que  debe  tocar  a  cada  una 
de  estas,  tendrá  su  centro  situado  precisamente  en  este  plano  bisector. 
Así  mismo,  otros  dos  planos  bisectores  tirados  según  las  aristas  AC  y 
BC,  de  modo  que  dividan  en  dos  partes  iguales  a  los  ángulos  diedros 
que  tienen  a  estas  rectas  por  aristas,  contendrán  también  al  centro  que 
buscamos;  por  consiguiente,  este  centro  se  halla  en  la  intersección  de 
estos  tres  planos  bisectores,  es  decir,  en  la  cúspide  de  la  piráinide  inte- 
rior que  forman  con  la  base  primitiva  ABC;  ^í  es  que  la  cuestión  esta 
reducida  a  hallar  la  t^úspide  de  esta  nueva  pirámide,  o  sino  las  tres 
aristas  que  terminan  en  ella. 

37 


Digitized  by 


Google 


29d  LIBRO  VI.  CUESTIONES  DIVERSAS. 

Para  esto,  midamos  prim^^ramente  el  ángulo  diedro  SABC,  cortán- 
dole con  un  plano  vertical  SD  perpendicular  a  AB^  y  apliquemos  sobre 
el  plano  vertical  la  sección  dada  de  este  modo,  que  evidentemente  será 
el  ángulo  S'D'^H;  construyamos  del  mismo  modo  los  ángulos  S'E'^H  y 
ST'^H  que  miden  a  los  ángulos  diedros  AC  y  BC;  en  seguida»  divida* 
mos  a  cada  uno  de  estos  tres  ángulos  planos  por  mitad,  por  medio  de 
las  rectas  D^'I,  E"L  y  F'"K;  estas  tres  rectas,  referidas  a  los  plano» 
verticales  SD,  SE,  y  SF,  pertenecerán  a  las  caras  de  la  pirámide  interior 
que  tiene  también  por  base  al  triángulo  ABC.  Por  consiguiente,  si  cor- 
tamos a  estas  rectas  con  un  plano  horizontal  cualquiera  X'Y',  obten- 
dremos tres  puntos  d",  e",  y'',  que  referidos  a  d,  c,  ^,  pertenecerán  a  la 
sección  triangular  abe  dada  por  el  plano  X'Y'  a  la  pirámide  interior; 
este  triángulo  abe  es  fácil  de  trazar,  porque  sus  tres  lados  evidentemen- 
te deben  ser  paralelos  a  los  de  ABC.  Si  hecho  esto  tiramos  las  rec- 
tas Aju,  B¿  y  Ce,  estas  serán  las  aristas  laterales  de  la  pirámide  inte- 
rior, y  deberán  ir  a  cortarse  en  un  solo  punto  O,  que  será  la  proyección* 
horizontal  del  centro  de  la  esfera  pedida» 

En  cuanto  a  la  proyección  vertical  O*  de  este  mismo  centro,  la  ob- 
tendremos proyectando  el  punto  O  sobre  la  arista  CV  de  la  pirámide 
interior;  y  el  radio  de  la  esfera  será  la  perpendicular  0*R'  bajada  desde 
el  centro  a  la  cara  inferior.  Luego,  trazando  con  esta  recta  O'R'  dos. 
círculos  cuyos  centros  estén  en  O  y  OV  tendremos  las  proyecciones  de 
la  esfera  que  buscamos. 

502.  Si  deseamos  conocer  los  puntos  de  contacto  de  esta  esfera  con 
las  caras  laterales,  podremos  construir  con  facilidad  las  trazas  del  plano 
indefinido  que  contiene  a  la  cara  SAC,  por  ejemplo;  en  seguida,  baja- 
remos desde  el  punto  (O,  O')  una  perpendicular  a  este  plano,  por  el 
método  jeneral  del  num.  85.  Pero  será  mucho  mas  corto  observar  que 
un  plano  perpendiculor  a  AC,  y  tirado  {)or  el  punto  O,  cortará  a  la  es- 
fera y  a  la  superficie  SAC,  según  un  círculo  máximo  y  una  recta  que- 
será  tanjente  a  este;  ademas,  aplicada  esta  recta  al  plano  vertical,  mo- 
viéndola al  redenor  de  (O,  O'R'),  evidentemente  será  paralela  S'E". 
Luego,  si  sin  trazar  esta  paralela,  bajamos  desde  el  punto  O*  un  radia 
perpendicular  a  S'E'^^  este  radio  irá  a  cortar  al  contorno  vertical  de  la> 
esfera»  en  un  punto  que  será  el  abatimiento  del  punto  de  contacto  que^ 
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buscamos;  y  en  seguida  será  fácil  el  traer  este  punto  a  su  verdadera 
posición. 

503.  Las  consideraciones  que  hemos  empleado  en  el  núm.  501  nospio.  104. 
pueden  servir  para  resolver  este  problema  jeneral :  hallar  nina  esfera 
que  sea  tanpnte  ^  cuatro  planos  dados.  Con  efecto,  después  de  haber 
prolongado  indefinidamente  las  cuatro  caras  de  la  pirámide  SABC, 
formarán  al  rededor  de  las  aristas  AB,  AO  y  BC,  tres  ángulos  diedros 
estertores  suplementarios  de  los  que  heñios  empleado  arriba,  y  estos 
nuevos -ángulos  tendrán  por  medida  a  S'D"B^  S'E"C'  ya  ST"C'. 
Luego,  si  dividimos  a  estos  últimos  en  dos  partes  ¡guales,  por  medio 
de  rectas  que  corten  al  plano  X'Y'  en  puntos  análogos  a  &^\  e"  y  9", 
podremos  combinar  de  tres  en  tres  estos  varios  puntos,  para  formar 
con  ellos  varios  triángulos,  como  el  abe;  y  estos  nos  darán  a  conocer 
diversos  centros,  como  el  (O,  O').  Por  ejemplo,  adoptemos  la  recta  D"¿r' 
<]ue  divide  por  medio  al  ángulo  esterior  S'D"B^  y  que  encuentra  al  plano 
X'Y'  en  el  punto  á"  que  referiremos  a  d  sobre  el  plano  horizontal;  con- 
servemos  en  seguida  los  dos  puntos  antiguos  e  y  ?,  y  hallaremos  el  trián- 
gulo ca"ft",  cuyos  vértices  unidos  con  A,  B  y  C,  nos  darán  a  (O",  O'") 
por  centro  de  una  esfera  que  tocará  a  la  cara  SAB  fuera  de  la  pi- 
rámide primitiva,  y  qne  será  siempre  tanjente  a  las  otras  tres  caras  pro^ 
longadas  a  la  derecha  de  SAB.  Por  este  mismo  medio  hallaremos  je^ 
neralmente  ocho  esferas  tanjentes  a  los  cuatro  planos  indefinidos  que 
contienen  a  las  caras  de  la  pirámide  SABC;  porque  representando  por 
a,  a',  a"  los  tres  ángulos  diedros  interiores^  y  por  (i>,  ew'  y  w"  los  tres  án- 
gulos diedros  esteriores,  que  tjenen  por  aristas  a  los  lados  AB,  AC  y 
BC,  podremos  evidentemente  adoptar  por  centro  de  la  esfera  pedida, 
al  punto  de  intersección  de  los  tres  planos  disectores  que  dividan  a 
los  ángulos  diedros  comprehendidos  en  cada  una  de  las  combinaciones 
siguientes. 


Otf  Ot  p  Oí 


a,  a",  w' 
a, a  ,(0 


a,   (tí',  ctí" 

Ol\    (tí,   (tí** 

a",  (tí,  (tí' 


(tí,  (tí',  (tí". 


Con  mucha  facilidad  percibiremos  la  razón,  porque  es  preciso  exíclu ir 
toda  combinación  en  que  entren  dos  ángulos  adyacentes  a  la  misma 
arista,  como  a  y  (tí;  el  número  de  estas  soluciones  podrá   ser  menor^ 
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seguii  sean  las  inclinaciones  de  los  cuatro  planos  dados.  £8ta  cuestión 
es  análoga  al  problema  de  jeometría  plana,  en  que  nos  proponemos 
hallar  un  círculo  que  sea  tanjente  a  tres  rectas  conocidas. 
'  504.  Construir  un  punto  cuando  se  conocen  sus  distancias  a  otros 
tres  purtos  dados,  o  a  tres  planos  conocidos,  o  finalmente  a  tres  rectas 
dadas» 

1.^  Representemos  por  A,  B  y  C  los  puntos  dados,  y  sus  distancias 
respectivas,  al  punto  desconocido  x,  por  ce,  g  y  y.  Si  ahora  eoncebimoa 
una  esfera  que  tenga  su  centro  en  A,  y  por  radio  la  distancia  a,  el  punto 
X  deberá  hallarse  evidentemente  en  alguno  de  los  puntos  de  la  superfi- 
cie de  esta  esfera;  así  mismo  se  hallará  también  sobre  la  superficie  de 
otras  dos  esferas  que  tengan  sus  centros  en  B  y  C,y  cuyos  radios  sean 
las  lonjitudes  6  y  y;  por  consiguiente  la  cuestión  viene  a  reducirse  a  ha- 
llar la  intersección  de  tres  esferas  dadas,  cuyo  problema  hemos  resuelto 
en  el  núm.  497. 

2.°  Si  ahora  representamos  por  P,  P'  y  P"  los  planos  dados,  y  por  d, 
d'  y  d"  sus  distancias  al  punto  desconocido  x,  este  deberá  hallarse  aun 
mismo  tiempo  entres  planos  je?, /i*  y  p"  respectivamente 'paralelos  a 
P,  P'  y  P"  y  distantes  de  estos  las  cantidades  iguales  a  d,  d'  y  d".  Lue- 
go, construyendo  los  planos  p,  p*  y  y  según  los  métodos  del  libro  VI^ 
se  reducirá  la  cuestión  a  hallar  la  intersección  de  tres  planos  conocidos, 
cuyo  problema  sabrá  el  lector  resolver  fácilmente.  Solo  observemos  que, 
como  el  plano  p,  por  ejemplo,  puede  tirarse  a  la  distancia  í,  ya  sea  en- 
cima o  ya  debajo  del  P,  habrá  también  ocho  soluciones  para  la  posición 
del  punto  pedido  x. 

3.^  Finalmente  sean  A,  B  y  G  tres  rectas  dadas,  de  las  que  el  punto 
incógnito  X  diste  las  cantidades  a,  6y  y  y-  Bi  nos  figuramos  un  cilindro 
de  revolución  que  tenga  por  eje  a  la  línea  A,  y  por  ñeccion  recta  a  un 
círculo  cuyo  radio  sea  a,  esta  superficie  cilindrica  contendrá  precisa- 
mente al  punto  X.  Este  punto  se  hallará  así  mismo  sobre  otros  dos  cilin- 
dros de  revolución,  que  tengan  por  ejes  y  por  radios  a  B  y  g,  y  a  C 
y  y;  por  consiguiente,  la  cuestión  queda  reducida  a  hallar  todos  los 
puntos  comunes  a  estos  tres  cilindros.  Y  suponiendo  que  las  trazas  ho- 
horizpntales  de  estas  tres  superficies  se  han  construido  según  vamos  a 
esplicar  aquí  abajo,  no  habrá  mas  que  buscar^  por  el  método  del  núm. 
288>  la  curba  de  intersección  del  cilindro  A  con  el  B,  y  en  seguida  la 
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de  los  cilindros  A  y  C;  y  estas  dos  carbas  que  podrán  cortarse  a  lo  mas 
en  ocho  puntos,  en  razón  a  que  las  tres  superficies  son  evidentemente 
de  segundo  grado,  nos  darán  a  conocer  por  sus  encuentros  las  diversas 
posiciones  que  puede  tener  el  punto  pedido  x.  Con  todo,  observemos 
que  para  obtener  los  puntos  verdaderamente  comunes  en  el  espacio  a 
las  dos  ciirbas,  no  deberemos  tomar,  entre  las  secciones  de  las  dos  pro- 
yéccioues  hori^iontales,  sino  los  puntos  que  exactamente  correspondan 
a  secciones  sobre  el  plano  vertical;  es  decir,  que  estos  puntos  deberán 
estar  situados  de  dos  en  dos  sobre  perpendiculares  a  la  línea  de  tierra. 
Podremos  ademas  construir,  como  para  comprobación,  la  curba  de  in- 
tersección de  los  cilindros  B  y  C,  que  deberá  también  pasar  por  los 
puntos  comunes  a  las  dos  primeras  curbas. 

505.  En  cuanto  al  modo  de  hallar  la  traza' horizontal  de  cada  c¡-fig.  105. 
lindro,  representemos  sobre  dos  planos  de  proyección  el  eje  de  uno  de 

ellos  por  (AF,  AT').  Haciendo  jirar  esta  recta  al  rededor  de  la  vertical 
A,  para  abatirla  paralelamente  a  este  mismo  plano,  se  convertirá  en  (Af, 
A'/*);  y  entonces  la  sección  circular  del  cilindro  se  proyectará  según 
una  recta  G'H*  ¡goal  a  2a  y  perpendicular  a  A[f .  Luego  el  contorno 
aparente  del  cilindro  nos  le  darán  las  rectas  G'K'  y  H'L',  paralelas  a 
A'/',  y  la  traza  horizontal  de  esta  superficie,  en  la  actual  posición,  será 
una  elipse  que  tendrá  evidentemente  por  eje  mayor  a  la  distancia  L'R\ 
Por  consiguiente,  si  restituimos  los  puntos  K'  y  L'  a  úí  y  d,  la  recta  ad 
j  su  perpendicular  ¿Ae=2a,  serán  los  ejes  de  la  elipse,  según  la  que  el 
cilindro  primitivo  corta  al  plano  horizontal;  de  modo  que  ahora  se- 
rá fácil  construir  esta  curba; 

506.  Recorriendo  un  injeniero  C*J  un  pata  montañoso^  va  provisto  de 
un  mapa  topográfico  en  el  emú  están  señaladas  exactamente  lasproyec- 
dones  de  los  diversos  puntos  del  terreno  y  también  las  acotaciones  que 
indican  las  alturas  de  estos  puntos  sobre  una  misma  superficie  de  nivel. 
Encuentra  un  punto  notable  que  no  está  representado  en  el  mapa,  y  no 
tiene  consigo  otro  instrumento  acomodado  a  medir  los  ángulos  que  un 


(*)    Este  articulo  y  el  siguiente^  están  enrodados  de  la  Jeometrta 
descriptiva  de  Monge. 
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grafómetro  provisto  de  un  hilo  de  aplomo.  Y  se  le  pide  que  sin  separarse, 
de  la  estación,  construya  en  la  carta  el  punto  en  que  se  halla,  y  que  de-- 
termine  la  acotación  que  corresponde  a  este  punto,  es  decir,  su  altura  so- 
bre  la  superficie  de  niveL 

^^  Entre  los  puntos  del  terreno  marcados  de  un  modo  exacto  en  el 
mapa,  y  que  están  mas  próximos,  señalará  el  injeniero  tres,  dos  de  los 
cuales»  a  lo  menos,  no  estén  ^  la  misma  altura^que  él,  en  seguida  observa- 
rá los  ángulos  formados  por  la  vertical  y  los  rayos  visuales  dirijidos  a 
estos  tres  puntos,  y  en  virtud  de  esta  sola  observación,  podrá  resolver 
la  cuestión. 

^^  Con  efecto,  llamemos  A,  B  y  C,  a  los  tres  puutos  observados  cuyas 
pro}'ecciones  horizontales  están  marcadas  en  el  mapa,  sus  proyecciones 
verticales  las  podrá  también  construir  por  medio  de  las  acotaciones  respec- 
tivas. Supuesto  que  conoce  el  ángulo  formado  por  la  vertical  y  el  rayo  vi- 
sual dirijido  al  punto  A,  conocerá  también  el  ángulo  formado  por  el  mis- 
mo rayp  con  la  vertical  levantada  en  el  punto  A;  porque  despreciando  la 
curbaturade  la  tierra,  que  es  en  el  caso  presente  conveniente,  estos  dos 
ángulos  serán  alternos  internos,  y  por  consiguiente,  iguales.  Luego,  como 
conoce  una  superficie  cónica,  de  base  circular,  cuya  cúspide  está  en  el 
punto  A,  su  eje  es  vertical,  y  el  ángulo  formado  por  este  eje  y  la  recta 
jeneratriz  igual  al  ángulo  observado,  lo  que  completamente  determina  a 
la  superficie,  esta  precisamente  pasará  por  el  rayo  visual  dirijido  al 
puntoA,  y  por  consiguiente  por  el  punto  de  la  estación;  de  este  modo 
tendrá  determinada  la  primer  superficie  curba,  sobre  que  se  halla  el  pun- 
to pedido.  Haciendo  el  mismo  raciocinio  respecto  a  los  otros  dos  puntos 
B  y  C,  concluirá  que  el  punto  pedido  se  halla  también  sobre  otras  dos 
superficies  cónicas  de  bases  circulares,  cuyos  ejes  son  verticales,  y  sus 
cúspides  se  hallan  en  los  puntos  B  y  C,  y  que  en  cada  una  de  ellas  el 
ángulo  formado  por  el  eje  con  la  jeneratriz ,  es  igual  al  ángulo  for- 
mado por  la  vertical  con  el  rayo  visual  correspondiente.  Según  esto, 
el  punto  pedido  se  hallará  al  mismo  tiempo  sobre  tres  superficies 
cónicas,  determinadas  de  forma  y  de  posición,  y  por  consiguiente  estará 
en  su  intersección  común.  En  este  caso  no  hai  mas  que  construir,  sejgnn 
los  datos  de  la  cuestión,  las  proyecciones  horizontales  y  verticales  de 
las  intersecciones  de  estas  tres  superficies,  consideradas  de  dos  ea  dos 
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(*);  las  intersecciones  de  estas  proyecciones  nos  darán  las  proyecciones 
horizontal  y  vertical  del  punto  pedido;  y  por  consiguiente»  la  posi- 
ción de  este  pnnto  en  el  mapa,  y  su  altura  encima  o  debajo  de  los  pun- 
tos observados,  lo  cual  determinará  su  acotación. 

"  Esta  solución  debe  producir,  en  jeneral,  ocho  puntos  que  cumplan 
con  la  cuestión,  pero  le  será  fácil  al  observador  el  distinguir  entre  estos 
ocho  puntos,  el  que  coincide  con  el  punto  de  la  estación.  Pero  desde 
luego  podrá  cerciorarse  si  el  punto  de  la  estación  se  halla  encima 
o  debajo  del  plano  que  pasa  por  los  tres  puntos  observado»;  supon- 
gamos que  este  punto  esté  encima  del  plano  de- la  cúspide  de  los  co- 
nos; en  este  caso,  estará  autorizado  para  despreciar  las  ramas  de  la 
intersección  de  las  superficies  cónicas  que  existen  debajo  de  este  plano, 
y  en  viriud  de  esto,  eí  número  de  puntos  visibles  quedará  reducido  a 
cuatro;  esto  mismo  sucedería  si  por  el  contrario  el  punto  de  la  estación 
estuviese  colocado  debajo  del  plano.  En  seguida,  entre  estos  cuatro 
puntos,  si  acaso  existen  todos,  encontrará  con  facilidad  el  que  tiene  la 
misma  posición  respecto  a  las  otras  tres  cúspides,  que  la  del  punto  do 
la  estación,  con  relación  a  los  puntos  observados. '' 

507.  Sienda  las  mismas  las  circunstancias  que  en  la  cuestión  prece- 
dente,  con  la  sola  diferencia  de  que  el  instrumento  no  está  provisto  de 
hilo  de  aplomo^  de  modo  que  no  pueden  medirse  los  ángulos  con  la  ver- 
tical,  se  pide  aun  al  injeniero,  que  sin  separarse^ de  la  estación,  Jije  so- 
bre el  mapa  la  posición  del  punto  en  que  se  halla,  y  que  determine 
la  acotación  de  este  punto,  es  decir,  su  elevación  sobre  la  superficie  de 
nivel  a  que  están  referidas  todos  los  puntos  del  mapa. 

'^  Después  de  haber  elejido  tres  puntos  del  terreno  que  estén  espresa- 
dos de  un  modo  exacto  en  el  mapa^  y  que  se  hallen  situados  de  modo 
que  el  punto  de  estación  no  esté  en  el  mismo  plano  con  ellos,  medirá  el 
injeniero  los  tres  ángulos  que  forman  entre  sí  los  rayos  visuales  diríjidos 


(*}  La  intersección  de  dos  de  estos  conos  se  construirá  por  el  método 
delnúm.  297;  y  mejor  aun,  cortándolos  con  diversos  planos  horizontales, 
porque  las  secciones  serán  círculos,  cuyos  centros  se  proyectarán  en  el 
mismo  punto  que  la  cúspide,  y  sus  radios  estarán  de  manifiesto  en  el  pía* 
no  verticaL 
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a  estos  tres  puntos;  y  por  medio  de  esta  sola  observación,  estará  en  es- 
tado de  resolver  la  cuestión. 

<^  Con  efeeto,  si  llamamos  A>  B,  y  C  a  los  tres  puntos  observados,  y  si 
los  unimos  por  las  tres  rectas  4B,  BC  y  GA,  el  iujeniero  tendrá  las 
proyecciones  horizontales  de  estas  rectas  trazadas  en  el  mapa;  y  ade- 
mas, por  medio  de  las  acotaciones  de  los  tres  puntos,  conocerá  las  dife- 
rencias de  las  alturas  de  las  estremidades  de  estas  rectas,  y  por  consi- 
guiente, podrá  determinar  la  magnitud  de  cada  una  de  ellas» 

/^  Sentado  esto,  si  en  un  piano  cualquiera  tirado  por  AB,  conocemos 
un  triángulo  rectángulo  BAD  construido  sobre  AB  como  base,  y  cuyo 
ángulo  en  B  sea  el  complemento  del  ángulo  bajo  el  cual  se  ha  observa- 
do el  lado  AB,  el  ángulo  en  D  será  igual  al  ángulo  observado,  y  la  cir- 
cunferencia de  círculo  descrita  por  los  tres  puntos  A^  B  y  D,  gozará  de 
la  propiedad,  de  que  si  desde  uno  cualquiera  de  los  puntos  del  arco  ADB 
tiramos  dos  rectas  a  los  punios  A  y  B,  el  ángulo  que  estas  comprehen- 
dan  entre  sí  será  igual  al  ángulo  observado*  Por  consiguiente,  si  conceH 
bimos  que  el  plano  del  círculo  jira  al  rededor  de  AB  como  charnela,  el 
arco  ADB  enjendraráuna  superficie  de  revolución  cuyo3  puntos  todos 
gozarán  de  la  misma  propiedad;  es  decir,  que  si  desde  un  punto  cual- 
quiera de  esta  superficie,  tiramos  dos  rectas  a  los  puntos  A  y  B,  estas 
rectas  formarán  entre  sí  un  ángulo  igual  al  ángulo  observado.  Pero  es 
evidente  que  los  puntos  de  esta  superficie  de  revolución  son  los  únicos 
que  gozan  de  esta  propiedad;  luego  la  superficie  pasará  por  el  punto  de 
la  estación.  Si  raciocinamos  del  mismo  modo  respecto  a  las  otras  dos 
rectas  BC  y  CA,  tendremos  otras  dos  superficies  de  revolucien,  sobre 
cada  una  de  las  que  se  hallará  el  punto  de  la  estación;  por  consiguien- 
te, este  punto  estará  a  un  mismo  tiempo  sobre  tres  superficies  de  revo- 
lución, de  forma  y  posición  determinada;y  en  virtud  de  esto  será  un  pun- 
to de  su  ccmun  intersección.  Así  es,  que  construyendo  las  proyeccio- 
nes horizontales  y  verticales  de  las  intersecciones  de  estas  tres  superfi- 
cies consideradas  de  dos  en  dos,  los  puntos  en  que  las  missrias  tres  pro- 
yecciones se  corten,  serán  las  proyecciones  del  punto  que  cumple  con 
la  cuestión. 

508.  Verdad  es  que,  si  para  efectuar  estas  construcciones  por  el  mé- 
todo del  núm.  333,  adoptamos  el  plano  del  triángulo  ABC  por  plano  ho- 
rizontal del  depurado,  y  dirijimos  el  plano  vertical  perpendicular  a  uno 
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de  los  ladosi  al  AB  por  ejemplo,  no  hallaremos  de  este  modo  sino  la 
proyección  del  punto  pedido  sobre  el  plano  ABC  y  su  altura  encima  o 
debajo  de  este  plano;  pero  como  este  último  tiene  una  posición  cono- 
cida respecto  a  la  superficie  de  nivel  a  que  están  referidos  todos  los 
puntos  del  mapa,  será  mui  fácil  hallar  en  seguida  la  proyección  de  la 
estación  sobre  el  plano  mismo  del  mapa,  y  su  altura  encima  de  este 
plano. 

509.  Observemos  también  que  si  quisiéramos  resolver  esta  problema 
analíticamente,  combinando  para  ello  las  equacioncs  de  las  tres  super- 
ficies de  revolución  descritas  por  los  arcos  ADB,  BEC  y  CFA,  halla- 
ríamos muchas  soluciones  que  serian  ajenas  de  la  cuestión;  porque  el 
análisis  no  separarla  la  napa  descrita  por  el  arco  ADB,  de  la  que  descri- 
be el  arco  AdB;  sino  que  una  sola  equacion  abrazaría  a  la  vez  a  estas 
dos  napas.  Sin  embargo,  ya  que  por  la  observación  conocemos,  en  el 
caso  presente,  los  ángulos  romprehendidos  entre  los  rayos  visuales 
sentimos  mui  bien  que  no  nos  es  permitido  adoptar  indiferentemente 
al  ángulo  ADB,  o  a  su  suplemento  AdB.  Por  consiguiente,  en  las  ope- 
raciones gráficas,  debemos  despreciar  enteramente  las  ramas  de  las 
curbas  y  los  puntos  qu6  nos  den  las  napas  suplementarias^  enjendradas 
por  la  revolución  de  los  tres  arcos  AdB,  AcC  y  A/C. 
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Nociones  jenerales  sobre  las  superficies  gausas. 

510.  A  todas  las  superficies  que  pueden  ser  enjendradas  por  el  mo- 
vimiento de  una  línea  recta,  se  les  da  en  jeneral  el  nombre  de  superfi- 
cies REGLADAS,  porque  evidentemente  podremos  ejecutarlas  sobre  un 
cuerpo  sólido,  por  medio  de  una  reglan  cuya  ventaja  hace  que  su  uso  sea 
mui  frecuente  en  las  artes;  pero  debemos  dividirlas  en  dos  clases  muí 
distintas  según  la  lei  que  dirijo  el  movimiento  de  la  jeneratriz  rectilínea^ 
cumple  o  no  con  la  condición  de  que  dos  posiciones  consecutivas  de 
la  recta  móvil  estén  situadas  en  un  mismo  plano.  Cuando  esta  con- 
dición queda  satisfecha,  la  superficie  reglada  es  desarroUabley  y  un  mis- 
mo plano  la  toca  en  todo  el  largo  de  una  jeneratriz,  como  lo  hemos  pro- 
bado en  los  números  175  y  177.  Y  como  todo  lo  que  dice  relación  a  la 
determinación  del  plano  tanjente,  a  la  construcción  de  las  jeneratrices 
y  al  desarrollo  de  esta  clase  de  superficies,  lo  hemos  esplicado  ya  qn 
los  libros  precedentes,  y  con  especialidad  en  el  ejemplo  jeneral  del  núm. 
465,  no  trataremos  ya  de  estas  cuestiones;  y  solo  nos  ocupamos  aqui 
en  las  scperfcies  causas,  es  decir,  en  las  superficies  enjendradas  por 
una  recta  que  se  mueve  de  modo  que  dos  posiciones  consecutivas,  por  mas 
próximas  que  las  supongamos,  no  están  situadas  en  un  mismo  plano. 
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511.  Antes  de  indicar  los  diversos  modos  de  realizar  la  condición  fig.  107. 
precedente»  haremos  observar  que  siempre  resulta,  que  el  elemento  su* 
perfidál  indefinido  en  lonjkud  y  comprehendido  entre  dos  j  enera  trices 
infinitamente  próximas  G  y  G',  es  también  ganso;  porque  respecto  a  to- 
das lascurbas  A,  B»  C,.»,.  que  se  tracen  sobre  la  superficie,  los  elemen- 
tos lineales  LU,  MM'^NNV—  que  son  rectas  que  tienen  cada  una  dos 
puntos  conumes  con  G  y  G',  no  podrán  estar  situados  en  un  mismo  pla- 
no, supuesto  que  estas  rectas  no  lo  están.  Ademas,  como  las  tanjentes 
LL^T,  MM'U,  NN'V,....  que  son  las  prolongaciones  de  estos  elementos 
lineales,  estarán,  según  lo  espuesto,  en  planos  diferentes,  precisamente 
sucederá  que  los  planos  tanjentes  GLT,  GMÜ,  GNV,...-  relativos  a  los 
diversos  puntas  1a,  M,  N....  de  una  misma  jeneratHz,  serán  distintos  unos 

de  otros,  aun  cuando  todos  contengan  a  la  jeneratriz  GLMN. 

512.  De  aquí  resulta  también  que,  en  una  superficie  gausa,  cada 
plano,  tal  como  GLT,  aunque  es  verdaderamente  tanjente  en  h,  es 
decii,  que  contiene  las  tanjentes  a  todas  las  ourbas  trazadas  sobre  la 
superficie  y  que  pasan  por  este  punto,  llega  a  ser  secante  en  todos  los 
demás  puntos  que  tiene  comunes  con  ella;  y  su  intersección  se  compone, 
en  primer  lugar-,  de  la  misma  jeneratriz  GLM,  y  de  otra  segunda  rama 
que  pasa  por  el  punto  L,  que  puede  ser  rectilínea  o  curbilinea,  según 
sea  la  forma  de  la  superficie  gausa  de  que  tratemos. 

513.  Veamos  ahora  4e  qué  modo  podemos  realizar  la  condición 
(num«  510)  que  caracteriza  a  las  superficies  gausas.  Si  sujetamos  a  la 
recta  móvil  a  que  solo  resbale  sobre  una,  o  también  sobre  dos  curhas  di- 
rectrices  A  y  B  invariables  de  forma  y  de  posición,  no  quedará  completa- 
mente determinado  el  movimiento  de  esta  recta;  porque  en  cada  punto  L 
eiejido  arbitrariamente  en  A,  podrá  la  jeneratriz  rectilínea  tomar  una  in- 
finidad de  posiciones,  situadas  todas  sobre  él  cono  que  tuviese  por  base 
a  B  y  por  cúspide  al  punto  L.  Por  consiguiente,  no  son  suficientes  dos 
curbas  para  dirijir  el  movimiento  de  una  recta;  a  no  ser  que  ademas  se 
imponga  la  condición  de  que  la  superficie  enjendrada  sea  desarrollahle, 
cómo  lo  hemos  visto  núm,  180;  pero  cabalmente  esta  condición  es  la 
misma  de  ^ue  queremos  prescindir  aquí. 

Por  consiguiente,  sujetemos  la  recta  móvil  a  resbalar  constantemente 
sobre  tres  curbas  directrices  A,  B  y  C,  y  vamos  a  ver  que  estas  condi- 
ciones son  suficientes  para  arreglar  completamente  el  movimiento  de 
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esta  jeneratriz*  Con  efecto,  si  nos  figuramos  dos  conos  que  tengan  por 
cúspide  común  al  punto  L  tomado  arbitrariamente  sobre  A,  y  por  bases 
el  uno  a  la  directriz  A  y  el  otro  a  la  C,  podremos  con  suma  facilidad 
construir  las  trazas  de  estas  superficies  cónicas  sobre  uno  de  los  planos 
de  proyección;  y  uniendo  los  puntos  de  sección  de  estas  dos  trazas  con 
la  cúspide  común  L,  obtendremos  una  o  mas  rectas,  pero  siempre  fini- 
tas en  número,  que  así  como  la  GLMN,  se  apoyarán  evidentemente  en 
las  tres  curbas  A,  B  y  C,  supuesto  que  dichas  rectas  son  las  interseccio- 
nes de  dos  conos  que  pasan  por  B  y  por  C.  Por  consiguiante,  estas  rec- 
tas serán  Yne  posiciones  determinadas  que  debe  tomar  la  jeneratriz  mó- 
vil, Cuando  resbalando  sobre  A,  llegue  al  punto  L;  respecto  a  otros  pun- 
tos L\  L'^....  construiremos  del  mismo  modo  las  posiciones  de  esta  je- 
neratriz. 

514.  Ademas  de  esto,  la  superficie  enjendrada  de  este  modo,  será 
en  jeneral  gausa;  porque  cuando  la  recta  móvil  pase  de  una  posición 
GLMN  a  otra  G'L'M'N'  infinitamente  próxima,  podrá  considerarse  co- 
mo si  hubiese  j irado  sobre  las  tres  tanjentes  LT,  MU  y  NV,  que  tienen 
con  las  directrices  los  elementos  comunes  hL\  MM'  y  NN';  luego,  si 
estas  tres  tanjentes  no  están  situadas  en  un  solo  y  mismo  plano,  tam- 
poco se  hallarán  en  él  las  dos  jeneratrices  G  y  G'.  Pero  para  que  estas 
tanjentes  se  hallen  en  un  mismo  plano,  y  sobre  todo  para  que  esta 
misma  circunstancia  se  reproduzca  en  cada  sistema  de  puntos  (L,  M^ 
N),  (L',  M',  N'),  (L",  M",  N"),*.„  situados  de  tres  en  tres  en  línea  recta, 
es  claro  que  se  necesita  hacer  una  elección  particular  en  la  forma  y  po- 
cision  de  las  directrices  A,  B  y  C;  por  consiguiente,  en  jeneral,  la  sm- 
perficie  descrita  por  una  recta  móvil  que  se  apoya  constantemente  en  tres 
curbas  Jijas,  es  gausa. 

Pero  una  superficie  de  esta  naturaleza  puede  presentar  una  línea  sin- 
gular, en  cuya  lonjitud  exista  un  elemento  plano,  indefinido  en  lonjitud; 
esto  es  lo  que  sucedería  en  el  caso  en  que  respecto  a  cierto  punto 
L,  los  dos  conos  de  que  acabamos  de  hablar  en  el  numero  preceden- 
te, tuviesen  sus  trazas  tanjentes  una  a  otra.  ]Sn  este  caso,  la  jeneratriz 
tirada  de  L  a  este  punto  de  contacto,  podría,  sin  separarse  del  punto  L, 
resbalar  sobre  la  tanjente  común  a  las  dos  trazas,  y  así  describiría  un  ele- 
mento particular  que  sería  plano.  Esto  es  lo  mismo  que  suponer  que  las 
dos  tanjentes  MU  y  NV  están  en  un  mismo  plano^  y  con  mayor  razón 
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sería  lo  mismo,  8i  las  tres  tanjentes  en  L,  M,  y  N  se  hallasen  en  un 
solo  plano. 

515.  Podemos  también  sujetar  a  la  recta  móvil  G  a  que  resbale  cons-  ^^g-  '^^• 
tantemente  sobre  das  cnrhas  fijas  A  y  B,  permaneciendo  siempre  paralela 

a  un  plano  dadoT  que  se  W^m^i  plano  director.  Para  construir  en  este 
caso  las  posiciones  de  la  jeneratriz»  es  suficiente  cortar  a  las  curbas  A 
y  B  (num.  233)  con  varios  planos  paralelos  a  P;  y  uniendo,  por  medio 
de  una  recta,  los  dos  puntos  de  sección  de  cada  plano,  tendremos  las  lí- 
neas GLM,  G'L'MV*-*  que  evidentemente  satisfarán  las  condicio- 
nes impuestas  a  la  jeneratriz.  La  superficie  que  es  el  lugar  de  todas  es- 
tas rectas,  será  también  enjeneral  gausa,  porque  las  tanjentes  LL'T  y 
MM'U,  en  que  se  apoya  la  recta  G  cuando  pasa  a  la  posición  infinita-  ^ 
mente  próxima  G',  no  se  hallarán  de  ordinario  en  un  mismo  plano. 

Por  lo  demás,  este  jénero  de  superficies  gausas  se  comprehende  en 
el  precedente,  cuando  nos  imajinamos  que  la  tercera  directriz  C  está 
situada  al  infinito,  en  el  plano  P, 

516.  En  todas  las  superficies  regladas,  podremos  reemplazar  las 
curbas  directrices  por  superficies  directrices  a  las  que  deberá  la  recta 
móvil  ser  tanjonte.  Por  ejemplo,  si  asignamos  una  curba  A  y  una  su- 
perficie S  para  dirijir  a  la  jeneratriz,  auna  con  un  plano  P  a  que  esta 
recta  móvil  deba  permanecer  paralela,  deberemos  tirar  por  cada  punto 
L  tomado  sobre  A,  un  plano  paralelo  a  P,  el  cual  cortará  a  la  superfi- 
cie S  según  una  curba  a  la  que  tiraremos  tanjentes  que  salgan  de  L; 
estas  serán  las  posiciones  de  la  jeneratriz  pedida,  y  la  superficie  regla- 
da, producida  de  este  modo,  será  en  jeneral  gausa.  Ademas,  tocará  a  S 
en  toda  la  estension  de  la  curba  formada  por  los  puntos  de  contacto  cr, 
g,  y,;...  de  las  tanjentes  de  que  acabamos  de  hablar;  porque,  así  para  la 
superficie  gausa  como  para  la  S,  el  plano  tanjente  contendrá  a  la  jene- 
ratriz rectilínea  y  a  la  tanjente  de  la  curba  aSv?  que  es  común  a  las  dos 
superficies. 

Si  se  nos  diesen  dos  superficies  S  y  S'  con  un  plano  director  P,  cor- 
taríamos a  estas  superficies  con  diversos  planos  paralelos  a  P,  y  tiraría- 
mos una  tanjente  coman  a  las  dos  secciones  producidas  por  cada  uno 
de  los  planos  secantes. 

517.  Cuando  las  superficies  regladas  no  diárniien  plano  director  y  po- 
dremos  reemplarar  una  o  mas  de  las  tres  curbas  directrices  A,  B  y  C, 
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con  superficies  a  que  deba  ser  tanjente  la  jeneratriz.  Con  efectOi  supon- 
gamos que  señalemos  para  dirijir  el  movimiento  de  esta  recta,  a  las 
curbas  A  y  B  con  una  superficie  S;  será  preciso  construir  para  cada 
punto  L  tomado  sobre  A,  dos  conos  que  tengan  sus  cúspides  comunes 
en  L,  y  uno  de  los  cuales  tenga  por  base  a  la  curba  B,  en  tanto  que 
el  otro  esté  circunscrito  a  la  superficie  S  (núm.  347):  las  intersecciones 
de  estos  dos  conos,  que  precisamente  serán  rectas,  nos  darán  la  posi- 
ción de  lajeneratriz  cuando  pase  por  el  punto  L.  Cuando  la  superficie 
S  sea  desarrollable,  será  mas  corto  tirarle  un  plano  tanjente  que  corte 
a  las  dos  curbas  A  y  B  en  puntos  que  reuniremos  por  medio  de  una  rec- 
ta, esta  será  una  posición  de  la  jeneratriz. 

Si  se  nos  da  una  sola  curba  A  con  dos  superficies  directrices  S  y  S\ 
será  preciso  combinar  a  un  tiempo  dos  conos  cif  cunscritos  uno  a  S  y  el 
otro  a  S'  y  cuya  cúspide  común  se  halle  en  un  punto  L  de  la  línea  A. 

518.  Guando  solo  se  asignan  tres  superficies  S,  S'  y  S'*  a  las  que  la 
recta  móvil  deba  constantemente  permanecer  tanjente,  será  mucho 
mas  trabajosa  la  construcción  de  las  diversas  posiciones  de  esta  jene- 
ratriz; pero  llegaremos  a  conseguirlo  refiriendo  la  cuestión  a  uno  de  los 
casos  precedentes.  Con  efecto,  si  conocemos  una  recta  G  que  toque  a 
la  superbie  S  en  un  punto  determinado  a,  a  S*  en  a',  y  a  S''  en  a";  y  ha- 
cemos en  seguida  resbalar  esta  línea  Gaa'a''  sobre  las  dos  superficies  S 
y  S^  sujetándola  ademas  a  permanecer  paralela  a  un  plano  director  P, 
obtendremos,  por  el  método  del  núm.  516,  una  superficie  ausiliar  Sque 
cortará  a  S"  según  cierta  curba  «"§"7"  que  pasará  por  el  punto  a",  y  a 
la  que  la  recta  G  será  precisamente  tanjente  en  este  punto,  porque  G  se 
halla  evidentemente  en  el  plano  tanjente  de  S",  y  en  el  que  toca  a  la  su- 
perficie gausa  S  en  el  punto  a'\  Por  consiguiente,  si  principiamos  por 
construir  la  superficie  ausiliar  S  que  tiene  por  directrices  a  S,  S\  y  al 
plano  P;  y  si  en  seguida  determinamos  su  intersección  a''6''Y"  con  la 
superficie  S",  no  habrá  mas  que  tirar  a  la  curba  a'^S'^y"  una  tanjente 
que  sea  paralela  al  plano  P,  y  esta  tanjente  será  la  posición  de  una  je- 
neratriz G  de  la  superficie  pedida  que  tiene  por  directrices  a  S,  S',  y  S'\ 
Para  obtener  otros  puntos  de  esta  jeneratriz,  haremos  variar  la  direc- 
ción del  plano  P. 

519.  Podemos  también  dirijir  el  movimiento  de  la  recta  que  enjen- 
dra  una  superficie  reglada,  asignando  dos  curbas  directrices  A  y  B,  con 
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ta  condición  de  que  lajeneratriz  corte  a  una  de  ellas  bajo  un  ángulo  cons- 
tante dado;  o  bien,  (\\xeí  la  porción  de  esta  jeneratriz  comprekendida^ 
entre  A  y  B,  conserve  una  lonjitudfija.  Podemos  también  hacer  resba- 
lar la  recta  móvil  al  largo  de  una  sola  curba  A  trazada  sobre  una  super^ 
ficie  fija  S,  a  laque  deberá  lajeneratriz  ser  normal  Sfa.  Sfa.  Pero  todas 
estas  variedades  de  superficies  regladas,  para  las  que  será  fácil  nos 
imajinemos  un  modo  de  construcción  apropiada  a  las  condiciones  que 
imponga  cada  problema,  no  ofrecen  un  interés  tal  que  motive  las  dis- 
cutamos en  detalle,  y  ademas,  no  forman  en  el  fondo  jénero  verdéuiera- 
mente  distinto,  puesto  que  siempre  las  podemos  concebir  relacionadas 
con  las  del  núm.  513,  adoptando  por  directrices  de  la  recta  móvil,  a 
tres  secciones  dadas  a  discreción  en  la  superficie. 

520.  Para  completar  estas  nociones  jenerales,  agregaremos  que  se 
da  el  nombre  particular  de  conoide  a  las  superficies  gausas  que  admi- 
ten un  plano  director  P  con  dos  directrices,  una  de  las  que  es  rectilínea: 
la  otra  directriz  puede  ser  una  curba  o  una  superficie.  Diremos  que  el 
conoide  es  rectOy  cuando  la  directriz  rectilínea  sea  perpendicular  al  plano 
P  (véase  núm.  596).    ■ 

Cuando  las  dos  directrices  son  rectas,  el  conoide  toma  el  nombre  de 
paraboloide  hiperbólico^  o  de  conoide  de  segundo  grado,  porque  es  $1 
único  cuya  equacion  no  se  eleva  mas  que  a  este  grado. 

Finalmente^  cuando  una  superficie  reglada  que  no  admite  plano  dn 
rector,  tiene  por  directrices  a  tres  rectas  cualesquiera,  toma  el  nombre 
de  hiperboloide  de  una  napa;  este  hiperboloide  y  el  paraboloide  de  que 
acabamos  de  hablar,  se  designan  también  simultáneamente  bajo  el 
nombre  de  superficies  gausas  de  segundo  grado,  porque  el  análisis  nos 
enseña  que  son  las  únicas  superficies  de  esta  naturaleza,  cuya  equa- 
cion no  se  eleva  sino  hasta  este  orden.  Vamos  a  principiar  por  con- 
siderar estos  dos  jéneros  particulares,  que  presentan  propiedades  mqi 
notables,  y  que  necesitamos  conocer  para  estudiar  las  otras  superficies 
gausast 
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CAPITULO  II. 

Del  hiperboloide  de  una  ñapa. 


109.  521.  Llamamos  así,  a  la  superficie  particular  enjendrada  por  una 
recta  móvil  A  que  constantemente  se  apoya  sobre  tres  rectas  fijas  B,  B'  y 
B"  que  no  son  paralelas  a  un  solo  planoy  y  de  las  que  dos  cualesquiera  de 
ellas  no  se  hallan  tampoco  en  un  mismo  plano;  porque  mas  adelante  de- 
mostraremos (núm,  535)  que  esta  superficie  es  idéntica  con  la  que  hemos 
designado  ya  bajo  este  nombre  en  el  num.  83.  La  construcción  de  las 
jeneratrices  se  efectuará  por  el  procedimiento  jeneral  del  núm.  513,  que 
será  ahora  mui  sencillo,  porque  las  superficies  cónicas  ausiliares  se  redu- 
cirán a  planos;  y  así  después  de  haber  tomado  un  punto  arbitrario  L  so- 
bre la  directriz  B,  tiraremos  por  este  punto  dos  planos,  uno  de  los  cua- 
les pase  por  B'  y  otro  por  B";  indagando  en  seguida  la  intersección  de 
estos  dos  planos,  obtendremos  una  recta  ALMN  qiie  evidentemente  se 
apoyará  sobre  las  tres  directrices  señaladas.  Hallaríamos  el  mismo  re- 
sultado, construyendo  la  intersección  de  la  directriz  B^'  con  el  único 
plano  tirado  por  L  y  la  recta  B',  y  uniendo  este  punto  de  sección  con  el 
punto  L.  Este  mismo  procedimiento  aplicado  subcesivamente  a  otros 
puntos  L',  L'V—  de  la  recta  B,  nos  dariji  las  diversas  jeneratrices  A,  A', 
A",  A"V-  del  hiperboloide  de  que  tratamos;  y  como  cada  una  no  puede 
ocupar  evidentemente  sino  una  sola  posición  cuando  pasa  por  un  punto 
dado  L  o  L',  sígnese  de  aquí  que  el  movimiento  de  la  recta  móvil  queda 
completamente  determinado  por  la  condición  de  apoyarse  sobre  lastres 
directrices  asignadas. 

522.  Esta  superficie  es  precisamente  gausa;  porque  no  podrán  ha- 
llarse en  un  mismo  plano  dos  jeneratrices  cualesquiera  A  y  A',  sino 
cuando  las  rectas  B,  B',  B",  que  cada  una  tiene  dos  puntos  comu- 
nes con  A  y  A',  estén  también  situadas  en  pste  plano  único;  lo  que 
es  contrario  a  las  condiciones  formalmente  impuestas  en  la  definición 
del  núm.  521.   Ademas,   como  este  raciocinio  no  exije  que  las  dos 
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rectas  A  y  A',  estén  aquí  infínitamente  próximas,  como  se  suponía  para 
una  superficie  gausa  jeneral  (núm.  510),  resulta  que  en  el  hiperboloide, 
dos  jeneratrices  cualesquiera  no  esUhi  nunca  en  un  mismo  plano. 

523.  Si  entre  las  tres  directrices  B,  B'  y  B",  que  suponemos  no  scrnü.  w^. 
paralelas  a  un  solo  plano,  hubiese  dos  que  estuviesen  en  tin  mismo  pla- 
no B'CB",  no  podría  la  recta  móvil  A  cumplir  con  las  condiciones  im- 
puestas, sino  de  loados  modos  siguientes  :  1.  ^  pasando  constantetnente 

por  el  punto  de  sección  C  y  resbalando  sobre  B,  lo  que  haria  que  des- 
cribiese el  plano  CDB  ;  2.  ®  jirando  en  el  plano  B'CB",  al  rededor  del 
punto  1)  en  que  le  encuentra  la  recta  B.  Y  en  ambos  modos  la  su- 
perficie descrita  sería  el  sistema  do  dos  planos  que  se  cortasen.  Pero 
esta  variación  del  hiperboloide,  que  es  análoga  al  caso  de  una  hipérbola 
reducida  a  sus  asíntotas,  no  presenta  ninguna  indagación  nueva,  y  en 
adelante  continuaremos  excluyendo  la  hipótesis  enteramente  particular 
de  que  dos  de  las  directrices  se  hallen  en  un  mismo  plano. 

524.  El  hiperboloide  de  una  napa  goza  de  una  propiedad  muí  nota-Fiü.  i09. 
ble,  e  importante  para  la  determinación  de  los  planos  tanjentes  a  las 
superficies  gausas  jeneralas;  esta  es  la  de  admitir  otro  segundo  modo  de 
jeneracion  por  mendio  de  la  línea  recta,  en  el  cual  las  primeras  jenera- 
trices  se  conviertan  en  directrices,  y  recíprocamente.  Es  decir  que  si  hace- 
mos resbalar  una  recta  móvil  sobre  tres  cualesquiera  de  las  rectas  A,  A', 

A",  A"',....  que  acabamos  de  construir,  esta  nueva  jeneratriz,  que  coinci- 
dirá evidentemente,  en  tres  desús  posiciones,  con  B,  B'  y  B",  describirá 
una  superficie  idéntica  con  el  primer  hiperboloide^  tanto  en  su  forma 
cuanto  en  la  posición.  Pero  antes  de  demostrar  esta  bella  propiedad,  re- 
cordaremos dos  teoremas  conocidos  en  la  teoría  de  las  transversales. 

525.  Lema  I.  Cuando  cu  un  triangulo  ABC,  se  tira  una  transversal  fig.  ni. 
cualquiera  PQR  que,  cortando  a  los  tres   lados  o  sus  prolongaciones, 
fornf^e  seis  segmentos,  el  producto  de  tres  segmentos  que  no  estén  conti- 
guos es  igual  al  producto  de  los  otros  tres;  es  decir  que  tendremos  que 

AP  .  CR  .  BCl=Aa  .  BR  .  CP  fxj 

Con  efecto,  tiremos  la  recta  BH  paralela  a  PQR,  y  evidentemente 
tendremos  las  proporciones  siguientes  : 

AQ  :  QB  ::  AP  :  PU  =  ^^^ 

AQ     ' 

39 
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CP.  BR 


CR  :  BR  ::  CP  :  PH  = 


CR 


y  en  seguida  igualando  los  dos  valores  de  PH,  hallaremos  la  formula  (x). 

FiG.  1 12    526.     Lema  IL  Si  en  un  cuadrilátero  gauso  ABCD,  trazamos  dos 

^       '  rectas  MN  y  PQ  que,  apoyándose  cada  una  en  dos  lados  opuestos,   o 

en  sus  prolongaciones,  se  corten  en  un  punto  O,  el  producto  de  cuatro 

segmentos  no  contiguos  será  siempre  igiuil  al  producto  de  los  otros  cuatro 

segmentos;  es  decir  que  tendremos  que 

AP  .  BN  .  CQ  •  DM=AM  •  DQ  .  CN  ¿  iJP  (y) 

Primeramente,  observemos  que  si  las  dos  transversales  MN  y  PQ 
se  cortan  efectivamente,  deben  hallarse  en  el  mismo  plano,  el  cual  con- 
tendrá a  las  rectas  PN  y  MQ  que,  por  consiguiente,  irán  a  cortarse  en 
cierto  punto  R;  pero  como  estas  rectas  PN  y  MQ  se  hallan,  una  en  el 
plano  del  triángulo  ABC,  y  la  otra  en  el  de  ADC,  y  estos  planos  se  cor-* 
tan  según  la  diagonal  AC,  es  preciso  que  el  punto  de  encuentro  R  de 
las  líneas  PN  y  MQ,  esté  precisamene  colocado  sobre  esta  diagonal. 
,  De  donde  se  sigue  que  para  obtener,  en  un  cuadrilátero  gauso,  dos  trans- 
versales opuestas  que  realmente  se  corten,  podemos  tomar  a  discreción 
una  de  ellas  MN,  y  elejir  arbitrariamente  el  punto  P  de  la  segunda;  pero 
en  seguida,  deberemos  trazar  la  recta  PNRque  irá  a  cortar  a  la  diagonal 
AC  en  un  punto  R,  y  luego  tirar  la  RM  que  determinará  la  posición  del 
punto  Q  que  será  preciso  unir  con  P. 

Esto  supuesto,  los  triángulos  ABC  y  ADC,  cortados  por  las  trans- 
versales PNR  y  MQR,  nos  dan,  en  virtud  del  lema  precedente, 

AP  .  BN  .  CR  =  AR  .  CN  .  BP, 
CQ  •  DM  .  AR=  CR  .  DQ  •  AM; 

y  de  aquí,  multiplicando  miembro  por  miembro  estas  igualdades,  y  su- 
primiendo los  factores  comunes,  deduciremos  la  relación  anunciada  }  a, 

AP  .  BN  •  CQ  .  DM  =  AM  .  DQ  .  CN  .  BP (y) 

la  cual  puede  escribirse  así : 

AP       CQ       AM      CN 


PB    '  QD  ~  MÜ  •  NB 


(^> 
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527,  Recíprocamente,  si  dos  rectas  PQ  y  MN  cortan  a  los  lados 
opuestos  de  un  cuadrilátefo  gauso  AÉCD,  de  modo  que  se  verifique  la 
fórmula  (y),  estas  dos  transversales  se  hallan  en  un  mismo  plano.  En 
efecto,  si  esto  no  es  así,  podremos  tirar  por  el  punto  P  una  recta  PQ' 
que  corte  a  MN;  y  entonces  tendríamos  que 

AP  •  BN  •  CQ'  .  DM  =  AM  .  DQ' .  CN  •  BP  . , 

cuya  equacion  es  incompatible  con  {y)  que  suponemos  efectuada,  por- 
que si  CQ'  es  mayor  que  CQ,  necesariamente  DQ'  será  menor  que  DQ. 

528,  Pasemos  ahora  a  tratar,  del  doble  modo  de  jeneracion  que  he-pio.  ip9. 
mos  anunciado  num.524  respecto  al  hiperboiloide  de  una  napa;  y  pro- 
bemos que  toda  recta  B"'DD'D'"  que  se  apoye  sobre  tres  jtneratrices 
cualesquiera  A,  A'  y  A'"  del  primer  modo,  cortará  precisamente  a  todas 

las  rectas  de  este  sistema;  por  ejemplo,  que  encontrará  a  la  jeneratriz  A" 
en  cierto  punto  D"\  De  aqi>í  se  seguirá  evidentemente  que  todos  los 
puntos  de  esta  línea  B'"  se  hallarán  sobre  el  primer  hiperboloide  cons- 
truido ya  con  las  tres  dit-ectrices  fijas  B,  B'  y  B",  y  que  según  esto  una 
de  estas  últimas  puede  también  describir  esta  misma  superficie,  resba- 
lando sobre  tres  rectas  del  sistema  A. 

Pero  como  según  el  primer  modo  de  jeneracion,  las  tres  rectas  A, 
A'  y  A"  cortan  a  B,  B'  y  B",  el  cuadrilátero  LNN'"L'"  dará,  en  virtud 
de  la  fórmula  (z) 


LL^      N'"N'  _  LM      N'"M" 
L'L'"  •  im  ~  MÑ  •  M"'L'' 


(1) 


pero  como  la  recta  A"  encuentra  a  las  otras  tres  rectas  B,  B'  y  B",  y 
que  B'"  corta  tam.bien  a  las  rectas  A,  A'  y  A'",  el  mismo  cuadrilátero  nos 
dará  aun,  según  la  fórmula  (z),  las  dos  relaciones  siguientes, 

(2) 

(3) 

y  como  en  virtud  de  la  equacion  (1),  los  segundos  mierabras  de  las  equa- 
«iones  (2)  y  (3)  son  iguales,  conclnirétnos  de  aquí  esta  nueva  igualdad. 


LL" 

N'"N"      LM 

N"'M"' 

L'-L'" 

N"N  ~MN 

M"'L"'.' 

LD 

N"D'"         LL' 

N^'N' 

DN  • 

D"'L"'  ~"  L'L"' 

■    N'N  ' 
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LD     N"'D"'        LL"       N'-'N" 


DN      D"'L"'~  L"L'"       N"N 


(4) 


la  cual  prueba  (núm.  527)  que  las  dos  rectas  A"  y  B'"  se  cortan  efecti- 
vamente en  un  punto  D*'. 

529.  Observemos  ahora  que  el  segundo  miembro  común  de  las  equa- 
ciones  (1)  y  (2),  es  una  cantidad  constante  k  que  permanece  invariable, 
desde  que  queda  fija  la  posición  de  las  cinco  rectas  B,  B',  B",  A  y  A'"; 
de  donde  se  sigue  que,  respecto  a  una  nueva  recta  cualquiera  A'  que  se 
apoye  en  las  tres  primeras,  siempre  tendremos  que 

LL'        ,       NN 


•     TV'XP"  "•"•  C*^^ 


L'L'"  N'xN'" 

Pero  si  las  tres  rectas  B,  B',  y  B'',  fuesen  paralelas  a  un  mismo  planoy 
sabemos  que  dividirían  a  A  y  A'  en  partes  proporcionales,  de  modo  que 
tendríamos  que  Z==l;  por  consiguiente,  la  equacion  (5)  sería  entonces 

LL'  _  NN^ 

LX"'~NW"' 

que  nos  prueba  que  en  este  caso,  las  tres  rectas  A,  A',  y  A'",  precisa- 
mente serian  idimhien  paralelas  a  un  solo  planoy  pero  diferente  del  pri- 
mero. Mas  adelante  volveremos  ha  hallar  esta  consecuencia,  en  el  pa- 
raboloide hiperbólico  (níim.  553). 
FiG.  109.  530.  Del  plano  tanjente.  Supuesto  que  por  cachi  punto  del  hiperbo- 
loide pasan  dos  rectas  (núm.  528),  una  del  sistema  A  y  la  otra  del  siste- 
ma B,  y  que  estas  líneas  son  ellas  mismas  sus  propias  tanjentes,  debe- 
rán hallarse  ambas  en  el  plano  tanjente  relativo  al  punto  en  que  se  cor- 
tan, y  por  consiguiente,  serán  suficientes  para  determinar  este  plano  y 
para  hallar  sus  trazas.  Y  así,  cuando  se  defina  un  hiperboloide  por  las 
tres  directrices  B,  B',  y  B",  y  se  señale  el  punto  de  contacto  D  sobre  una 
jeneratriz  dada  A,  será  preciso  construir  (núm,  521),  por  lo  menos,  otras 
dos  posiciones  A'  y  A"  de  esta  jeneratriz;  y  enseguida  adoptando  a  es- 
tas líneas  A,  A'  y  A"  por  directrices,  se  construirá  una  recta  DD'D'' 
que  se  apoye  sobre  estas  últimas,  y  parta  del  punto  D.  En  este  caso 
esta  recta  DD'D^'  estará  situada  sobre  el  hiperboloide,  y  dirijiendo  uu 
plano  por  las  dos  líneas  AD  y  DD'D",  este  será  el  plano  tanjente  re- 
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lativo  al  punto  D.  Elsta  $olucioii  os  demasiado  sencilla,  para  que  crea- 
mos necesario  construirla  en  un  depurado  especial. 

531.  Cuando  los  datos  de  un  hiperboloide  estén  asignados  sobre 
dos  planos  de  proyección,  y  solo  se  cite  la  prayeccion  horizontal  D,  por 
ejemplo,  de  un  punto  de  esta  superfície,  para  el  que  se  nos  pide  el 
plano  tanjente,  no  será  posible  tirar  inmediatamente  la  jeneratriz  AD, 
antes  de  haber  hallado  la  proyección  vertical  del  punto  D,  Para  esto 
será  preciso,  en  jeneral^  tirar  por  este  punto  un  plano  vertical  cual- 
quiera; determinar  la  sección  que  produzca  en  la  superficie,  y  construir 
los  puntos  de  encuentro  de  este  plano  secante  con  las  varias  jeneratri- 
ces  que  se  apoyen  sobre  las  rectas  dadas  B,  B'  y  B";y  por  ultimo,  pro- 
yectar sobreestá  sección  el  punto  D  asignado  sobre  el  plano  horizon- 
tal. £n  cuyo  casoí  como  conocemos  las  dos  proyecciones  de  la  jene- 
ratriz A  que  pasa  por  este  punto,  nos  hallarénios  en  el  caso  del  nume- 
ro precedente* 

532,  Del  CENTRO  rf^Z  hiperboloide.  Esta  superficie  está  dotada  de  fig.i  14. 
un  centro,  es  decir  que  existe  un  punto  de  tal  naturaleza^  que  todas  las 
cuerdas  de  la  superficie  que  pasan  por  este  puntOy  quedan  divididas  en 

el  en  dos  partes  iguales.  Para  demostrar  esta  proposición,  represen- 
temos por  B,  B'  y  B",  tres  directrices  primitivas  que  cumplan  con 
las  condiciones  enunciadas  en  la  definición  del  num.  521;  podremos 
entonces  conducir  por  las  rectas  B'  y  B'^  dos  planos  distintos  B'DC 
y  B"CD,  paralelos  uno  y  otro  a  la  directriz  B,  y  estos  dos  pla- 
nos se  cortarán  según  una  recia  ACD  paralela  evidentemente  a  B;  de 
modo  que  esta  línea  ACD  será  una  jeneratriz  del  hiperboloide  pro- 
puesto, supuesto  que  se  apoyará  en  B'  y  B"  e  irá  a  encontrar  a  B  a  una 
distancia  infinita.  Así  mismo,  tirando  por  B"  y  por  B  dos  planos  B^'GH 
y  BHG,  paralelos  a  B,  se  cortarán  según  una  recta  A'GH  que  también 
será  una  jeneratriz  del  hiperboloide;  y  hallaremos  otra  tercera  A"KE 
por  medio  de  dos  planos  BHF  y  B'DI  paralelos  a  B",  y  tirados  por  B 
y  B'.  De  aquí  concluiremos  desde  luego  que  cada  jeneratriz  de  un  sis- 
tema tiene  su  paralela  en  el  sistema  opuesto;  porque  lo  que  aquí  hemos 
dicho  de  B,  se  aplicará  igualmente  a  cualquiera  otra  jeneratriz  B"',  B"",.,. 
que  puede  tomarse  por  directriz  en  lugar  de  B  (níim.528).  En  seguida,  . 
los  seis  planos  que  hemos  construido  aquí  arriba,  manifiestamente  for- 
man un  paralelipípedo  que  tiene  por  aristas  opuestas  a  las  seis  rectas 
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B,  B',  B"  y  A,  A'  A";  y  decimos  que  el  centro  O  de  este  paralelipípedo, 
es  también  el  centro  del  hiperboloide. 

Para  demostrarlo,  tiremos  por  un  punto  M  tomado  arbitrariamente 
sobre  la  directriz  B,  uila  recta  M'MM''  que  corte  a  ks  otras  dos  direc- 
trices en  M'  y  M",  y  así  será  una  jeneratriz  del  sistema  A;  en  segui- 
da compararémosla  con  una  jeneratriz  del  sisten^a  B  que,  apoyán- 
dose sobre  A,  A'  y  A",  sea  paralela  a  MM*M".  Para  obtener  esta 
nueva  jeneratriz,  tomaremos  las  distancias 

DN=HM,  GN'=EM',  EN'=GM", 

y  los  tres  puntos  N,  N'  y  N",  determieados  de  este  modo,  se  hallarán 
en  línea  recta.  Con  efecto,  tirando  las  líneas  OM  y  ON,  los  triángulos 
OMH  y  OND,  que  visiblemente  son  iguales,  nos  servirán  para  probar 
que  los  lados  OM  y  ON  son  iguales  y  en  línea  recta;  la  misma  conse- 
cuencia tendrá  lugar  respecto  a  las  líneas  OM'  y  ON',  OM"  y  ON",  en 
virtud  de  los  triángulos  iguales  que  fácilmente  percibiremos.  En  segui- 
da, los  triángulos  MOM'  y  NON*,  iguales  por  lo  que  precede,  confir- 
marán el  paralelismo  de  los  lados  MM'  y  NN';  ppr  último,  MM"  será 
paralela  a  NN"  en  virtud  de  los  triángulos  iguales  MOM"  y  NON". 
Por  consiguiente,  fes  dos  porciones  N'N  y  NN"  no  formarán  sino  una 
sola  línea  recta,  que  será  una  jeneratriz  del  sistema  B,  paralela  a  la 
jeneratriz  M'MM",  elejida  a  discreción  en  el  sistema  A;  ademas,  vemos 
por  esto  que  dos  jeneratrices  paralelas  se  hallan  siempre  en  un  plano 
que  pasa  por  el  punto  O,  y  están  igualmente  distantes  de  este  punto. 

Sentado  esto,  si  por  un  punto  arbitrario  P  de  la  recta  M'MM",  tira- 
mos una  cuerda  POQ  que  pase  por  el  punto  O,  esta  precisamente  irá  a 
penetrar  al  hiperboide  en  un  punto  Q  situado  sobre  N'NN'',  y  en  virtud 
de  las  relaciones  arriba  establecidas,  tendremos  evidentemente  que  OP 
=OQ;  luego,  supuesto  que  esta  consecuencia  es  cierta  respecto  a' cual- 
quier punto  P  tomado  sobre  el  hiperboloide,  quedará  probado  que  el 
punto  O  es  el  centro  de  esta  superficie  (^). 


(*)  M.  J.  Binet  es  el  que  ha  dado  a  conocer  (Diario  de  la  Escuela 
Politécnica,  cuaderno  le."**" )  entre  otros  paraleliptpedos  concéntricos  con 
el  hiperboloide,  los  que  se  forman  de  este  modo,  es  decir,  uniendo  tresjene* 
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533.  Obs.erveinos  que>  cuando  solamente  se  trata  de  construir  es- 
te  centroy  le  obtendremos  sin  necesidad  de  trazar  el  paralelipípedo  de 
que  acabamos  de  hablar,  hallando  la  intersección  de  tres  planos  tira- 
dos por  la  recta  dada  B  y  su  paralela  A,  por  B'  y  su  paralela  A',  y  por 
B"  y  su  paralela  A'':  porque  cada  uno  de  estos  planos  diagonales  pasa 
evidentemente  por  el  centro  del  paralelipípedo  que  es  el  del  hiperbo- 
loide. Podemos  ademas  decir  que  estos  son  tres  planos  asintóticos  de 
la  superficie,  según  lo  esplicarémos  en  el  núm.'  546. 

534.  Reasumiendo  las  proposiciones  precedentes,  vemos  que  en  el 
hiperboloide  de  una  napa ,  1.^  existen  dos  sistemas  de  jeneratrices 
rectilíneas. 


A,  A,  A",  A'" y  B,  B^  B",  B"',. 


cada  una  de  las  cuales  corta  a  todas  las  rectas  del  sistema  opuesto 
(núm.  528);  no  obstante  esto,  cada  jeneratriz  A  tiene  su  paralela  en  el 
sistema  B  (núm.  532),  y  recíprocamente;  de  modo  que  estas  rectas  com- 


ratrices  cualesquiera  de  un  sistema j  con  sus  paralelas  en  el  sistema  optícs^ 
to.  Este  sabio jeometra  ha  dedtícidadeaguímtichíisconsectsenciasinteresan- 
tes;  pero  ahora  solo  observaremos:  1.^  que  cada  uno  de  estos  paralelipípe- 
dos  está  circunscriro  al  hiperboloide,  supuesto  que  cada  cara  contiene  a 
dos  jeneratrices  y  es  tanjente  en  el  punto  en  que  se  cortan  estas  rectas ; 
2.^  que  ofrecen  una  construcción  gráfica  muí  elegante,  para  hallar  el 
centro  de  la  superficie  gausa  definida  por  tres  directrices  rectilíneas ; 
3.^  que  no  son  menos  útiles  conectadas  analíticamente,  porque  adoptan- 
do este  centro  por  oríjen  de  los  ejes  coordenados,  elejidos  paralelos  a  las 
tres  directrices  asignadas,  la  equacion  de  la  supetfi^  se  presentará  bajo 
la  forma  mui  simple  de 

xy       yz        xz    ,  -       ^ 

-4+4-   +  —  +1  =  0; 

con  efectOi  siendo  manifiestamente  los  ejes  actuales  tres  aristas  del  cono 
asintótico,  debe  suceder  que  cada  plano  coordenado  corte  a  la  superficie 
según  una  hipérbola  que  tenga  por  asíntota  a  los  dos  ejes  contenidos  en 
este  plana. 
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paradas  de  dos  en  dos,  no  tiene  lugar  el  encuentro,  sino  a  una  distan— 
cia  infinita. 

2.^  Dos  jeneratrices  del  sistema  A  no  se  bailarán  jamas  en  un  solo 
plano  (nám.  522);  lo  mismo  sucederá  con  las  jeneratrices  del  sistema 
B,  porque  estas  últimas  se  apoyan  también  (niim.  528)  sobre  tres  rec- 
tas del  sistema  A,  las  cuales  se  hallan  en  planos  diferentes. 

3.^  Tres  rectas  cualesquiera  dei  sistema  A  no  son  nuucH,  paralelas 
a  un  mismo  plano;  porque  si  esto  tuviese  lugar,  se  seguiría,  según  el 
núm.  529,  que  las  directrices  B,  B'  y  B"  sobre  quienes  se  apoyan  to- 
das las  jeneratrices  del  primer  modo,  serian  también  paralelas  las 
tres  a  un  mismo  plano,  lo  que  es  contrario  a  la  deñnicion  del  núm. 
521.  Y  recíprocamente,  tres  cualesquiera  de  las  jeneratrices  del  sis- 
tema B  no  son  jamás  paralelas  a  un  mismo  plano,  porque  esto  nos 
coudiYciria  (núm.  529)  a  una  restricción  igual  a  la  que  hemos  visto  res- 
pecto a  las  rectas  del  sistema  A,  sobre  las  cuales  se  apoyan  estas  jene- 
ratrices del  segundo  modo. 

4.®  El  centro  del  hiperboloide  está  colocado  en  el  centro  del  parale- 
lipípedo  construido  con  tres  rectas  cualesquiera  del  sistema  A,  unidas 
a  las  jeneratrices  del  sistema  B  que  son  respectivamente  })aralelas  a 
las  tres  primeras  (núm.  532);  o  mas  sencillamente,  es  dado  por  la  in- 
tersección de  tres  planos  asintóticos  (núm.  533). 

5.^  Una  recta  cualquiera  D  no  podrá  penetrar  al  hiperboloide  en 
mas  de  dos  puntos;  porque  si  tuviese  tres  puntos  comunes  con  esta  su- 
perficie, la  recta  D  se  apoyaria  sobre  tres  jeneratrices  de  uno  ii  otro 
sistema,  de  modo  que  toda  ella  coincidiría  con  la  superficie.  Ademas» 
para  obtener  estos  puntos  de  intersección,  será  preciso  construir,  como 
en  el  núm.  531,  la  sección  producida  en  el  hiperboloide  por  un  plano 
vertical  u  horizontal,  tirado  por  la  recta  D. 

535.  La  superficie  gausa  enjendrada  por  una  recta  que  resbala  so- 
bre  otras  tres  rectas  fijas  que  no  son  paralelas  a  un  mismo  plano,  es 
IDÉNTICA  con  el  hiperboloide  de  una  napa  que  hemos  descrito  en  el 
núm.  83.  Con  efecto,  esta  superficie  gausa  es  de  segundo  grado,  por- 
que sin  efectuar  los  cálculos,  es  fácil  ver  que  las  condiciones  por  medio 
de  las  que  se  espresaria  que  la  recta  móvil  tiene  un  punto  común  con 
cada  directriz,  no  podrian  producirnos  sino  una  equacion  de  segundo 
grado.  En  seguida,  esta  superficie  gausa  está  dotada  de  un   centro 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO  II.  HIPERBOLOIDE  DE  UNA  NAPA.  813 

(nüm.  532),  y  como  evidentemente  no  podra  ser  ni  un  cono  ni  tampo- 
co un  cilindro,  que  son  desarrollables,  es  preciso  que  sea  un  helipsoide 
o  uno  de  loe  dos  hiperboioídest  Pero  el  elipsoide  es  una  superficie  li- 
mitada en  todos  sentidos  (num.  81)  que  no  puede  admitir  por  jenera- 
triz  a  una  recta  indefinida;  por  otra  parte,  el  hiperboloide  del  num. 
85  presenta  dos  napas  separadas  por  un  intervalo  imajinario,  de  modo 
que  una  recta  indefinida  y  continua,  no  podrá  manifiestamente  apli- 
carse toda  entera  sobre  esta  superficie;  por  consiguiente,  hemos  ve- 
nido a  parar  en  la  proposición  enunciada  al  principio  de  este  artículo. 

536.  Para  manifestar  mas  cloramente  la  identidad  de  que  se  trata,  pig.ii9. 
y  que  a  primera  vista  p^iede  parecer  bastante  estrana,  vamos  a  de- 
mostrar sintéticamente  que  el  hiperboloide  descrito  en  el  núm,  83  ad- 
mite efectivamente  dos  sistemas  de  jeneratrices  rectilíneas.  En  virtud  de 
la  definición  de  esta  superficie,  todas  las  secciones  perpendiculares  a  su 
eje  imajinario,  son  elipses  semejantes  :  si  la  cortamos  con  tres  planos 
horizontales  e'a\  V'X',  V"X",  de  los  cuales  el  primero  pasa  por  el  ctn- 
tro,  y  los  otros  dos  e^tán  a  igual  distancia  de  este  punto,  uno  encima  y 
otro  debajo  de  él,  obtendremos  la  elipse  de  la  garganta  {ahejy  a'^')  y 
otras  dos  elipses  ¡guales  proyectadas  horizontalmente  sobre  VÜXY  que 
tiene  sus  ejes  paralelos  y  proporcionales  a  los  de  abef.  Sentado  esto,  y 
tirando  una  tanjente  cualquiera  ADB  a  esta  última,  sabemos  que  las 
partes  AD  y  DB  serán  iguales  (*);  por  consiguiente,  si  unimos  el  punto 
(D,  D')  con  (A,  A')  y  (B,  S'),  obtendremos  dos  rectas  (AD,  A'D')  y 
(DB,  D^&),  que  serán  precisamente  prolongación  una  de  otra,  porque 
son  las  hipotenusas  de  dos  triángulos  rectángulos  manifiestamente  igua- 
les, proyectados  «obre  DTA'  y  DTg'.  De  donde  resulta  que  la  recta 
(ADB,  A'D'6'}  tiene  tres  puntos  comunes  con  el  hiperboloide,  y  por 
coxmgxiienle  se  halla  enterameTde  sobre  esta  superficie^  en  atención  a 
que  esta  es  de  segundo  grado. 

Proyectemos  ahora  ei  punto  'A  sobre  la  elipse  superior  al  punto  a^  y  el 
punto  B  a  la  inferior  a  B';  en  seguida,  unamos  en  el  espacio  estos  dos 
puntos  con  (D,  D'),  y  obtendremos  aun  dos  rectas  (BD,  B'D')  y  (DA, 


(*)    Esta  proposición  se  demuestra  fácilmente^  por  la  definición  pura- 
mente jeométrlca  de  los  diámetros  conjugados  y  ds  lascurbas  semejantes. 

40 
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DV),  cuya  coincidencia  probaríarnos  del  mismo  modo;  de  manera  qne 
la  recta  total  (BDA,  B'DV)  tendrá  tres  puntos  comunes  con  el  hiper- 
boloide, y  por  consiguiente  estará  toda  ella  situada  sobre  esta  superficie 
de  segundo  grado. 
piG.  119.  537.  De  aquí  podemos  concluir  que  todo  plano  vertical  ADB  tan- 
jente  a  la  elipse  de  la  garganta,  corta  al  hiperboloide  según  dos  rectas 
distintas,  que  se  cruzan  en  (D,  D')  en  esta  misma  garganta  y  están  in- 
clinadas simétricamente  a  uno  y  otro  lado  de  la  vertical  D.  Por  cohsi* 
guiente,  podemos  mirar  a  esta  superficie  como  producida  por  el  movi- 
miento de  lajeneratriz  (AD,  A'D'),  o  de  lajeneratriz  (BD,  B'D*)  sujeta 
a  resbalar  constantemente  sobre  las  tres  elipses  semejantes 

(XYVU,  X'V),  {ahef,  aV)  y  (XYVU,  X"V")r 

porque  sabemos  (núm.  513)  que  estas  condiciones  arreglan  completa- 
mente el  movimiento  de  una  línea  recta.  Por  consiguiente,  las  diversas 
pdisiciones  de  estas  dos  jeneratrices  presentarán  dos  sistemas  de  rectaa 
indefinidas,  situadas  todas  sobre  el  hiperboloide,  a  saber  : 


[A] (AD,  A'D'),  (A,E,  A',E'),  (A3F,  k\¥\. 

[B] (BD,  B'D'),  (B,E,  B',E'),  (B^F,  B'aF'),. 


tanto  unas  como  otras  se  proyectan  verticalmente  sobre  tanj entes  a  la 
hipérbola  X"a'X',  V VV  contenida  en  el  plano  vertical  VX.  Con  efecto, 
en  el  punto  (N,  N')  en  que  una  de  estas  jeneratrices  penetra  a  este 
plano  VX,  el  plano  tanjente  de  la  superficie  es  perpendicular  al  plano 
vertical,  en  virtud  de  que  contiene  a  la  tanjente  a  la  elipse  horizontal 
que  tiene  su  vértice  en  (N,  N');  luego  lajeneratriz  (BND,  B'N'D')  se  con- 
funde, en  la  proyección  vertical^  con  la  tanjente  de  la  hipérbola  (X"a'X', 
aX),  que  también  está  en  este  plano  tanjenre.  Esta  misma  circunstan- 
cia tiene  lugar  con  la  recta  (ADN,  A'D'N")  cuya  proyección  vertical 
toca  a  esta  hipérbola  en  el  punto  (Ni^  N");  y  las  asíntotas  nos  las  darán 
las  jeneratrices  (¿K,  O'K')  y  (/Bg,  0'B'2)^  que  como  son  paralelas  al 
plano  vertical  VX,  ne  tocarán  a  la  hipérbola  sino  al  infinito. 

538.  Dos  jeneratrices  cualesquiera  del  sistema  A  no  están  nunca  en 
d  mismo  plano,  y  la  superficie  es  gausa.  Con  efecto,  consideramos  laa 
rectas  (AD,  A'D')  y  (A4G,  A'4G');  si  estas  se  cortan,  su  punto  de  sección 
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«atará  proyectado  horizontalmente  en  M;  pero  como  respecto  a  la  prí- 
inera  de  estas  rectas,  el  panto  M  se  halla  mes  allá  del  punto  D  que  per- 
tenece a  la  elips^  de  la  garganta,  deberá  hallarse  sobre  la  napa  superior 
en  M'';  en  tanto  que  respecto  a  la  recta  (A4G,  A^G'),  como  el  punto 
M  está  mas  acá  de  6,  pertenecerá  precisafnente  a  la  napa  inferior,  y 
y  estará  proyectado  en  M'.  Luego  las  rectas  propuestas  no  se  cortan,  y 
ademas,  es  bien  evidente  qne  no  podrán  ser  paralelas. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  las  jeneratrices  del  sistema  B  no 
están  nunca  en  un  solo  plano. 

539.  Por  el  contrario,  cadajeneratriz  (A4G,  A4'G')  del  primer  siste- 
ma corta  a  todas  las  rectas  del  segundo,  por  ejemplo,  a  (BD,  B'D')*  Por- 
que el  punto  M  en  que  se  encuentran  las  proyecciones  horizontales 
de  estas  dos  rectas,  está  colocado  sobre  una  y  otra  del  lado  de  acá 
de  los  puntos  G  y  D  que  pertenecen  a  la  elipse  de  la  garganta;  luego  los 
dos  puntos  proyectados  en  M  están  sobre  la  napa  inferior  del  hiperbo* 
loide;  y  por  consiguiente,  se  proyectan  a  un  mismo  tiempo  en  M',  su- 
puesto que  esta  napa  no  puede  manifiestamente  ser  cortada  por  la  ver- 
tical M  sino  en  un  solo  punto.  Sin  embargo,  observemos  que  cuando  se 
«lija  una  jeneratriz  del  sistema  A  y  otra  del  sistema  B  que  pasen  por 
los  estremos  de  un  mismo  diámetro  de  la  elipse  de  la  garganta,  estas 
dos  rectas  serán  paralelas^  y  se  hallarán  en  nn  solo  plano. 

Del  mismo  modo  demostraríamos  que  cada  jeneratriz  del  sistema  B 
corta  a  todas  las  del  sistema  A,  escepto  a  una  sola  que  le  es  paralela^ 

540.  Pero  como  el  movimiento  de  una  recta  queda  completamente 
determinado  (núm.  521)  por  la  condición  de  que  esta  línea  móvil  se 
apoye  constantemente  sobre  tres  rectas  fijas,  resulta  de  aquí  qne  si  ha- 
cemos resbalar  la  jeneratriz  (AD,  A'D'),  sobre  ti'es  rectas  cualesquiera 
del  sistema  B,  dicha  recta  no  podrá  tomar  sino  las  posiciones  A2,  A3, 
A^j...  que  todas  encuentran  a  estas  tres  directrices  (núm.539);  así  mis- 
mo, la  jeneratriz  (BD,  B'D'),  cuando  resbala  sobre  tres  rectas  del  sis- 
tema A,  vendrá  precisamente  a  coincidir  con  Bg,  B3,  B4 Por  consi- 
guiente^ el  presente  hiperboloide  nos  ofrece  distintamente  todas  las  pro- 
piedades que  hemos  reconocido  ya  en  la  43uperficie  gansa  del  n6m.  521; 
y  si  las  tres  elipses  directrices  fuesen  círculos,  recaeríamos  en  el  hiper- 
boloide de  revolución  de  que  hemos  hablado  ya  nüm,  140  y  141.... 

541t    Del  plano  tanjente.  Cuando  está  definido  el  hiperboloide  denc.  119. 
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una  napa  por  medio  de  las  tres  elipses  semejantes  citadas  en  el  iiüm« 
537  (cuyas  carbas  podremos  construir  con  facilidad,  tanr  pronto  como  se 
nos  den  los  tres  ejes  Oa=0'a',  Ob  y  OV),  es  raui  fácil  hallar  el  plano 
tanjente  relativo  a  un  punto  dado  por  su  proyección  horizontal  M,  Con 
efecto,  si  tiramos  por  el  punto  M  una  tanjente  AMB  a  la  elipse  de  la 
garganta,  esta  será  la  proyección  de  dos  jeneratrices,  representadas  so- 
bre el  plano  vertical  por  A'D'  y  B'D',  y  sobre  las  que  será  preciso  pro^ 
yectar  el  punto  dado  a  M"  o  a  M',  de  modo  que  habrá  en  este  plano  dos 
posiciones  para  el  punto  propuesto.  Consideremos,  en  primer  lugar,  al 
punto  (M,  M'')  situado  sobre  la  recta  (ADM,  A'D'M");  por  él  pasa  tam- 
bién otra  segunda  jeneratriz  perteneciente  al  sistema  B,  que  es  (B4GM> 
B'4G'M"),  que  obtendremos  tirando  por  el  punto  M,  la  nueva  tanjente 
MGB4  a  la  elipse  de  la  garganta.  £1  conjunto  de  estas  dos  jeneratrices 
determinará  completamente  (num,  530)  al  plano  que  toque  al  hiperbo*-^. 
loide  en  el  punto  (M,M''),  y  los  pies  de  estas  rectas  nos  darán  inmedia- 
tamente la  traza  horizontal  AB4P  de  este  plano  tanjente.  En  cuanto  a 
su  traza  vertical  FQ"  la  obtendremos  con  el  ausilio  de  la  horizontal 
(MQ,  M"Q")  tirada  paralelamente  a  AB4. 

Respecto  al  otro  {»unto(M,  M'),  combinaremos  a  una  las  dos  jeneratrices 
(BMD,  B'M'D')  y  (A4MG,  A^M'G*)  que  se  cortan  en  él;  y  la  traza  ho- 
rizontal  del  plano  tanjente  relativo  a  este  nuevo  punto,  será  la  recta 
A'B^que  será  evidentemente  paralela  a  AB4,  La  traza  vertical  se  obten- 
drá por  el  mismo  medio  precedente. 

542.  Para  obtener  una  simetría  conveniente,  en  la  representación 
dql  hiperboloide  por  medio  de  sus  jeneratrices  rectilíneas,  es  esencial 

elejir  las  cuerdas  AB,  A2B2,  AsB, sobre  el  plano  horizontal,  de  modo 

que  tarde  o  temprano  vengan  a  terminar  de  dos  en  dos  en  los  mis- 
mos puntos  de  la  elipse  XYVU.  Pero  si  esta  curba  fuese  un  círculo, 
sabemos  (núm.  150)  que  esta  condición  quedará  satisfecha  dividiendo 
la  circunferencia  en  cierto  número  de  partes  iguales,  y  tirando  cuerdas 
que  subtendan  un  número  constante  de  estos  arcos  parciales;  ademas, 
estas  cuerdas  serán  tanj entes  al  círculo  de  la  garganta,  que  trazarán 
ellas  mismas  por  medio  de  sus  intersecciones  subcesivas.  Luego,  si 
suponiendo  efectuada  esta  construcción  respecto  al  círculo  descrito  so- 
bre VX  como  diámetro,  nos  figuramos  que  jira  al  rededor  de  VX,  cierta 
cantidad  angular  necesaria  para  qute  tenga  por  proyección  a  la  elipse 
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XYVU,  sucederá  muí  bien  que  las  cuerdas  primitivaa  se  proyecten  so* 
bre  otras  cuerdas,  que  necesariamente  vengan  a  terminar,  de  dos  en 
dos,  en  los  mismos  puntos  de  esta  elipse;  y  ademas,  estas  nuevas  cner^ 
das  serán  evidentemente  tanjentes  a  la  elipse  interior  según  la  cual  se 
proyecta  el  círculo  primitivo  de  la  garganta.  De  donde  concluimos  que 
es  preciso  elejir  los  puntos  A,  A^,  As,....  de  modo  que  se  correspondan 
con  las  ordenadas  que  dividen  al  círculo  VX  en  arcos  iguales;  y  en  se- 
guida, trazar  en  la  elipse  XYYU  las-cuerdas  AB,  AJR^ que  subten- 

dan  un  número  constante  de  estos  arcos  de  elipse,  aun  cuando  estos  no 
sean  de  la  misma  lonjitud.  Una  vez  determinadas  así  las  dos  jenera- 
trices  sobre  el  plano  horizontal,  concluiremos  fácilmente  de  aquí  las 
proyecciones  verticales,  proyectando  las  estremidades  A  y  B  a  A'  y  g', 
y  también  a  a'  y  B',  sobre  las  dos  paralelas  VX'  y  V"X''.  Ademas,  las 
intersecciones  consecutivas  de  todas  estas  jeneratrices,  si  son  en  gran 
numero,  bastarán  por  sí  solas  a  representar  ei  contorno  de  la  elipse  de 
la  garganta  sobre  el  plano  horizontal  y  las  dos  ramas  de  la  hipérbola 
paralela  al  plano  vertical. 

543,  Del  cono  asíntota  del  hiperboloide.  Si  por  el  centro  (O,  0')fig.  119, 
de  efita  última  superficie,  tiramos  rectas  respectivamente  paralelas  a 
las  varias  jeneratrices  del  sistema  A,  lo  serán  también  al  mismo  tiempo 
a  las  jeneratrices  del  sistema  B,  supuesto  que  cada  recta  de  un  sistema 
tiene  su  paralela  en  el  otro  (núm.  532);  y  de  este  modo  formaremos  una 
superficie  cónica  que  será  asíntota  del  hiperboloide  propuesto.  Para 
probarlo,  determinemos  desde  luego  cual  será  la  traza  horizontal  de 
este  cono;  considerando  una  arista  cualquiera  Om  y  las  dos  jeneratrices 
DA  y  HR  que  le  son  paralelas,  estas  tres  rectas  se  hallarán  sobre  un 
mismo  plano  que  pasará  por  el  diámetro  horizontal  (DOH)  D'O');  luego 
la  traza  de  este  plano  será  una  cuerda  RA  paralela  a  DOH,  y  el  medio 
VI  de  esta  cuerda  será  evidentemente  el  pie  de  la  arista  Om.  Hacien- 
do* el  mismo  raciocinio  con  otra  arista,  y  con  las  dos  jeneratrices  del 
hiperboloide  que  le  sean  paralelas,  veremos  que  la  traza  horizontal  tmyx 
del  cono  en  cuestión,  nos  la  darán  los  medios  de  todas  las  cuerdas  que 
subtendan,  como  RA,  un  número  constante  de  divisiones  en  la  elipse 
VYX;  pero  según  lo  que  hemos  dicho  en  el  número  precedente,  sabe* 
mos  que  todas  estas  cnerdas  tienen  por  envolvente  a  una  elipse  que 
las  toca  en  sus  medios,  y  que  es  semejante  a  YYX;  luego  la  traza  vmyx 
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es  efectivamente  una  elipse  que  goza  de  esta  propieda,  y  cuyo  semi-eje 
mayor  Ov  es  igual  a  ¿K. 

El  cono  que  ahora  acabamos  de  construir  es  asíntota  del  hiperboloide; 
porque  cortando  estas  dos  superficies  con  planos  horizontales,  las  sec* 
ciones  serán  elipses  respectivamente  semejantes  a  Y YX  y  vyxy  y  que 
así  como  estas  últimas,  tendrán  por  diferencias  de  sus  semi-ejes  a  una 
cantidad  variable  \v  igual  al  intervalo  Y'K'  que  separa  al  hiperboloide 
VV  V"  de  su  asíntota  0'K\  Y  como  este  intervalo  se  aproxima  indefini- 
damente a  cero,  a  medida  que  bajamos  mas  del  centro  0\  sigúese  tam- 
bién que  las  dos  secciones  dadas  al  hiperboloide  y  al  cono  por  un  mismo 
plano  horizontal  que  se  aleje  cada  vez  mas  del  centro,  serán  elipses  se* 
mojantes  que  indefinidamente  se  aproximarán  a  confundirse,  aunque  la 
primera  envolverá  siempre  a  la  segunda;  luego  estas  dos  superficies  son 
realmente  asíntotas  una  de  otra. 
FIO.  109.  544,  De  las  hecciones  planas  del  hiperboloide^  Para  obtener  la  in- 
tersección de  esta  superficie  con  un  plano  dado  n,  es  suficiente  hallar  los 
puntos  en  que  este  plano  va  a  cottar  a  varias  jeneratrices  A,  A\  A",.... 
que  sabemos  construir  (núm.  521)  en  virtud  del  conocimiento  de  las 
tres  dhrectrices  B,  B',  y  B";  y  reunir  en  seguida  todos  estos  puntos  por 
un  trazo  continuo.  La  tanjente  a  esta  curba  nos  la  dará  la  intersección 
del  plano  n  con  el  plano  tanjente  del  hiperboloide  en  el  punto  en  cues- 
tión, cuyo  plano  hemos  enseñado  a  construir  (nüra.  530). 

545.  En  el  caso  particular  de  que  el  plano  dado  n  pasase  por  una 
jeneratriz  A  del  primer  sistema,  la  segunda  rama  de  intersección  seria 
precisamente  rectilínea^  supuesto  que  la  superficie  es  de  segundo  grado; 
y  esta  recta  que  pertenecerá  al  sistema  B,  se  obtendrá  determinando 
solo  los  dos  puntos  en  que  el. plano  n  corta  adosjeneretrices  A'  y  A" 
del  primer  sistema.  Por  otra  parte,  este  plano  ti  será  tanjente  a  la  su- 
perficie en  el  punto  de  encuentro  de  las  dos  jenerataices  conteni- 
das en  él. 

546.  Cuando  estas  dos  jeneratrices  son  paralelas  entre  sí,  deberá 
considerarse  al  plano  ti  como  asíntota  del  hiperboloide,  o  tanjente  en 
el  punto  infinitamente  distante  en  que  se  encuentran  estas  dos  rectas; 
en  cuyo  caso  el  plano  tt  pasará  precisamente  por  el  centro  (núm.  533) 
de  la  superficie,  y  será  tanjente  al  cono  asíntota,  según  hemos,  visto 
(núm.  543)  respecto  a  las  jeneratrices  DA  y  HR  de  la^^.  119.  Y  así, 
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todo  plano  tanjente  al  cono  asíntota,  corta  al  hiperboloide  según  dos  rec- 
tas paralelas  a  la  arista  de  contacto  de  este  plano  con  el  cono. 

547.  Para  conocer  con  anticipación  la  naturaleza  de  la  sección  pro- 
ducida por  un  plano  dado  tt»  será  preciso  examinar  si  existe  alguna  je- 
n^x^inz  paralela  al  plano  secante;  porque  entonces  la  sección  admitirá 
una  o  dos  ramas  infinitas.  Al  efecto,  construiremos  la  traza  del  cono 
asíntota  sobré  el  plano  horizontal,  tirando  por  el  centro  O  del  hiperbo- 
loide, determinado  como  en  el  núm*  533  (o  sino,  pur  un  punto  cualquie- 
ra del  espacio),  paralelas  a  un  número  suficiente  de  jeneratrices  A,  A', 
A",....  y  en  seguida,  tiraremos  por  la  cúspide  de  este  cono  un  plano  n' 
paralelo  a  tt,  y  hecho  esto,  se  podrán  presentar  tres  casos. 

1.®  Si  la  traza  horizontal  del  plano  n'  no  encuentra  a  la  base  del  co- 
no asíntota,  no  habrá  sobro  este  cono  ninguna  arista  paralela  a  tt;  y 
sucederá  lo  mismo  con  las  jeneratrices  del  hiperboloide,  que  son  (nnm. 
543)  respectivamente  paralelas  a  estas  aristas.  Luego,  en  este  caso,  la 
curba  de  sección  no  tendrá  ningún  punto  situado  al  infinito,  y  será  por 
coDsiguiente  una  elipse. 

2.^  Si  la  traza  horizontal  del  plano  tt'  corta  en  dos  puntos  a  la  base 
del  Cono  asíntota,  habrá  sobre  este  cono  dos  aristas  a  ya'  paralelas  al 
plano  7T,  y  lo  miamo  sucederá  en  el  hiperboloide,  dos  jeneratrices  de 
cada  modo  {a  y  J,  a'  y  V)  cumplirán  con  esta  condición;  por  consiguiente, 
la  sección  producida  por  el  plano  tt,  admitirá  dos  ramas  infinitas,  y  será 
ur^a  hipérbola.  Para  hallar  las  asíntotas,  tiraremos  el  plano  P  de  modo 
que  toque  al  cono  asíntota  (*)  a  lo  largo  de  la  arista  a;  y  como  este  plano 
contendrá  (núm.  546)  a  las  dos  jeneratrices  ay  ¿que,  sobre  el  hiperbo- 
loide, son  paralelas  a  a,  es  tanjente  a  esta  superficie  en  el  punto  infinita- 
mente distante  en  que  a  y  b  van  a  encontrar  al  plano  secante  n:  luego 
la  intersección  de  los  planos  P  y  n  nos  dará  la  asíntota  de  esta  ra* 
ma.  La  otra  asíntota  la  obtendremos  por  la  intersección  del  plano  tt 
con  el  plano  F'  que  tocará  al  cono  asíntota  según  la  arista  a';  porque 


(*)  Es  preciso  qucj  en  el  caso  presente,  se  haya  construido  este  cona 
de  modo  que  su  cúspide  se  halle  precisamente  en  el  centro  O  del  hiperba^ 
loide,  cuyo  punto  sabemos  ya  determinar  por  el  núm;  533. 
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en  este  plano  P  es  donde  estarán  contenidas  las  dos  jeneratrices  a'  y  V 
que  son  paralelas  a  a\ 

3."  Si  el  plano  tt  tirado  por  la  ¿áspide  del  cono  asíntota,  taca  a  este 
cono  según  una  sola  arista  a^  no  habrá  sobre  el  hiperboloide  sino 
una  sola  jeneratriz  {a  y  h)  de  cada  sistema  que  sea  paralela  a  a; 
luego,  en  este  caso,  la  sección  producida  por  el  plano  ir  no  tendrá 
sino  una  rama  infinita,  y  será  una  parábola.  Ademas,  no  admitirá  asín- 
tota; porque  como  el  mismo  plano  t{  sería  el  que  tocando  al  cono  asín- 
tota, contendría  (num.  546)  a  las  dos  jeneratrices  ay  h  paralelas  a  a: 
sígnese  que  este  plano  es  tanjente  al  hiperboloide  en  un  punto  de  la  curba 
infinitamente  distante;  pero  como  en  el  caso  actual  es  paralelo  al  plano 
secante  tt,  su  intersección,  que  sería  la  asíntota,  se  transporta  toda  ella 
al  infinito,  y  por  consiguients  no  existe. 

548.  Por  medio  de  las  construcciones  precedentes  sabremos  resolver 
el  problema  siguiente,  siempre  que  su  resolución  sea  posible;  hallar  so- 
bre un  hiperboloide  dadoy  una  jeneratriz  quesea  paralela  a  un  plano  co- 
nocido Tt.  Porque  tirando  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  el  plano  tt' 
paralelo  a  tt,  si  el  plano  tt'  corta  a  este  cono  según  una  o  dos  aristas  a  y 
a*;  los  planos  tanjentes  al  mismo  cono  a  lo  largo  de  estas  aristas,  darán 
por  BU  intersección  con  el  hiperboloide,  las  jeneratrices  a  y  h  paralelas 
a  a,  y  las  a'  y  V  paralelas  a  a',  que  todas  cuatro  satisfarán  a  la  cuestión 
propuesta. 


CAPITULO  III. 
Del  paraboloide  hiperbólico. 


Pie.  115.  549.  Llamamos  así  a  la  superficie  enjendrada  por  una  recta  móvil 
A,  que  resbala  sobre  dos  rectas  Jijas  B  y  B'  que  no  están  situxidas  en  un 
mismo  plano  f  y  que  ademas  ^  permanece  constantemente  paralela  a  un 
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plano  dado  P  que  sé  llama  plano  director;  porque  mas  adelante  demos- 
traremos  (num.  558)  que  esta  superficie  es  idéntica  con  la  que  hemos  de- 
signado ya  bajo  este  nombre  en  el  núm.  89.  Para  construir  las  diversas 
posiciones  de  la  jeneratriz,  bastará  tirar  ]>or  cada  pdnto  M,  tomado  a  dis- 
creción sobre  la  directriz  B,  un  plano  paralelo  al  P;  hallar  en  seguida 
el  punto  N  en  que  este  plano  va  a  cortar  a  la  otra  directriz  B^  y  unir 
estos  dos  puntos  por  una  recta  AMN.  De  este  modo  vemos  que  las  con- 
diciones precedentes  reglan  completamente  el  movimiento  de  la  recta 
móvil,  porque  para  cada  punto  M,  no  puede  dicha  recta  tomar  sino 
una  sola  posición. 

350.  El  paraboloide  hiperbólico  es  nna  superficie  gausa;  porque  dos 
jeneratrices  cualesquiera  A  y  A',  aun  cuando  se  hallen  infinitamente  pro- 
ximaSy  no  podrán  estar  contenidas  en  un  solo  plano  sino  cuando  las 
directrices  B  y  B',  que  cada  una  tiene  dos  puntos  comunes  con  las  pri- 
merasy  estén  ellas  mismas  situadas  en  este  plano;  pero  esto  es  contra* 
río  a  la  definición  dada  eii  el  número  precedente;  luego  la  superficie 
de  que  tratamos  es  gausa. 

551.  La  superficie  que  nos  ocupa,  admite,  lo  mismo  que  el  hiperbo-  fig.  115. 
loide  gauso,  otro  segundo  modo  de  jeneracion  inverso  al  primero,  y  en 
el  que  dos  de  las  jeneratrices  A,  A',  A",... .serán  las  directrices*  Para 
probarlo,  demostremos  que  todo  plano  T>W paralelo  alas  dos  directriz 
cesB  ffB\  corta  al  paraboloide  según  una  recta;  que  en  resumen  se  re- 
duce a  hacer  ver  que  los  tres  puntos  D,  D'  y  D''  en  que  este  plano  encuen- 
tra a  tres  jeneratrices  cualesqniera  A,  A',  y  A",  se  hallan  en  línea  recta. 

Proyectemos  toda  la  figura  sobre  un  plano  QOX  paralelo  también  a 
1  as  dos  directrices  B  y  B',  y  empleemos  por  líneas  proyectantes  rectas 
oblicuas  (*),  pero  paralelas  todas  a  una  línea  PO  tirada  arbitrariamente 
en  el  plano  director  POX.  Entonces  B  y  B'  serán  dos  línea  cualesquie- 


(*)  Hasta  el  presente  y  hemos  demostrado  esta  proposición  conservan- 
do las  proyecciones  ortogonales,  y  empleando  un  plano  QOX  perpendi- 
cular al  plano  director  P;  lo  que  deja  en  ]}ie  todos  los  raciocinios  y  cál- 
culos del  testo.  Pero  la  marcha  actual  jyresenta  la  ventaja  de  poner  a  la 
vista  del  lector ^  d  segundo  plano  director*  Q  que  admite  el  paraboloide 
hiperbólico. 

41 
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ra  í  y  V\  pero  las  rectas  MDN,  M'D'N'  y  M"D"N^  que  tienen  sos  pla- 
nos proyectantes  paralelos  a  P,  se  proyectarán  segan  las  rectas  mdrij 
inid!v¡!  ym'Wn''^  paralelan  necesariamente  a  la  intersección  OX  de  los 
dos  planos  P  y  Q.  dentado  esto,  tendremos  evidentemente  que 

MD  _  md      W&^  _  n^     M'D''  _  y/i"d", 

pero,  por  otra  parte,  como  el  plano  DUV  es  paralelo  a  las  dos  líneas  B 
y  B',  podemos  mirar  a  las  rectas  A,  A'  y  A"  como  cortadas  ¡>or  tres 
planos  paralelos;  y  según  un  teorema  conocido  en  la  jeometría  elemen-^ 
tal,  hallaremos  las  razones  iguales 

MD  _  aro;  _  M^'D" 
DN~D'N'  ~D''N'^' 

que  en  virtud  de  las  igualdades  precedentes,  darán  también 

rnd  _  m'd'  _  vi'd'' 
~dh  ~  "¿V  ~  Iñt"^' 

Pero  como  estas  razones  iguales  .  subsisten  entre  las  rectas  mtif  irVn'  y 
m''n''  que  son  paralelas  entre  si,  resultará  precisamente  de  aquí  que  los. 
tres  puntos  d,  d\  ¿Z"  están  sobre  una  misma  recta  que  converjirá  con  h 
y  h"  hacia  un  solo  pvmto;  de  aquí  se  sigue  que  los  puntos  del  espacio 
D,  D'  y  D"  se  hallan  en  el  plano  proyectante  que  pasa  por  la  recta  dd'd''\ 
y  como  también  se  hallan  en  el  plano  DUV,  que  es  distinto  de  este  pla- 
no proyectante,  resulta  de  aquí  que  estos  tres  puntos  D,  D'  y  D"  están 
efectivamente  en  línea  recta. 
FiG.  115.  552.  En  virtud  de  esto,  si  hacemos  resbalar  sobre  dos  jeneratrices  A 
y  A'  del  primer  modo,  una  recta  mévil  B"  sujeta  adenuis  a  permanecer 
paralela  al  plano  Q,  esta  recta  enjendrará  el  mismo  paraboloide  que 
arriba:  porque  cuando  B'*  pase  por  el  punto  D,  por  ejemplo,  no  podrá 
menos  de  coincidir  con  la  recta  DP'D"  que  ésta  situada  (núm.  551)  so- 
bre este  paraboloide,  y  que  llena  ya  las  condiciones  impuestas  a  B'\ 
Y  en  virtud  de  esto,  tendremos  otro  segundo  método  de  jeneracion  en  que 
el  nuevo  plano  director  Q  es  paralelo  a  las  dos  directrices  B  y  B'  del 
modo  anterior,  y  en  el  que  las  directrices  nuevas  son  dos  jeneratrices^ 
cualesquiera  del  primer  sistema  A. 
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553.  EoBayemos  ahora  el  hocer  mover  una  recta  B"  de  modo  que 
se  apoye  constantemente  eu  tres  rectas  cualesquiera  A,  A'  y  A",  del 
primer  sistema,  sin  ponerle  la  restricción  de  ser  paralela  a  un  plano  di- 
rector. Estas  condiciones  bastarán  para  reglar  completamente  (núm. 
521)  el  movimiento  de  esta  jeneratriz;  y  cuando  pase  por  el  punto  D, 
por  ejemplo,  deberá  coincidir  aun  con  DD'D'  que  cumple  con  las 
condiciones  enunciadas;  luego  B"  va,  según  esto,  a  describir  el  mismo 
paraboloide  que  anteriormente.  Por  consiguiente,  aquí  tenemos  otro  mé- 
todo de  jeneracion,  en  el  que  se  produce  esta  superficie  por  d  movimiento 
de  una  recta  B"  gtie  resbala  constantemente  sobre  tres  rectas  Jijas  A,  A'  y 
A'',  que  Mii  paralelas  a  un  mismo  plano;  porque,  en  el  caso  actual,  en 
lugar  de  ser  estas  tres  directrices  enteramente  ail)itrarias,  son,  por  la 
definición  del  níím.  549,  todas  ellas  peralelas  al  plano  P;  de  suerte  que, 
bajo  este  punto  de  vista,  el  paraboloide  hiperbólico  es  un  ca^o  particu-  - 
lar  del  hiperboloide  de  una  napa  (núm.  521).  Por  otra  parte,  aun  cuando 
no  hayamos  impuesto  a  la  recta  móvil  B"  la  restricción  de  permanecer 
paralela  al  plano  fijo,  no  dejará  de  llenar  esta  condición,  porque  las 
posiciones  que  tomará,  como  la  DD'D'',  son  todas  paralelas  al  plano  Q; 
esto  concuerda  con  la  observación  del  núm.  529. 

Es  también  evidente  que  este  modo  de  jeneraci{>n  admite,  como  re- 
cíproco, otro  cuarto  modo  en  el  cual  haremos  mover  a  la  recta  A  sobre 
tres  de  las  jeneratrices  del  sistema  B  cualesquiera  que  ellas  sean;  por- 
que como  esta  recta  A  no  podrá  tomar  (num.  521)  sino  las  posiciones 
A',  A",....  que  llenan  ya  esta  condición,  y  permanecerá  también  paralela 
al  plano  P,  aun  cuando  no  le  hayamos  impuesto  esta  restricción. 

554.  De  aquí  resulta  evidentemente  :  1.®  que  por  cada  punto  D  to-pj^  n^ 
mado  a  discreción  sobre  el  paraboloide,  pasan  dos  rectas  situadas  ente- 
ramente sobre  la  superficie,  y  pertenecientes  una  al  sistema  A  y  la  otra 

al  B;  2.^  que  dos  jeneratrices  que  pertenezcan  al  mismo  modo,  no  se 
hallan  nunca  en  un  solo  plano,  pues  lo  que  hemos  probado  níun.  550 
respecto  a  las  rectas  A,  A',  A",....  también  se  aplica  evidentemente  alas 
rectas  B,  B',  B'\...;  3.^  que  cada  jeneratriz  de  un  sistema,  corta  a  todas 
las  rectas  del  otro  modo,  sin  que  haya  dos  que  sean  paralelas;  porque 
si  esta  circunstancia  tuviese  lugar  respecto  a  A'"  y  B^',  por  ejemplo,  se 
seguiría  de  aquí  que  estas  rectas  serian  también  paralelas  a  la  intersec- 
ción OX  de  los  dos  planos  directores,  lo  que  es  imposible,  a  no  ser  que 
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las  consideremos  como  colocadas  a  una  distancia  infinita;  4.^  una  recta 
cualquiera  no  puede  atravesar  al  paraboloide  sino  en  dos  pantos;  porque 
si  tuviese  tres  puntos  comunes  con  esta  superficie,  se  apoyaría  sobre 
tres  jeneratricesy  y  por  consiguiente  (num.  553)  coincidiría  toda  ella 
con  el  paraboloide.  Ademas,  para  obtener  los  puntos  de  intersección, 
será  preciso  construir  la  sección  causada  en  la  superficie  por  un  plano 
vertical  u  horizontal,  tirado  por  la  recta  dada. 

555.  Finalmente,  como  en  el  primer  modo  de  jeneracion,  hallamos 
las  diversas  posiciones  A,  A',  A",....  de  la  jeneratriz,  por  medio  de  los 
planos  paralelos  a  P,  que  cortan  a  las  directrices  B  y  B'  en  los  puntos 
M  y  N,  M'  y  N',....  sabemos,  por  la  jeometría  elemental,  que  estos  pla- 
nos dividirán  a  las  rectas  B  y  B'  en  partes  proporcionales,  es  decir» 
que  tendremos  que 

MM'       M'M"       M"M'" 


NN'  ~  N'N^'  ~  N"N' 


de  donde  resulta  que  en  lugar  de  un  plano  director,  podremos  señalar 
dos  posiciones  primitivas  A  y  A'  de  la  recta  móvil;  exijir,  en  segnida, 
que  esta  resbale  sobre  B  y  B',  de  modo  que  siempre  intercepte  partes 
que  sean  proporcionales  con  MM'y  NN'.  Esta  marcha  será  de  un  uso 
mui  cómodo  para  ejecutar  en  relieve  el  paraboloide  hiperbólico;  porque 
después  de  haber  construido  un  cuadrilátero  gauso,  como  el  MNN'"M'", 
cuyos  lados  y  ángulos  sean  invariables,  bastara  dividir  los  lados  opues- 
tos MM'"  y  NN'"  en  un  mismo  número  de  partes  iguales;  en  seguida, 
uniendo  las  divisiones  correspondientes  por  medio  de  kilos  tendidos  4n 
línea  rectay  obtendremos  una  representación  fiel  de  esta  superficie.  Para 
introducir  al  mismo  tiempo  las  jeneratrices  del  sistema  B,  no  ha- 
brá mas  que  dividir  también  los  otros  dos  lados  MN  y  M"'N"'  en  un 
mismo  número  de  partes  iguales,  y  uniendo  ios  puntos  de  división  co- 
rrespondientes, por  medio  de  otros  hilos  que  entonces  deberán  apoyarse 
sobre  los  primeros,  y  no  formar  sino  una  sola  y  misma  superficie,  en  la 
que  están  espresados  de  un  modo  mui  sensible  los  dos  modos  de  jene- 
racion (véase  núm.  566  y  Iñ^g.  120J. 
FiG.  115.  556,  Del  plano  tanjente.  Cuando  se  nos  dé  el  punto  de  contacto  G 
sobre  una  jeneratriz  conocida  AMGN,  bastará  solo  construir  otra 
segunda  jeneratriz  A'  del  mismo  modo,  empleando  para  ello  el  proce- 
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dimiento  del  num.  549  si  el  paraboloide  está  definido  por  un  plano  di- 
rector P«  y  8Í  lo  fuese  por  tres  directrices  B,  B'  y  B",  paralelas  al  naismo 
plano,  emplearíamos  la  marcha  del  aúm.  521.  Después  de  conocidas 
las  dos  jeneratrices  A  y  A',  las  cortaremos  con  an  plano  tirado  por  el 
punto  G  paralelamente  a  las  directrices  B  y  B%  y  la  recta  GH  que 
unirá  los  puntos  de  sección,  estará  situada  (níim.  551)  sobre  el  parabo- 
loide; luego  el  sistema  de  las  dos  rectas  AG  y  GH,  que  ellas  mismas 
son  sus  propias  tanjentes^  determinará  el  plano  lanjente  de  la  superfi- 
cie para  el  punto  dado  G. 

557.  Si  solo  se  señalase  la  proyección  horizontal  £  del  punto  de 
contacto,  sin  dar  la  jeneratriz  que  le  contiene,  sería  preciso,  en  primer 
lugar,  hallar  la  segunda  proyección  de  este  punto.  Para  esto,  haríamos 
pasar  por  g  un  plano  vertical  cualquiera,  cuyas  intersecciones  con  di- 
versas jeneratrices  determinaríamos,  estos  puntos  nos  dárian  en  seguida 
las  proyecciones  verticales  de  la  sección  causada  en  la  superficie;  hecho 
esto,  proyectaríamos  el  punto  g  a  esta  curba,  y  de  este  modo  tendría- 
mos las  dos  proyecciones  g  y  g^  del  punto  de  contacto,  mu  i  fácil  sería 
tirar  la  jeneratriz  que,  pasando  por  este  punto,  se  apoyase  en  B  y  B'; 
de  modo  que  nos  hallaríamos  otra  vez  en  el  caso  precedente. 

558.  La  superficie  gausa  que  nos  ocupa  es  idéntica  con  el  parabo- 
laide  hiperbólico  que  hemos  descrito  con  el  núm.  89.  Con  efecto,  esta 
superficie  gausa  es  de  segundo  grado^  porque  sin  efectuar  los  cálculos, 
es  fácil  ver  que  las  condiciones  por  medio  de  que  espresaríamos  que 
la  recta  móvil  A  tiene  siempre  un  punto  común  con  B  y  con  B',  y  per- 
manece paralela  al  plano  P  elejido,  si  queremos,  por  uno  de  los  planos 
coordenados,  conducirán  a  una  equacion  que  no  pasará  de  segundo 
grado;  y  esta  consecuencia  concuerda  con  la  ultima  observación  del 
núm.  554.  En  seguida,  esta  superficie  gausa  no  admite  ninguna  sección 
plana  que  sea  una  curba  cekrada,  como  lo  vamos  a  demostrar  (num. 
564).  Ademas  de  esto,  no  puede  ser  nn  cilindro  de  base  hiperbólica  o 
parabólica  en  virtud  de  ser  gausa;  por  consiguiente,  es  preciso  que 
coincida  ton  el  paraboloide  hiperbólico  (núm.  89)^  pues  que  todas  las 
demás  superficies  de  segundo  grado  admiten,  por  su  misma  jeneracion, 
secciones  elípticas.  ( Véase  libro  II,  capitulo  I). 

559.  Secciones  planas  dd  paraboloide  hiperbólico.  La  curba  de 
intersección  de  esta  superficie  con  un  plano  dado  n,  la  obtendremos 


Digitized  by 


Google 


336  LIBRO  Vil.   DE  LAS  8UPKBFIC1E8  OAU8AB. 

construyendo  los  puntos  en  que  este  plano  corta  a  los  diversas  jenera* 
trices  A,  A',  A",....  y  la  tanjente  a  esta  curba  en  un  punto  dado,  resul- 
tará de  la  intersección  del  plano  tt  con  el  plano  tanjente  al  paraboloide, 
por  elpnntu  en  cuestión,  cuyo  plano  se  construirá  como  en  el  núm.  556. 
£n  cuanto  a  la  naturaleza  de  la  sección,  podemos  preveerla  por  medio 
de  las  reglas  siguientes, 

560.  Si  el  plano  secante  n  pasa  por  una  recta  A  del  paraboloide, 
la  otra  rama  de  intersección  será  también  rectilínea,  supuesto  que  esta 
superficie  es  de  segundo  grado;  la  determinaremos  hallando  solamente 
los  puntos  D'  y  D"  en  que  n  va  a  encontrar  a  otras  dos  jeueratrices  A'  y 
A^  del  mismo  modo  que  A,  y  la  sección  total  se  compondrá  de  dos 
restas  A  y  DD'D^',  de  suerte  que  el  plano  n  será  tanjente  en  D  y  secan- 
te en  todo  lo  demás. 

561.  En  el  caso  mas  particular  aun,  de  que  el  plano  n  que  pasa  por 
A,  sea  paralelo  al  plano  director  P  que  corresponde  a  esta  jeneratriz, 
no  cortará  este  plano  a  las  otras  jeneratricesdel  mismo  modo,  de  suerte 
que  la  segunda  rama  de  intersección  que  hace  poco  era  DD'D",  se  ale- 
jará toda  ella  al  infinito.  Luego  entonces  la  sección  se  reducirá  a  solo 
la  recta  A;  pero  el  plano  tt  deberá  considerarse  siempre  como  tanjente 
al  paraboloide  en  eJ  punto  infinitamente  distante  situado  sobre  A,  o  sino 
como  un  plano  asíntota  de  la  superficie. 

562.  En  jeneral,  sea  tt  un  plano  cualquiera  que  no  sea  paralelo  a  la 
intersección  OX  de  los  dos  planos  directores;  dicho  plano  cortará  a 
estos  según  las  rectas  í  y  d'  que  tampoco  serán  paralelas  a  OX,  y  en- 
tonces existirá  en  cada  sistema  una  jeneratriz  paralela  a  tt.  Coíi  efecto, 
conduzcamos  por  la  directriz  B  un  plano  BCE  paralelo  a  la  traza  d; 
este  plono  cortará  precisamente  a  la  directriz  B'  en  cierto  punto  N", 
tirando  por  este  punto  la  recta  N"M"  A"  paralela  a  d,  irá  a  encontrar  a 
la  directriz  B,  y  evidentemente  será  una  jeneratriz  paralela  al  plano  n. 
Si  operamos  de  un  modo  enteramente  semejante  respecto  a  la  traza  á\ 
tirando  por  la  jeneratriz  A  un  plano  paralelo  a  d\  este  cortará  a  otra 
recta  A'  del  mismo  sistema  en  un  punto  D',  por  el  cual  podremos  tirar 
otra  jeneratriz  B''  que  será  paralela  a  d'  y  al  plano  tt.  De  aquí  debemos 
concluir  que  la  sección  dada  con  el  plano  tt  presenta  dos  ramas  abier- 
tas, que  converjirán  hacia  los  puntos  infinitamente  distantes  en  que  rr 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO  III.  DVL  PARABOLOIDE  HIPERBÓLICO.  327 

vaya  a  encontrar  a  las  dos  jeneratrices  A''  y  B'';  y  así,  esta  sección  será 
una  hipérbola  coyas  asíntotas  vamos  a  construir. 

Tiremos  por  la  jeneratriz  A"  un  plano  it'  paralelo  a  P;  este  plano  rC 
será  tanjente  (num,  561)  al  paraboloide  en  un  punto  situado  al  infinito 
sobre  A'';  luego  la  intersección  de  este  plano  tanjente  con  él  plano  re 
de  la  cnrba,  nos  dará  la  asíntota  de  la  rama  que  converje  hacia  A",  y 
esta  asíntota  será  evidentemente  paralela  a  esta  jeneratriz.  La  otra  asín- 
tota nos  la  dará  así  mismo  la  intersección  del  plano  tt  con  un  plano  tt'^ 
tirado  según  B'^  paralelamente  al  segundo  plano  director  Q,  y  será  pa- 
ralela a  B". 

563.  Finalmente,  supongamos  que  el  plano  secante  n  sea  paralelo 
a  la  intersección  OX  de  los  dos  planos  directores,  en  cuyo  caso  sus  dos 
trazas  d  y  d'  sobre  estos  últimos,  serán  también  paralelas  a  OX.  Si  en 
este  caso  queremos  ensayar  el  obtener  una  jeneratriz  paralela  a  n,  será 
preciso  también  tirar  por  B  un  plano  BCE  paralelo  a  d;  pero  enton- 
ces, este  plano  no  cortará  ya  a  ninguna  de  las  jeneratrices  B',  B",.... 
porque  evidentemente  será  paralelo  a  Q;  luego  la  jeneratriz  paralela  a 
TT,  en  el  sistema  A,  se  traslada  toda  ella  a  una  distancia  infinita.  Lo 
mismo  sucederá  con  la  jeneratriz  que,  en  el  sistema  B,  sea  paralela  a 
7T,  de  suerte  que  la  sección  ocasionada  por  el  plano  tt  será  abierta, 
supuesto  que  hai  en  ella  jeneratrices  cada  vez  mas  distantes  que  in- 
definidamente se  aproximarán  a  ser  paralelas  a  tt;  pero  esta  curba  no 
tendrá  asíntotas.  Con  efecto,  'esta  ultima  línea  nos  la  daría,  según  he- 
mos visto  en  el  número  precedente,  la  intersección  del  plano  tt  con  otro 
plano  tt'  o  tt*'  paralelo  a  P  o  a  Q,  tirado  según  la  jeneratriz  paralela  a  tt; 
pero  esta  jeneratriz  está  toda  ella  transportada  al  infinito;  luego  tam- 
bién el  plano  tt'  se  alejará  indefinidamente,  y  no  nos  dará  ya  asíntota.  Por 
consiguiente,  la  sección  relativa  al  caso  actual  es  una  parábola^ 

564.  Recapitulando  esta  discusión^  vemos  que:  1.^  todo  plano  rt pa- 
ralelo a  la  intersección  OX  de  los  dos  planos  directores  (*),  da  una  sec- 


(*)  Veremos  en  el  núm.  572  que  esta  recta  OX  es  el  eje  principal  del 
paraboloide,  o  a  lo  menos,  le  es  paralela,  porgue  los  dos  planos  directores 
no  están  determinados  en  cuanto  a  su  posición  absoluta,  sino  solo  en, 
cuanto  a  su  dirección. 
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cíoii  rAftABOLiCA,  y  si,  ademccs,  n  es  paralelo  a  uno  de  estos  planas  direc^ 
toreSf  esta  parábola  se  reduce  a  una  recta  sola  (niim.  561). 

2.^  8i  el  jftano  secante  ir  no  es  paralelo  a  la  intersección  OX  de  los 
dos  planos  directores^  la  sección  es  una  hipérbola;  pero  esta  dejenera  en 
nos  RECTAS  QUE  SE  CORTAN,  si  el  plano  secante  contiene  ya  unajenera- 
triz  de  la  superficie  (núm.  560). 

^.^  En  ningún  caso,  puede  ser  la  sección  producida  por  un  plano 
cualquiera  n  en  el  paraboloide  una  curba  cerrada. 

565.  Observemos  también  que  las  construcciones  indicadas  en  el 
núm.  562  servirán  para  resolver  este  problema:  hallar  sobre  un  parabo- 
loide dadof  unajeneratriz  que  sea  paralela  a  un  plano  conocido  n.  Ha* 
bra  dos  soluciones  cuando  este  plano  n  no  sea  paralelo  a  la  intersección 
de  los  dos  planos  directores;  y  el  problema  será  imposible  cuando  n  sea 
paralelo  a  esta  intersección,  a  no  ser  que  al  mismo  tiempo  lo  sea  tam- 
bién a  uno  de  los  planos  directores,  en  cuyo  caso  existirán  una  infinidad 
de  soluciones,  dadas  por  todas  las  jeneratrices  paralelas  a  este  plano 
director. 

Problema.  Representar  un  paraboloide  cnjendrado  por  una  recta 
móvil  A  que  resbala  sobre  dos  rectas  Jijas  B  y  P^29  P^nianedendo  siempre 
paralela  un  plano  director  dado  P;  y  construir  el  plano  tanjente  a  esta 
superfidcy  en  un  punto  conocido. 

566.  Con  el  fin  de  dar  a  este  depurado  toda  la  simetría  que  debería- 
mos tratar  de  obtener  en  la  constnccion  de  un  modelo  enrelieve,  haré-- 
nK)9  observar  que  un  plano  Q  paralelo  a  las  dos  rectas  dadas  B  y  B,  sería 
el  plano  director  del  segundo  modo  de  jeneracion  (núm.  552)  del  para-  . 
boloide  que  buscamos;  y  como  este  plano  Qestá  evidentemente  determi- 
nado, a  lo  menos  en  dirección,  por  los  datos  actuales  del  problema,  nos 
será  permitido  adoptar  Jas  disposiciones  siguientes : 

FiG.  120.  L^  Elejirémos  nuestro  plano  horizontal  de  proyección,  perpendicular 
a  los  dos  planos  directores  P  y  Q,  que  entonces  estarán  representados 
por  sus  trazas  horizontales  op  y  oq. 

2.^  Dirijirémos  el  plano  vertical  de  proyección,  de  suerte  que  sea  pa- 
ralelo, a  la  recta  oy  que  divide  en  partes  iguales  al  ángulo  poq;  eu  se- 
guida, trazaremos  las  proyeí^ciones  (CD,  C  D')  de  la  recta  dada  B,  y 
las  proyecciones  (EF,  C'F)  de  la  otra  directriz  Bg,  teniendo  cuidado  de 
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quilas  ^loB  :pr<vydc<HQn6B  iüDrisontalesCD  y  £F^  deberán  «eroiecesaria- 
tirente  pasFaífólas  eiUpesí^^^guAla  condición  1.%  pneBloeerán  aiftipa^a 
•ojT  delpkbno  director  X^« 

3.^  Podemos  ta^D^íen  levantar  o  «bajar  naestf  o  plano  ihorizoalal,  de 
modo  que  la  Jínea  de  atierra  VY'  pase  por  el  putoto  C  en  que  se  «cruzan  las 
dos  prpyecoionee  verticales  de  las  directrices  By  Bt;:y  en  esle  caso,  las 
trazas  horizontales  CE  de  estas  rectas^'Se  hallarán  (Sobre  tina  iiiiísma 
|)erpendicQlar  CE  a  la  línea  de  tierra. 

4.^  Limitaremos  estas  directrices  a  los  dos  puntos  (D,  D'.)  y  (F,  >F') 
en  qne  van  a  encontrar  al  plano  vertical  DOF  tirado  perpendicularmente 
por  eLmedro  de  CE;  de  modo  que  la  figura  CDEF  será  un  vonibo, 
cuyo  centro  O  seré  la  proyección  del  ^/i?  del  paraboloide,  como  lo  vere- 
mos mae  adelante  (nám.  572),  con  tal  que  las  directrices  B  y  B^  estén 
igualmente  inclinadas  Bohw  el  actual  plano  horizontal.  A  la  vevdad, 
esta  última  condición  podrá  mui  bien  no  quedar  satisfecha  por  las  direc- 
trices que  asigne  la  cuestión;  pero  concederemos  que  se  verifica  nqiáj  y 
por  consiguiente  que  los  puntos  (D,  D')  y  (F,  F')  están  a  la  misma  al- 
tara, en  atención  a  que  en  todos  casos  sabremos  hallar  (num.  572)  entre 
las  jenetrices  del  paraboloide,  dos  rectas  que  estén  igualmente  in- 
clinadas sobre  la  vertical,  y  que  en  el  acto  pudiesen  sustituirse  a  las  di- 
rectrices dadas  (CD,  C^D')  y  (EF,  C'F'),  cuando  estas  últimas  no  lle- 
nasen dicha  condición. 

567.  Sentado  esto,  la  recta  que  reúna  los  puntos  ('D^  D')  y  (E,  C)  fig.  i20. 
será  evidentemente  paralela  al  plano  director  F,  <supuesto  que  bu  pro- 
yección horizontal  DE  será  paralela  a  la  traza  ofp  de  este  plano  vertical  P 
según  las  consideraciones  2.''  y  4.''  del  número  precedente.  Luego  (DE, 
D'C)  es  una  posición  de  la  jeneratriz  móvil  A;  y  como  lo  mismo  suce- 
derá con  la  recta  (CF,  CT'),  vemos  que  «i  se  dividen  en  unmísmo  nú- 
mero de  partes  iguales  las  dos  directrices  dadas  (CD,  C'D')  y  (EF, 
C'F),  y  unimos  en  seguida  los  puntos  de  división  O  y  16,  1  y  15,  2  y 
14,  3  y  13,....  hallaremos  por  este  medio  las  diversas  jeneratfices  del  sis- 
tema A,  a  saber : 

(DE,D'C), (GH,  G'H'),..:..  (CF,  C'F'); 

y  ademas,  todas  eístas  rectas  ^staránproyeetadas  borizontalmenle  sobre 
paralelas  a  la  traza  c^  ^del  plano  director  P. 

42 
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568.  En  cuanto  a  las  proyecciones  verticales  do  estas  mismas  jene- 
ralricesi  formarán  con  sus  intersecciones  subcesivas,  una  curba  D'O'F* 
envolvente  de  todas  estas  rectas,  y  que  será  una  parábola.  Porque  cada 
jeneratriz  G'H'  nos  dará  evidentemente  la  proporción  F'G'  :  G'C'  : : 
C*H'  :  H'D',  de  aquí  resulta  que,  en  la  curba  envolvente,  dos  tanjentes 
tiradas  desde  el  mismo  punto  quedan  cortadas  por  otra  tercer  tanjente 
en  partes  recíprocamente  proporcionales^  que  es  una  propiedad  cono- 
cida de  la  parábola  de  segundo  grado.  Por  otra  parte,  como  la  curba 
D^O'F'  forma  el  contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  plano  verti- 
cal, sera  preciso  puntuar  las  partes  de  jeneratrices  que  están  al  otro 
lado  de  este  contorno  aparente;  y  así,  la  recta  (GMH,  G'M'H'),  por 
ejemplo,  seta  visible  sobre  el  plano  vertical  en  la  porción  G'M',  e  invi- 
sible en  la  M'H';  ademas,  el  punto  de  contacto  M'  que  separa  estas 
partes,  estará  precisamente  proyectado  en  M  sobre  la  diagonal  DF* 
Con  efecto,  en  la  parábola  D'O'F',  tendremos,  por  el  principio  recor- 
dado arriba, 

G'M'  :  M'H'  ::  C'H'  :  H'D'  ::  11  :  5; 

pero  en  el  trapuio  CDEF,  tenemos  también  evidententemente  que 

GM  :  MH  ::  GF  :  DH  : :  U  :  5; 

de  donde  concluimos  que  G'M'  :  M'H'  : :  GM  :  MD,  y  por  consi- 
guiente el  punto  M'  se  proyecta  en  M.  Esta  circunstancia,  que  se  re- 
produce en  todas  las  jeneratrices,  prueba  que  la  parábola  D'O'F'  no  es 
otra  cosa  que  la  sección  dada  por  el  plano  vertical  DOF,  en  el  parabo- 
loide de  que  tratamos, 

565.  Si  proyectamos  ahora  este  mismo  paraboloide  sobre  un  plana 
vertical  VZ"  paralelo  a  la  diagonal  CE,  las  directrices  primitivas  se  con- 
vertirian  en  las  rectas  (CD,  C"D")y  (EF,  E"D"):  y  probaríamos,  como 
arriba,  que  las  proyecciones  de  las  jeneratrices  forman  por  sus  inter- 
secciones subcesivas,  otra  j)arál>ola  C"0"E"  que  representará  la  sec- 
ción causada  en  la  superficie  por  el  plano  vertical  COE.  El  lector  que 
esté  familiarizado  con  la  aplicacioadel  análisis  a  la  Jeometría  de  las  tres 
dimensiones,  reconocerá  en  los  planos  verticales  OY  y  OZ  que  nos  daa 
estas  parábolas,  los  planos  diametrales  principales  del  paraboloide  hi-. 
perbólico,  que  deben  cortarle  (nóm.  91)  según  el  eje  úuico  de  esta  su- 
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perfieie;  con  efecto,  vamos  a^emostrar  (n&m.  572)  que  este  eje  es  la  rec- 
ta (O,  O'X'); 

570  El  paraboloide  hiperbólico  admite,  según  hemos  visto  en  eli'ro.  120. 
núm.  551,  otro  segundo  sistema  de  jéneratrices  rectilíneas  qne  son  pa- 
raleJas  al  plano  director  Q,  determinado  por  las  dos  directrices  primiti- 
vas B  y  Ba,  o  (CD,  C'D')  y  (EF,  CTF');  este,  en  el  caso  presente,  es  el  pla- 
no vertical  og.  Por  consiguiente,  estas  nuevas  jéneratrices  estarán  pro- 
yectadas borizontalmente  sobre  parálelas  a  la  traza  oq;  y  así,  como  ellas 
deben,  ademas,  apoyarse  sobre  dos  rectas  del  sistema  A,  por  ejemplo, 
sobre  (DE,  D'C^  y  (CF,  C'F'.),  cuyas  estremidades  corresponden  ya 
(núm.  566)  a  planos  verticales  DC  y  EF  paralelos  a  oq^  vemos  que  será 
suficiente  dividir  en  un  mismo  numero  de  partes  iguales  a  estas  dos 
nuevas  directrices  (DE,  D'C)  y  (CF,  CT'),  y  unir  en  seguida  los  pun- 
tos de  división  O  y  16,  1  y  15,  2  y  14,  3  y  13....;  de  este  modo  obten- 
dremos las  diversas  jéneratrices  del  sistema  B,  a  saber: 

(CD,  CD'), {gWi,  G'M'H')^.....  (FE,F'C'). 

571.  Estas  rectas  del  sistema  B  se  confundirán  en  la  proyección 
vertical  con  las  del  sistema  A  ya  construidas;  porque  en  el  rombo  CDEF, 
es  evidente  que  los  puntos  G  y  ^,  H  y  A,  se  hallan  de  dos  en  dos  sobre 
perpendiculares  a  la  línea  de  tierra;  y  así,  las  proyecciones  verticales 
de  estas  jéneratrices  B,  serán  aun  tanjentes  a  la  parábola  principal 
D'O'F';  pero  las  partas  visibles,  como  (MA,  M'H'},  caerán  sobre  las 
partes  puntuadas  de  las  jéneratrices  A,  y  recíprocamente.  Por  esto,  y 
por  dejar  subsistente  a  la  vista  la  distancia  de  las  dos  napas  anterior  y 
posterior  a\  plano  vertical  DOF,  no  hemos  querido  representar  las  jé- 
neratrices del  sistema  B  como  realmente  existentes,  pero  las  hemos 
marcado  sobre  el  plano  horizontal  con  rectas  mistas. 

Una  coincidencia  análoga  se  efectuará  sobre  el  plano  vertical  VZ'', 
en  el  que  las  jéneratrices  del  sistema  B  serán  también  tanjentes  a  la 
parábola  principal  C"0"E". 

572.  Para  hallar  la  cúspide  y  el  eje  del  paraboloide  hiperbólicu,  es 
preciso  recurrir  al  análisis,  o  sino  admitir  como  definiciones,  que  es  per* 
mitido  sentar  las  relaciones  siguientes :  El  ejc  eUl  paraboloide  es  una 
recta  paralela  a  los  dos  planos  directores  P  y  Qy^e  tal  naturaUza  que 
4:orta  a  la  superficie  en  un  punto  por  el  cual  pasan  dos  jéneratrices  que 
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ámb(m  son  p&rpenáicutare^  a  este  eje;  ademas^  este  punt&  se  Hatim  cus- 
PIDE  (núm.  91).  En  virtud  de  esto,  vemos  que  cuando  loa  datos  so» 
cualesquiem,  sevá  preciso,  en  jeneral,  tirar  un  plano  n  perpendicalar  a 
¥  j  Q^y  en  seguida,  haliar  por  el  núm.  565,  las  dos  jeneratrices  que 
soQ  paralelas  a  n.  Hecho  esto>  el  punto  de  encuentro  de  estas  dos  rectas 
será  la  cúspide  pedida;  j  una  perpendicular  a  tt,  tirada  por  este  ponto^ 
será  el  eje  de  la  superficie. 

Pero  en  el  caso  presente,  en  que  hemos  adoptado  (núnu  566)  los  da* 
tos  mas  simétricos,  es  evidente  que  el  eje  del  paraboloide  es  vertical,  y 
que  por  el  punto  (O,  O')  pasan  dos  jeneratrices  horizontales  (K'OT, 
KQI)  y  (K'OT,  kOi);  luego  el  punto  (O,  O')  es  la  cúspide  pedida,  j 
posr  consiguiente,  el  eje  es  la  recta  (O,  C'íVX'). 
FiG.  120.  Entre  las  condiciones  admitidas  en  el  núm.  566.  solo  hai  una  que  no 
siempre  estará  a  nuestro  arbitrio  satisfacer;  esta  es  la  que  supone  que 
las  dos  directrices  dadas  están  igualmente  inclinadas  sobre  el  plano 
horizontal,  elejido  según  lo  hemos  hecho.  Cuando  no  se  verifique  esta 
relación,  solo  resultará  que  los  puntos  D'  y  F'  no  se  hallarán  a  la  misma 
altura,  y  que  el  centro  O  del  rombo  CDEF  formado  según  se  ha  dicho 
(núm.  566),  no  será  la  proyección  de  la  cúspide  de  la  superficie;  pero 
entonces  hallaremos  esta  cúspide  por  el  método  jeneral,  o  mas  sencilla- 
mente tirando  a  la  parábola  D'O'F'  una  tanjente  horizontal.  Ademas> 
podremos  también  proporcionarnos  dos  directrices,  como  las  que  ya 
hemos  admitido,  tirando  a  la  parábola  dos  tanjentes  igualmente  incli- 
nadas sobre  la  vertical,  y  mirando  a  estas  rectas  como  dos  jeneratrices 
del  paraboloide,  hallaremos  fácilmente  sus  proyecciones  horizontales, 
que  nos  servirán  para  formar  el  rombo  cuyo  centro  corresponderá  exac- 
tamente a  la  cúspide  de  la  superficie. 

573.  Para  manifestar  claramente  la  forma  inversa  de  las  dos  napas  ' 
del  paraboloide,  que  una  está  encima  y  otra  debajo  de  la  única  cúspide 
(O,  O')  en  que  se  reúnen  sin  discontinuidad,  cortemos  a  esta  superficie 
con  diveisos  planos  perpendiculares  al  eje  (O,  C*0'X').  Sea  L'R'  uno 
de  estos  planos;  este  encuentra  a  las  proyecciones  verticales  de  las  je-* 
nerairices  que  hemos  construido,  en  puntos  que  proyectaremos  sobre  el 
plano  horizontales,  y  que  formarán  una  cur ba  compuesta  de  dos  ramas 
indefinidas,  pero  separadas,  LM?,  BNr.  Esta  cnrba  necesariamente  es 
una  hipérbola  (núm»  563)  cuyo  eje  real  es  ep  la  actualidad  (MN,  WW)^ 
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pero  »i'  ed  plano  secantie  est^iviene  di^bajo  che  la  cáspíée^  como  T'W% 
entonces  lifr  Beceion  que  aun  sería  (núm*  563)  una  hipérbola'  TUW^  tíii»j 
tendría  por  eje  real  a  la  recta  (Uti,  U');  y  si  este  plano  sedante  pasase 
precisamente  por  la  cúspide  (O,  O'),  la  sección  se  reduciría  a  laa  dos 
recta»  (KOl^  KT)  y  (¿Oi,  KT),  cnyas  proyecciones  horizontales-  son 
las  asíntotas  comunes  a  las  dos  seccionns  precedif'.nteiB. 

574.  El  plano  tanjente  por  un  punto  cualquiera  del  paraboloide, 
dado  por  su  proyección  horizontal  ^  se  obtendrá  tirando  lasjenerairices 
^'^  y  'ÍSj  respectivamente  paralelas  a  DE  y  DC;  y  en  seguida,  si  se 
proyectan  sobre  el  plano  vertical  los  dos  puntos: en  que  cada  una  de  estas* 
rectas  va  a  cortar  a  los  lados  opuestos  á^\  rombo  CDEF,  hallaremos 
de  este  modo  las' proyecciones  verticales  de  estas  jeneratrices,  y  no  ha* 
brá  mas  que  hacer  pasar  un  plano  por  estas  dos  rectas.  No  haremos 
aqui  estas  construcciones,  temerosos  de  hacer  algo  confuso  el  depurado; 
pero  no  presentarán  ninguna  dificultad  al  lector* 


CAPITULO  rv. 
Pe  h^  planos  tanjentes  a  las  st^rfocies  gmtsas  jenerates. 


El  hiperboloide  dte  una  uapa  y  el  paraboloide  hiperbólico  son,  entre 
las  superficies  gausas^  las  mas  sencillas  que  pueden  concebirse,  porque 
toda»  sug  directrices  son  rectilínear^  y  así  es  que  son  las  únicas  cuya 
equacion  no  se  eleva  sino  al  segundo  grado,  y  por  esta  razon^  se  las: 
llama  la»^  dos  superficies  gatisa^  de  segundo  grado.  Coma  la  construcción 
de  sus  planos  tanjentes  es  fácil,  se  ha  tratada  de  reducir  a  ellas  la.  so- 
lución de  las  cuestiones  semejantes  relativas  a  las  superficies  gausas 
jenerales,  y  se  ha  conseguido  por  medio  del  lema  siguiente. 

575i     Leiaa»  Cuando  dos  superjicies  goiusas  S  y  B'  tienen  unajene^nQ.iis. 
ratriz  conmn  GrLMN^  y  ss  tacan  en.  tres  puntos  L,  M.y  N  de  estarecta^ 
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entonces  estas  dos  superficies  sb  identifican  completamente  en  todo  el 
largo  de  esta  jeneratriz,  es  decir  que,  en  cada  punto  de  esta  recta,  el 
piano  tanjente  es  común  a  ambas  superficies. 

Supuesto  que  en  L  las  dos  superficies  tienen  un  plano  tanjente  co- 
mún, y  que  sucede  lo  mismo  en  los  puntos  M  y  N,  tres  planos  caales«- 
quiera  tirados  por  estos  puntos,  cortarán  a  las  superficies  S  y  S'  según 
las  curbas  respectivamente  tanjentes, 

Aa,  B¿,  Ce    y    AV,  B'b\  CV, 

de  las  cuales  las  tres  primeras  se  podrán  adoptar  por  directrices  de  la 
recta  móvil  G,  cuando  esta  describe  la  superficie  S,  en  tanto  que  las 
otras  tres  curbas  serán  las  directrices  relativas  a  S'.  Sentado  esto,  ha- 
remos resbalar  la  jeneratriz  G  sobre  las  tres  directrices  Aa,  B¿  y  Ce,  y 
la  colocaremos  en  una  posición  infinitamente  próxima  glmn;  esta  recta 
móvil  no  habrá  dejado  de  hallarse  al  mismo  tiempo  sobre  la  segunda 
superficie  S',  porque  las  curbas  directrices  de  esta,  que  son  tanjentes  a  las 
otras,  tienen  común  con  ellas  los  elementos  lineales  LZ,  Mm  y  Nw;  luego 
las  rectas  G  y  g,  así  como  también  todas  las  posiciones  intermedias  do 
la  jeneratriz,  son  comunes  a  las  superficies  S  y  S',  lo  que  desde  luego 
nos  da  lugar  a  concluir  que  teniendo  común  estas  superficies  el  elemento 
superficial  comprehendido  entre  G  y  g,  e  indefinido  en  lonjitud,  se  to- 
carán en  todo  el  largo  de  la  recta  G.  Pero  para  establecer  mas  clara- 
mente aun  esta  consecuencia,  cortemos  a  las  superficies  S  y  S'  por  otro 
cuarto  plano  arbitrario,  tirado  por  el  punto  también  arbitrario  H :  en 
este  caso,  las  secciones  serán  dos  curbas  Dd  y  D'<f ,  que  precisamente 
pasarán  por  los  dos  puntos  H  y  h  en  que  este  plano  secante  en- 
cuentra a  las  rectas  G  y  g;  luego  las  curbas  Dd  y  DW,  que  tienen 
dos  puntos  comunes  infinitamente  próximos,  se  tocarán  según  el  ele- 
mento Hk,  o  bien  tendrán  ia  misma  tanjente  HAT.  Por  consiguiente, 
los  planos  tanjentes  de  S  y  de  S'  en  el  punto  H,  coincidirán  exacta- 
mente uno  con  otro,  supuesto  que  cada  nno  de  ellos  deberá  pasar  por 
las  rectas  GH  y  HT. 

576.  Si  las  superficies  gausas  S  y  S'  son  del  jénero  de  las  que  ad- 
miten un  plano  director,  bastará»  para  que  se  identifiquen  todo  el  largo 
de  una  jeneratriz  común  G,  que  solo  tengan  dospldnos  tanjentes  comu- 
nes en  dos  puntos  de  esta  recta,  y  que  ademas,  el  plano  director  sea  el 
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misme  para  una  y  otra  superficie.  Esta  proposición  se  demostrará  exac- 
tamente como  la  precedente,  e  inmediatamente  debemos  conocer  porque, 
en  el  caso  actual,  no  se  exijen  sino  dos  planos  tanjentes  comunes;  por- 
que tan  luego  como  las  directrices  Aay  A^a\  Bb  y  B'¿',  son  respectiva- 
mente tanjentes,  y  que  ademas  es  el  mismo  el  plano  director,  esto  ma- 
nifiestamente es  bastante  para  que  la  recta  G  que  resbala  sobre  Aa  y 
B¿  paralelamente  a  este  plano  director,  no  cese  de  hallarse  a  la  vez  sobre 
las  dos  superjlicies,  cuando  esta  recta  pasa  déla  posición  G  a  la  posición 
infinitamente  próxima  g. 

Las  dos  teoremas  precedentes  sobre  el  contacto  de  las  superficies 
gausas,  son  no  solamente  útiles  en  muchas  cuestiones  de  estereométria 
en  que  se  quiere  identificar  esta  clase  de  superficies,  sino  que  también 
sirve  de  base  al  método  que  se  emplea  para  construir  sus  planos  tan- 
jentes o  sus  normales,  cuya  determinación  es  también  necesaria  para 
construir  las  juntas  de  las  dovelas  de  ciertos  arcos. 

577.  Del  plano  tanjente  cuyo  punto  de  contacto  senos  da.  Sean  no.  117. 
Aa,  Bft  y  Ce  las  tres  directrices  de  una  superficie  gausa  cualquiera  S,  y 

H  el  punto  de  una  jeneratriz  GLMN,  para  el  cual  se  nos  pide  el  plano 
tanjente.  Tiraremos  las  tanjentes  LT,  MU  y  NV,  a  las  directrices  da- 
das, y  haciendo  resbalar  la  recta  G  sobre  estas  tres  tanjentes  fijas,  ob- 
tendremos (nüm.  521)  un  hiperboloide  de  una  napa  que  tendrá  eviden- 
temente en  L,  M  y  N,  los  mismos  planos  tanjentes  que  S.  Luego  estas 
dos  superficies  se  tocarán  (nfim,  575)  en  todos  los  puntos  de  la  jenera- 
triz GLMN;  y  por  consiguiente,  la  indagación  del  plano  tanjente  de  la> 
superficie  S  en  el  punto  H  quedará  reducida  a  la  del  plano  tanjente  a  . 
este  hiperboloide  en  este  mismo  punto,  problema  cuya  solución  se  ha 
indicado  en  el  níim.  530;  pero  vamos  a  dar  un  método  mas  sencillo 
aun  en  el  nüm.  579, 

578.  Observemos  ademas,  que  para  construir  un  hiperboloide  de 
identificación  al  largo  de  la  jeneratriz  G,  no  es  necesario  emplear  preci- 
samente las  tres  tanjentes  LT,  MU  y  NV:  basta  adoptar  por  directrices 
tres  rectas  cualesquiera,  situadas  respectivamente  en  los  planos  GLT, 
GMU  y  GNV,  que  toquen  a  la  superficie  S  en  los  puntos  L,  M  y  N; 
porque  el  hiperboloide  formado  de  este  modo  tendrá  manifiestamente 
tres  planos  tanjentes  comunes  con  la  superficie  S.  Por  consiguien-<- 
te,  el  hiperboloide  de.  identificación  es  susceptible  de  uaa  infinidad  de 
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ornaos;  y  «sl,  entre  todes  estos  hiperboloides  taojentes,  liabrá  uno  que 
presfeiiitará  qa  contacto  mas  íntimo  con  la  supei^fície  S,  y  que  se  llama 
hiperboloide  moulador\  pero  como  su  construcción  no  nos  ^es  útil  por 
ahora,  hablaremos  de  él  cuando  tratemos  de  la  curbatusa  de  las  eoper- 
ficies  {^asenixm^  744). 

579.  Un  paraboiaidede  identificación  presenta  «1 :  método  mas  simple 
para  construir  él  plano  tanjente  de  una  superficie  gausa  je&eral  8.  Oon 
efecto,  en  el  plano  tanjente  de  &  en  N,  que  está  determinado  por  QN 
y  NV,  podremos  siempre  trazar  una  recta  NR  que  sea  paralela  al  -mis- 
mo plano  que  LT  y  MU;  porque  esto  se  reduce  a  cortar  al  plano  tan- 
jente GNV  con  un  plano  ¡paralelo  a  LT  y  MU«  Si  entonces  adoptamos 
las  tres  rectas  LT,  MU  y  NR,  que  «on  paralelas  a  un  solo  plano  para 
dirijir  el  movimiento  de  la  jeneratriz  G,  obtendremos  (núm.  553)  un  pa- 
raboloide que  tendrá  también  tres  planos  tanjentes  comunes  con  Ja  su- 
perficie S,  en  los  puntos  L,  M  y  N:  luego  el  plano  que  toque  a  S  en  H, 
será  el  mismo  (núm.  575)  que  el  plano  tanjente  del  paraboloide  for- 
mado de  este  modo;  y  este  último  plano  se  constrmrá  por  el  sencillo 
método  del  núm.  556.  Mui  pronto  presentaremos  un  ejemplo  de  estas 
construcciones  en  el  prGíblemadel  num.  608. 

580.  Cuando  la  misma  superficie  S  admita  un  phmo  director  F, 
bastará  entonces  adoptar  las  tanjentes  LT  y  MU  a  las  dos  corbas  direc- 
Iríces  para  hacer  resbalar  a  la  jeneratriz  GLM  paralelamente  al  plano 
P;  según  esto,  esta  recta  describirá  inmediatamente  un  paraboloide  que 
tendrá  dos  platas  tanjentes  conmnes  con  &  y  ei  mismo  plano  director. 
Luego  (num.  576)  este  paraboloide  tocará  a  la  superficie  S  en  todo  el 
largo  de  GLM;  de  modo  que  cofDStruyendo  el  plano  tanjente  de  este 
paraboloide  respecto  al  punto  H  (nüm.  556),  este  será  también  el  pla- 
no que  tocará  a  la  superficie  S  en  este  punto  (véase  el  ejemplo  del 
»úm.  598). 

581.  Bi  ««a  de  las  directrices  lineales  estuiriese  reemplazada  por 
ifrua  superficie  directriz  £,  a  la  que  debiese  permanecer  tanjente  la  jene- 
ratriz de  S  (num.  516),  la  curba  oca^a^',...  formada  por  kt  serie  de  puntos 
de  contacto  de  las  jeueratricesG^,  GV,  G'V,....  con  S,  sería  en  el  fon* 
do  la  terceía  dinectriz  lineal;  pero  sin  construir  esta  cuiba  ni  su  tanje»- 
te,  <Eio  hoi  mas  que  observar,  que  el  piano  tanjente  de  la  superficie  S  en 
el  pmito  a,  es  el  mismo  que  el  plano  tanjente  de  la  superficie  ^ausa 
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fu'opue^a  Sy  porque  i»ao  y  otro  deben  contener  a  la  recta  G^  y  a  la 
Canjéate  de  la  curba  aa'a"...«  Por  consiguiente,  bastará  trazt^r  en  el 
plano  tánjante  úe  2,  relativo  al  punto  a^  una  recta  cualquiera  aR, 
la  que  unida  a  las  taujentes  ^  de  I9»  otras  dos  directrícea  lineales, 
servirá  también  para  íbrmair  una  superficie  ausiJiar  de  sicgundo  ^rado, 
que  tendrá  tres  planos  tanjentes  comunes  con  S,  de  los  cuales  sacare- 
mos el  mismo  partido  qne  en  el  núm.  577.  Este  ipétodo  tendrá  aplica- 
^aiones  útiles  en  los  depurados  relativos  a  les  escaleras  de  piedra  y  de 
madera :  véase  también  «el  •ejemplo  del  núm.  €04. 

582.  Por  ultimo,  puede  suceder  que  la  definición  de  la  wperficie 
gausa  S,  no  nos  dé  a  conocer  inmediatamente  tres  direcjtrices,  como  he- 
B106  citado  ejemplos  en  el  núm.  519;  o  bien>  que  siendo  dadas  estas  di- 
rectrices,  no  sepamos  construir  sus  tanjentes.  En  este  caso,  represente- 
mos por  G  la  jenerAtris  sobre  que  se  Jmlla  el  puiaío  H^  'para  el  cual 
queremos  hallar  el  plano  tanjente,  y  construyamos  varias  jeneratrioes 
próximas....  G3,<X2  y  G*,  G".,....  que  precedan  y  sigan  a  la  propdiesta. 
En  este  caso,  un  plano  tt  tirado  arbitrariamente  por  la  o-ecta  G,  cortará 
a  estas  jeneratrices  próximas  en  los  puntos  «3,  «2»  «'>  »">  que  nos  darán 
una  curba  «aagaV....,  cuyo  encuetitro  a  con  G  nos  hará  conocer  el 
punto  en  que  el  plano  tt  toca  a  la  superficie  S;  con  efecto,  como  este 
plano  TT  contiene  a  la  recta  Ga  y  a  la  tanjente  de  la  curba  «5cV....,  será 
seguramente  tanjente  a  S  en  el  punto  a.  Así  mismo,  dirijiendo  por  la 
recta  G  otro  plano  tt',  hallaremos  el  punto  6  en  que  será  tanjente  a  S,  y 
en  seguida  otrp  tercer  plano  tt",  tirado  por  G,  tocará  a  esta  superficie  en 
cierto  punto  y.  Sentado  esto,  trazaremos  en  los  tres  planos  tanjentes  tt, 
tt'  y  tt"  las  rectas  arbitrarias  aR,  6T  y  y  V,  que  adoptaremos  por  di- 
rectrices de  una  superficie  gausa  de  segundo  grado,  la  cual  tocará  a  la 
superficie  propuesta  S  en  todo  el  largo  de  la  recta  G  (núm.  578);  luego 
la  determinación  del  plano  tanjente  de  S  en  el  punto  H,  quedará  redu- 
cida a  hallar  el  plano  tanjente  de  la  superficie  ausiliar  de  segundo  gra- 
do, para  este  mismo  punto;  cuyo  problema  se  resolverá  como  en  el  num. 
530  o  556,  según  se  hayan  elejido  las  tres  directrices  rectilíneas  para- 
lelas o  no  paralelas,  a  un  mismo  plano. 

583.  Jl>e  aquí  resulta  qiéc  todo  plano  tt  tirado 2)or  una  recta  G  de 
una  superficie  gausa,  es,  en  jeneral,  tanjente  a^sta  superficie  en  ciertfj 
punto  a,  que  se  determina  construyendo,  como  arriba,  la  curba  ccaagaV.... 
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según  la  que  este  plano  corta  a  la  superficie  propuesta.  Sin  embargo,  el 
plano  n  se  convertirá  en  asíntota  de  la  superficie,  si  la  curba  a^UzCt^á^^.,. 
no  encuentra  a  la  recta  G  sino  al  infinito,  corao  ha  sucedido  con  el  hi- 
perboloide en  el  núm.  546;  y  también,  si  este  plano  no  cortase  a  las 
jeneratrices  próximas  a  G,  como  en  el  caso  del  paraboloide  examinado 
en  el  nüm.  561. 

584.  Lo  que  precede  nos  pone  en  estado  de  resolver  un  problema 
interesante,  a  lo  menos  con  respecto  a  la  teoría;  este  es  el  de  construir 
la  tanjcnte  a  una  curba  D  trazada  arbitrariamente^  y  enteramente  des- 
conocida en  cuanto  a  sus  propiedades  jeométricas,  pero  dada  por  sus 
dos  proyecciones. 

Para  esto  (*),  hagamos  pasar  por  esta  curba  una  superficie  gansa  S 
que  tenga  por  directrices  a  la  cuba  D  y  a  dos  rectas  A  y  B  tomadas  a 
discreción.  Después  de  haber  construido  la  jeneratriz  Ga  que  pase  por 
el  punto  a  dado  sobre  la  curba  D,  sabremos  hallar  por  el  núm.  582  el 
plano  tanjente  de  S  para  el  punto  a,  sin  emplear  la  tanjente  incógnita 
de  la  directriz  D.  Así  mismo  formando  otra  segunda  superficie  gausa 
S',  cuyas  directrices  sean  la  curba  D  y  dos  rectas  A'  y  B',  diferentes  de 
las  primeras,  sabremos  también  construir  el  plano  tanjente  de  S'  "para  el 
punto  dado  a.  Y  como  la  curba  D  se  halla  al  mismo  tiempo  sobre  las 
dos  superficies  S  y  S'>  su  tanjente  en  el  punto  a  deberá  estar  situada 
en  los  dos  planos  tanjentes  de  que  acabamos  de  hablar;  y  por  consi- 
guiente, nos  la  dará  la  intersección  de  estos  planos. 

Para  simplificar  las  operaciones  gráficas,  podremos  formar  las  dos 
superficies  gausas  S  y  S',  con  dos  solas  directrices  Dy  A,  D*  y  A',  aña- 
diendo ademas  a  estas  un  plano  director  común  P.  Una  sola  superficie 
S' sería  suficiente,  si  la  curba  D  fuese  plana,  porque  el  plano  de  esta 
curba  debería  contener  a  la  tanjente  pedida. 

585.  De  los  planos  tanjentes  cuyo  punto  de  contacto  no  es  dado. 


(*)     Debemos  este  método  injenioso  a  M.  Hachette.  Pero  es  preciso 

confesar  que,  en  la  iiráctica,  la  multitud  de  operaciones  que  ezije^  no 

producirá  un  resultado  mas  cierto  que  si  nos  contentásemos  con  tirar  esta 

'  tanjente  por  medio  de  la  regla,  haciendo  que  tuviese  un  arco  pequeño 

común  C071  la  curba  propuesta. 
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Podremos  aplicar  a  las  superficies  gansas  los  métodos  jenerales  indica- 
dos en  el  libro  Y  para  esta  clase  de  problemas;  pero  en  el  caso  actual,  so)i 
susceptibles  de  algunas  simplificaciones  notables. 

Si  el  plano  tanjente  a  la  superficie  S,  está  solo  sujeto  a  pasar  por  un 
punto  dado  Y,  el  problema  será  susceptible  de  una  infinidad  de  solu- 
ciones (núm.  348),  dadas  todas  por  la  Un^a  de  contacto  de  un  cono  cir- 
cunscrito a  la  superficie  S,  y<:uya  cúspide  esté  en  V.  Para  hallar  esta 
curba,  bastará  tirar  por  el  punto  V,  y  por  cada  una  de  la  varias  jenera- 
trices  G,  G',  G"„..,  planos  que  todos  sean  tanjentes  a  la  superficie  S, 
en  los  puntos  a,  6»  y-'v  que  ya^sabre:;ios  construir  (núm.  583);  en  este 
caso,  la  curba  crSy—.  que  reúna  todos  estos  puntos,  será  la  línea  de  con- 
tacto que  buscamos. 

586.  Esta  marcha  será  mui  cómoda,  cuanda  la  superficie  S  sea  de 
segundo  grado;  porque  la  línea  ausiliar  a^OL^oCa''  del  núm.  582  que  sirve 
para  hallar  el  punto  de  contacto  a  del  plano  tirado  por  la  jeneratriz  G, 
se  reducirá  a  una  recta  de  la  cual  será  suficiente  construir  dos  puntos; 
y  la  curba  definitiva  a6y-<...  será  también  plana  y  de  segundo  grado 
(núm.  353). 

Podríamos  referir  al  caso  presente  el  problema  del  número  anterior, 
construyendo  el  paraboloide  de  identificación  al  largo  de  cada  jeneratriz 
G  de  la  superficie  arbitraria  S. 

587.  Cuando  el  plano  tanjente  a  la  su]>erficie  S,  deba  ser  paralelo  a 
una  recta  dada  D,  dirijirémos,  por  las  diversas  jeneratrices  G,  G,'  G",.-- 
planos  paralelos  a  D;y  determinando  (núm.  583)  sus  puntos  de  contacto 
a, 6,  y,...  con  la  superficie  S,  la  curba agy,...  será  la  línea  de  contacto  de 
un  cilindro  circunscrito  a  S  y  paralelo  a  D;  por  consiguiente,  esta  curba 
aSy....  nos  dará  todas  las  soluciones  del  problema  propuesto  (núm.  378). 

588.  Si  la  snperficie  S  es  de  segundo  grado,  hallaremos  las. mismas 
simplificaciones  que  ya  indicamos  en  el  núm.  586;  y  podremos  referir  al 
caso  actual,  el  problema  análogo  respecto  a  una  superficie  cualquiera  S. 

589.  Cuando  el  plano  tanjente  a  una  superficie  gausa  arbitraria  S 
áeh^pasarpoT  una  recta  dada  D,  no  habrá  mas  que  seguir  la  marcha 
jeneral  indicad^,  núm.  395,  que  consiste  en  hallar  los  puntos  comunes  a 
las  curbas  de  contacto  de  dos  conos  que  estén  circunscritos  a  S,  y  que 
tengan  sus  cúspides  colocadas  sobre  la  recta  D. 

590.  Pero  si  la  superficie  gausa  es  de  segundo  grado,  resolveremos 
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el  pí-oblema  de  un  modo  mucho  mas  sencillo,  por  medio  de  las  conside- 
raciones signieíites.  El  plano  tanjente  que  buscamos  deberá  contener, 
ademas  de  la  recta  D,  a  las  dos  jeneratriccs  del  hiperboloide  (o  del  pa- 
raboloide) que  so  cortan  en  el  punto  de  contacto  incógnito;  luego,  por 
lo  menos,  una  de  estas  jenei'atrices  irá  a  encontrar  a  D  en  un  punto  M, 
en  el  cual  esta  última  recta  irá  a  penetrar  al  hiperboloide. 

En  virtud  de  esto,  si  principiamos  por  hallar  (núm.  534, 5.")  los  dos 
puntos  M  y  M"  cu  que  la  recta  dada  D  corta  jeneralmente  a  la  super- 
ficie; y  si  en  seguida,  construimos  las  cuatro  jeneratriccs  MA  y  MB, 
M'A'  y  M'B'  que  pasan  por  estos  dos  puntos,  no  habrá  mas  que  dirijir 
por  las  rectas  D  y  MA,  D  y  MB  dos  planos  que  cumplirán  con  el  pro- 
blema, porque  serán  tanjentes  en  alguna  parte  a  la  superficie  (núm. 
545).  Ademas,  como  el  plano  DMA  contiene  patentemente  a  la  jenera- 
triz  M'B'  que  tiene  un  punto  M*  en  este  plant),  y  que  necesariamente 
encuentra  a  MA,  y  que  el  otro  plano  DMB  contendrá,  así  mismo,  a  la 
jeneratriz  M'A',  vemos  que  los  puntos  de  contacto  a  y  g  de  estos  planos 
tanjentes,  nos  los  dará  a  conocer  inmediatamente  ^el  encuentro  de  MA 
con  M'B'  y  de  MB  con  M'A\ 

591.  De  aquí  resulta  que  el  problema  en  cuestión  será  imposible, 
siempre  que  no  encuentre  la  recta  D  al  hiperboloide.  Sin  embargo,  es 
preciso  no  compreheuder  en  esta  esclusion,  al  caso  en  que  llegando  esta 
recta  a  coincidir  con  una  arista  del  cono  asíntota,  fuese  ella  misma  asín- 
tota de  la  superficie;  en  este  caso,  el  plano  tanjente  pedido  sería  el  que 
tocase  a  este  cono  al  largo  de  la  recta  D. 

592.  Finalmente,  consideremos  el  caso  en  que  el  plano  tanjente  que 
buscamos  deba  ser  paralelo  a  tm  plano  dado  tt.  Si  la  superficie  gausa 
S  es  cualquiera,  será  preciso  también  recurrir  a  la  marcha  jeneral  del 
irám.  421;  pero  podremois  sustituirle  los  métodos  siguientes,  cuando 
la  superficfe  sea  de  segundo  grado. 

593.  Respecto  a  un  hiperboloide  ganso,  indagáramos,  como  on  el 
núm.  548,  las  jcnerairiccs  A  y  B,  A'  y  B'  que  en  los  dos  sistemas  sean 
paralchis  al  plano  ?r;  sabemos  que  las  dos  primeras  serán  paralehs  entro 
sí,  y  que  las  otras  dos  nos  presentarán  una  relación  semejante.  En  este 
caso,  el  plano  condticido  por  las  rectas  A  y  B',  lo  misiwo  que  el  qwe  pase 
por  B  y  A'  cumplirán  evidentemente  con  el  proWema,  pues  cada  uno 
de  ellos  contiene  dds  rectas  paralelas  a  ir  y  que  se  cortam.  AdemM,  co— 
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Bocerefiíod  inmediatamouto  loa  pumo9  de  contaeto,  pue^  »e  haliiirái^ 
011  el  encuentro  de  las  jeneratrices  A  y  J8',  B  y  A';  y  el  píoblema 
podrá  darnos  dos  soluciones»  una  sola,  o  ninguuai  según  la  disquaion 
hecha  en  el  nú m.  547. 

594.  Respecto  a  un  paraboloide  ganso,  hallaréoíos  mas  fácilnaen- 
te,  según  el  número  565,  las  dos  únicas  jeneratrices  A  y  B  que  eu 
los  dos  sistemas  son  paralelas  al  plano  k;  y  como  estas  dos  rectas  po- 
drán, en  el  caso  presente,  sor  paralelas  entre  sí  (núm.  554,  3.^),  el  plano 
tirado  según  estas  dos  líneas  »erá  paralelo  a  tt,  y  nos  dará  la  única  so- 
lución dol  presente  problema.  Ademas,  el  punto  de  contacto  de  este 
plano  tanjente,  nos  le  dará  inmediatamente  el  encuentro  de  las  jenera- 
trices A  y  B, 

Hubiéramos  podido  contentarnos  con  construir  una  sola  de  las  jene- 
ratrices A,  y  tiraren  seguida  por  ella  un  plano  paralela  a  tt;  pero  enton- 
ces tendríamos  que  hallar  el  punto  de  contacto  de  este  plano  tanjente,. 
inquiriendo  la  segunda  rama  de  su  intersección  con  el  paraboloide, 
que  precisamente  sería  la  jeneratriz  B.  El  problema  puede  ser  impo- 
sible  o  indeterminado,  conforme  a  lo  que  hemos  dicho  en  el  uúm.  565. 

595.  Teorema.  £n  toda  superficie  gausa  S,  las  vaHas  norviales^iG,  lis. 
MN,  M'N',  M"N",....  tiradas  por  todos  los  puntos  de  una  misma  jene- 
ratriz Gj  forman  siempre  un  paraboloide  hiporbólico. 

Si  representamos  por  £  la  superficie  lugar  de  todas  estas  normales, 
y  la  hacemos  dar  un  jcuarto  de  revolución  al  rededor  de  la  recta  G,  cada 
normal  MN,  que  es  ya  perpendicular  a  este  eje  de  rotación,  describirá 
un  plano  y  se  abatirá  según  una  recta  MT  que  formará  ángulos  rectos 
con  GM  y  MN;  por  consiguiente,  MT  se  hallará  en  el  plano  tanjente 
de  la  superficie  S.  Ademas,  como  esta  mudanza  simultánea  de  todas 
las  normales,  solo  altera  la  posición  de  la  superficie  S,  y  no  su  forma, 
bastará  examinar  cual  es  la  superficie  S'  producida  por  las  diversas  rectas 
MT,  M'T',  M"T",.,..  que  son  tanjentes  a  S,  y  cumplen  también  con  la 
condición  de  sei  todas  perpendiculares  a  la  jeneratriz  G. 

Para  esto,  haremos  resbalar  la  recta  G  sobre  tres  de  estas  tanjentes 
sean  cuales  fueren,  a  saber:  MT,  M'T',  M"T";  y  como  estas  directrices 
son  evidentemente  paralelas  a  un  mismo  plano,  formaremos  de  este  mo- 
do un  paraboloide  (num.  553)  que  como  tiene  los  mismos  planos  tanjen- 
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tes  en  los  puntos  M,  M,\  M'^  qae  la  superficie  S,  tocará  a  esta  superfi- 
cie (núm.  575)  en  todo  el  largo  de  GM M'.  Pero^  decimos  que  las  otras 
tanjentes  M"'T"'v...  están  así  mismo  situadas  sobre  este  paraboloide; 
porque,  si  le  cortamos  con  un  plano  perpendicular  a  GM  tirado  por  el 
punto  M'",  sabemos  (núm.  551)  que  la  sección  será  una  recta  M'"R,  que 
por  razón  de  la  identificación  establecida  entre  S  y  el  par&boloide,  esta> 
rá  contenida  en  el  plano  tanjente  de  la  superficie  primitiva  S,  es  decir, 
en  el  plano  GM'"T'";  de  donde  se  sigue  que  las  dos  rectas  M'"R  y 
M"'T'"  coincidirán  completamente,  porque  una  y  otra  serán  perpendicu- 
lares a  GM'",  y  las  tres  estarán  colocadas  en  un  mismo  plano  GAT^T"*: 
luego  M'"T'"  está  ciertamente  situada  sobre  el  paraboloide  que  hemos 
construido  con  las  tres  primeras  tanjentes.  Como  ademas,  este  mismo 
raciocinio  podría  aplicarse  a  todas  las  demás  tanjentes  de  S,  perpendi- 
culares a  la  jeneratriz  G,  quedará  probado  que  la  superficie  S',  que  es 
el  lugar  de  estas  tanjentes,  es  un  paraboloide  hiperbólico;  y  esta  misma 
conclucion  se  estiende  también  a  la  superficie  S  formada  por  las  nor- 
males MN,  M 'N\....  porque  esta  no  se  diferencia  de  ^'  sino  en  su  posi- 
ción en  el  espacio  (*)• 

Este  teorema  es  notable  por  su  jeneralidad,  pues  subsiste  para  todas 
las  superficies  gausas,  y  servirá  para  señalar  la  naturaleza  de  las  ^'tin^o^ 
normales  en  las  bóvedas  en  que  la  dovela  sea  gausa,  y  para  preveer 
también  la  forma  de  las  secciones  producidas  en  estas  juntas  por  di- 
versos planos. 


(*J  Esta  demostración  tan  sencilla  y  puramente  sintética,  se  debe  a 
M«  J.  Binet. 
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CAPITULO  V. 

Diversos  ejemplos  de  superficies  gausas. 

§*  1.°  Conoide  recto. 

596.  Hemos  dicho  (núm.  520)  que  un  conoide  era  la  superficie  m-Fio.  121. 
jendrada  por  una  recta  móvil  que  se  aj^oi/aba  constantemente  sobre  una 

RECTA  y  sobre  una  curba  Jijas,  permaneciendo  paralela  a  un  plano  dado. 
En  el  caso  presente,  tomaremos  a  este  plano  director  por  plano  horizon- 
tal de  proyección,  y  por  directrices  a  la  elipse  (AZ'H,  AH)  y  a  la  vertical 
(O'Z',  O);  si  esta  última  recta  es  perpendicular  al  plano  director,  será 
el  conoide  recto.  Las  diversas  jeneratrices  se  construirán  mui  fácilmen- 
te; porque  bastará  conducir  un  plano  horizontal  arbitrario  B'G',  que  cor- 
tará al  eje  en  el  punto  (O,  O"),  y  a  la  elipse  en  los  puntos  (B',  B)  y 
(G',  G);  uniendo  en  seguida  estos  puntos,  hallaremos  (OB,  0"B')  y  (OG, 
0"G'),  que  serán  dos  jeneratrices  del  conoide;  y  las  otras  se  obtendrán 
de  un  modo  semejante. 

597.  Es  cierto  que  esta  superficie  será  gausa;  porque  por  mas 
próximos  que  estén  dos  puntos  B'  y  C  tomados  sobre  la  directriz,  las  je- 
neratrices correspondientes  (BO,  B"0")  y  (Cü,  C'O'")  no  serán  parale- 
las, porque  sus  proyecciones  horizontales  se  cortan  en  O;  y  ademas  estas 
jeneratrices  no  podrán  cortarse  en  el  espacio,  en  atención  a  que  están  si- 
tuadas en  planos  horizontales  diferentes.  Ademas,  es  preciso  observar 
que  estas  rectas  prolongadas  indefinidamente  formarán  otra  segunda  na- 
pa proyectada  en  el  espacio  angular  aO^;  y  que  la  vertical  (O,  O'Z'),  se. 
gunla  que  se  cortan  las  dos  napas  de  la  superficie,  será  en  el  caso  actual 
una  línea  de  estriccion,  en  virtud  de  que  indicará  la  dirección  de  la  dis- 
tancia mas  corta  entre  dos  jeneratrices  cualesquiera. 

598.  El  plano  tanjente  de  este  conoide,  respecto  a  un  punto  (M,  M') 
dado  sobre  una  jeneratriz,  se  obtendrá  aplicando  el  método  jene- 
ral  indicado  en  el  núm.  580.  Tracemos  la  tanjente  B'T  en  el  punto  de 
la  elipse  en  que  termina  la  jeneratriz  de  que  tratamos  (OMB,  0"M'B'), 
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y  como  la  otra  directriz  (O,  O'Z')  es  una  recta  que  es  ella  misma  su  pro- 
pia tanjente,  la  conservaremos,  y  haremos  resbalar  sobre  esta  vertical 
O  y  sobre  la  tanjente  B'T,  la  jeneratriz  (OMB,  0"M'B')  siempre  hori- 
zontal: de  este  modo,  obtendremos  un  paraboloide  de  identificación^  en 
el  que  la  recta  TO  es  evidentemente  otra  segunda  jeneratriz  del  mismo 
sistema  trazada  en  el  plano  horizontal  de  proyección.  En  este  caso,  cor- 
temos a  las  dos  jeneratrices  OT  y  (OMB,  0"M'B')  con  el  plano  verti- 
cal MP  paralelo  manifíestainente  «  las  dos  directricesy  el  cual  deberá 
dar  por  sección  (níim.  551)  en  el  paraboloide,  una  recta  del  segundo 
síatema  que  será  (MP,  M'P').  Esto  supuesto,  t>l  plano  que  pase  por 
las  dos  rectas  (MP,  MT')  y  (MB,  M'B'),  situadas  ambas  sobre  eJ  para- 
boloide, 8erá|el  plaao  tanjente  de  esta  superficie  ausiliar,  y  también  del 
conoide  propuesto,  puesto  que  estas  dos  superficies  se  identifican  (nüm. 
576)  en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  (OMB,  0"M'B').  Pero  es  fácil  ver 
que  este  plano  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  recta  Pa  paralela  a  MB, 
y  por  tra^a  vertical  a  la  recta  aB*  que  también  debe  ser  paralela  a  M'P'; 
y  así,  PaB'  es  oí  plano  tanjente  al  conoide  en  el  punto  (M,  M'), 

599.  Si  quisiéramos  hallar  el  plano  tanjente  relativo  a  otro  punto  (N, 
N*)  situado  sobre  la  misma  jeneratriz,  nos  serviria  aun  el  paraboloide 
que  hemos  construido;  y  sería  suficiente  cortarle  con  el  plano  vertical  N<i 
paralelo  a  las  dos  directrices,  y  la  sección  que  sería  la  recta  (NQ,  N'Q'), 
combinada  con  la  jeneratriz  (NB,  N'B'),  nos  daría  el  plaiH)  Q6B'  por 
plano  tanjente  al  conoide  en  (N,  N').  En  vista  de  esto,  conocemos  que 
los  varios  planos  tanjentes  de  esta  superficie,  tirados  al  largo  de  la  je- 
neratriz (OB,0"B'),  son  mui  diferentes  unos  de  otros,  aun  cuando  todos 
contienen  a  esta  jeneratriz;  y  por  consiguiente,  sus  trazas  horizontales 
son  todas  paralelas  a  OB.  Finalmente,  si  se  señalase  el  punto  de  con- 
tacto en  (O,  O"),  el  plano  tanjente  se  convertiría  entonces  en  el  plano 
vertical  OBB'. 

600.  Está  bien  observemos  que  todas  las  rectas  B'T,  MT',  N'Q'.,.. 
deben  ir  a  encontrar  a  la  vertical  O'Z'  en  un  mismo  punto  que  llama- 
remos Cü',  por  ser  estas  las  proyecciones  de  otras  tantas  jeneratrices  del 
paraboloide,  pertenecientes  al  segundo  sistema  y  que  todas  deben  apo- 
yarse aobre  la  jeneratriz  del  primer  modo  (^OO',  taj.  Ademas,  como  ias 
rectas  MT',  N'Q',....  «lerian  evidentemente  las  tanjentes  de  lass^ecciones 
hechas  en  el  conpide  por  los  planos  verticales  MP,  NQ,:...  la  relación 
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precodente  &me8poñáe  mai  bÍBti  a  tonatciiratMa  de  édtHEí  ctirbas^  que  ea 
el  COBO  actual  mu  elipses  qoe  todas  tienen  un  eje  cúmun  (yZ\  y  que  m 
construyen  fácilmente  proyectando  sobre  el  plano  vertical,  lúe  pttníM 
en  que  cada  plano,  tal  como  él  MP,  encuentra  a  las  diversas  rectaíS  OA, 
OB,  0C,«.«.  del  conoide. 

§  2.  Conoide  circunscrito  a  una  esfera: 

601.  Figurémonos  una  recta  móml  que  permaneciendo  siempre  ho-^io.  líS. 
rizontal,  se  apoye  sobre  una  recta  Jija  (AH,  A'H')  y  sobre  una  esfera 

(RI,  O'F)  a  la  que  permanezca  siempre  tanjente;  la  superficie  descrita 
de  este  modo  será  también  un  conoide^  en  el  cual  estará  reemplazada  la 
directriz  curbilínea  con  una  superficie  a  que  deberán  tocar  las  diver- 
sas jeneratrices.  Para  obtener  estas  últimas,  tiraremos  un  plano  horizon- 
tal cualquiera  C'S',  que  encuentre  a  la  recta  fija  en  el  punto  (C,  C*),  y 
corte  a  la  esfera  según  un  circulo  cuyo  radio  sea  K'S';  en  este  caso^  tiran- 
do a  la  proyección  horizontal  de  este  círculo,  las  dos  tanjentes  CM  y 
Cm,  estas  serán  dos  jeneratrices  del  conoide,  que  se  proyectarán  veiti- 
cálmente  según  la  única  recta  C'm\  Ademas,  si  proyectamos  sobre  este 
última  recta,  los  puntos  de  contacto  M  y  m  a  M'  y  m';  y  si  en  seguida 
repetimos  operaciones  semejantes  con  todos  los  planos  horizontales  que 
pueden  cortar  a  la  esfera  dada,  hallaremos  una  curba  cerrada 

(RLMNPClRí;?nmm,R'L'M'NT'a'R"5ywWrR'), 

por  línea  de  contacto  de  la  esfera  con  el  conoide  circunscrito;  si  esta 
curba  la  hubiésemos  conoeitio  desde  un  principio,  hubiera  podido  reem*- 
plazar  a  la  esfera  directriz. 

602.  Con  el  fin  de  tener  mas  limpieza  en  el  depurado,  hemos  su- 
puesto que  las  jeneratrices  del  conoide  estaban  terminadas  en  sus  pun- 
tos de  contacto  con  la  esfera,  de  este  modo  queda  visible  toda  la  parte 
de  esta  superficie,  situada  del  otro  lado  de  la  curba  de  contacto  respecto 
a  la  recta  (AH,  A'H');  pero  del  lado  de  acá  de  está  recta  existe  otra  se- 
gunda napa  del  conoide,  cuya  parte  superior  y  visihU  sobre  el  plano  hori- 
zontal está  formada  por  las  prolongaciones  B^  Cf£,  D2/,....  de  las  jenera- 
trices inferiores  BZ,  Cm,  Dn,*...  de  la  otra  napa,  y  recíprocamente.  Ade- 
mas, para  completar  el  contorno  aparente  del  conoide  sobre  el  plano  hori- 
zontal, sería  preciso  trazar  las  curbas  envolventes  de  las  rectas  AR,  BZ, 
Cm,*..*  y  GR,  FQ,  EP,..,.;  curbas  que  inmediatamente  nos  darían  las 
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interseccíuaes  sabcesívas  de  estas  jeneratrices,  si  no  hubiéramos  temido 
que  mnltipiicáDdolas  mas,  ívamos  a  ocasionar  alguna  confusión  en  el 
depurado. 

603.  £n  el  caso  presente,  la  recta  (AH,  A'H')  no  es  otra  cosa  que 
una  línea  de  estriccionf  que  es  lo  mismo  que  sucedía  en  el  ejemplo  del 
núm.  597;  pero  por  las  razones  citadas  en  este  artículo,  veremos  que  la 
presente  superficie  es  también  gausa^  lo  mismo  que  lo  son  todos  los 
conoides. 

604.  Determinemos  el  plano  tanjente  relativo  a  un  punto  cualquiera 
(V,  V)  situado  sobre  la  jeneratriz  (CM,  C'M');  y  como  al  presente  la 
segunda  directriz  es  una  superficie,  y  no  una  curba,  empleemos  el  mé- 
todo del  níim.  581.  En  virtud  de  esto,  construiremos  en  primer  lugar, 
una  tanjenta  a  la  esfera  en  el  punto  (M,  M^),  y  para  mayor  sencillez, 
adoptemos  la  tanjente  del  meridiano  que  maniñestamcnte  es  (RMT. 
Z'M*T');  haciendo  en  seguida  resbalar  sobre  esta  tanjente  y  sobre  la 
directriz  rectilínea  (AH,  A*H'),  a  la  recta  (CM,  CM*)  manteniéndola 
siempre  horizontal,  formaremos  un  paraboloide  qtie  se  identificará  (num. 
576)  con  el  conoide  en  todo  el  largo  de  esta  jeneratriz;  ademas,  otra 
posición  de  esta  recta  móvil  será  evidentemente  la  línea  TH  situada  en 
el  plano  horizontal  de  proyección.  Sentado  esto,  tiremos  por  el  punto 
(V,  V),  un  plano  paralelo  a  las  dos  directrices  (AH,  A'H')y  (MT, 
H'T');  este  plano  que  tiene  por  traza  horizontal  a  la  línea  XY  fácil  de 
hallar,  debe  causar  en  el  peraboloide  una  sección  rectilínea  (níim.  551), 
que  es  por  consiguiente,  la  recta  (aV,  a'V);  en  cuyo  caso  esta  racta  uni- 
da a  (CVM,  C'V'M'),  determinará  un  plano  agy'  que  será  tanjente  al 
paraboloide,  y  también  al  conoide  primitivo  en  el  punto  (V,  V). 

605.  Este  plano,  aun  cuando  es  tanjente  al  conoide,  debe  cortar  a 
esta  superficie  (números  512  y  583);  y  la  intersección  total  se  compon- 
drá de  la  recta  (CVM,  C  V'M';  y  de  una  curba  que  pasará  por  el  pnnto 
(V,  V),  la  que  obtendremos  con  facilidad  hallando  los  puntos  de  en- 
cuentro del  plano  aSy^  con  las  diversas  jeneratrices  del  conoide  que 
hemos  construido. 

.  §  3.  Bóveda  amajada^  llamada  :  Cuerno  de  taca. 

riG.  1S2.     606.     Esta  superficie,  que  se  emplea  algunas  veces  para  embovedar 
un  pasaje  al  seégo  comprehendido  entre  dos  planos  verticales  paralelos 
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AC  y  BD,  tiene  por  jeneratriz  a  una  recta  móvil  que  constantetnente 
se  apoya  !•  ®  sobre  el  círculo  vertical  (AZ'B,  AB);  2.  ®  sobre  otro  cír- 
culo (C'Z'D',  CD)  igual  y  paralelo  al  primero;  3,  ®  sobre  una  recta 
O'OO'^  perpendicular  a  los  dos  círculos  precedentes,  y  tirada  por  el  cen« 
tro  O  del  paralelógramo  ABDC.  Para  construir  las  diversas  posiciones 
de  la  jeneratriz  móvil,  tiraremos  por  la  recta  OO*  un  plano  cualquiera 
00'K\  este  cortará  a  los  dos  círculos  en  los  pnntos  (K^  K)  y  (L',  L)9y 
uniéndolos  por  medio  de  una  recta  (KL,  K'L')i  esta  será  una  jenera- 
triz de  la  superficie  en  cuestión.  Así  mismo  (M*N'0\  MNO*')  será  otra 
posición  de  la  recta  móvil;  y  cuando  esta  línea  llegue  a  pasar  por  los 
dos  puntos  de  las  circunferencias  que  están  proyectados  en  Z\  dicha 
recta  será  horizontal  y  ya  no  encontrará  a  la  directriz  OO*  si  no  es  al 
infinito.  Del  otro  lado  de  esta  posición,  la  jeneratriz  móvil  se  inclinará 
en  sentido  contrario,  e  irá  a  cortar  a  la  directriz  OO'  detras  del  plano 
vertical  (*). 

607.  La  superficie  enjendrada  de  este  modo  es  gauut,  porque  como 
dos  jeneratrices  cualesquiera  se  hallan  en  planos  tirados  según  OO^ 
no  p3drian  cortarse  sino  sobre  esta  recta,  y  las  actuales  van  a  encon- 
trarla en  pnntos  diferentes,  como  se  ve  por  las  proyecciones  horizontales 

BD,  KL,  MN, Por  otra  parte,  estas  diversas  proyecciones  formarán 

por  medio  de  sus  intersecciones  8ubce8ivas,una  curba  envolvente  de  todas 
estas  rectas,  que  será  el  contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  pla- 
no horizontal.  En  cuanto  a  la  naturaleza  de  esta  curba,  y  a  la  equacion 
de  la  superficie  misma,  se  podrá  consultar  el  Análisis  aplicado  a  la 
jeometria  de  las  tres  dimensiones,  capítulo  XV. 


(^)  Habría,  en  verdad,  otro  medio  de  hacer  que  la  recta  mótil  llenase 
la  condición  de  apoyarse  constantemente  sobre  las  tres  directrices  asigna-^ 
das.  Porque  si  esta  recta,  pasando  siempre  por  el  punto  fijo  O,  resba^ 
lase  sobre  el  semi-círculo  superior  (^AZ'B,  AB^,  necesariamente  encón- 
traria  también  a  la  mitad  inferior  del  segundo  círculo,  y  reciprocamente; 
de  modo  que  la  superficie  orijinada  así  sería  un  cono  de  segundo  grado. 
Pero  como  conocemos  bien  que  la  posición  de  esta  superficie  no  es  acomo- 
dada para  formar  una  bóceda  que  cubra  el  espacio  ACDB,  descuidamos, 
en  el  caso  presente,  este  fnodo  de  jeneracion. 
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608.  Congtruyamos  el  ptaoo  tanjente  de  esta  snperfieie  gauea,  en  el 
punto  (G,  G')  dado  gobre  lajeneratriz  (MNC,  M'N'Cy);  y  para  esto, 
formenoa  en  primer  tugar  im  paraboloide  aaRÍlíar  que  tenga  por  dñrec^ 
trices  a  tres  tanjentes  de  la  soperficie  que  sean  paralelas  a  un  mkma 
flama  (oára.  57d).  Dos  de  estas  directrices  serán  las  tanjentes  M^T'  y 
(N'V,  NV);  la  tercera  debe  ser  una  recta  paralela  al  plano  Tertieal  y 
tirada  por  el  punto  O"  en  el  plano  que  toca  a  la  superficie  en  e^te 
píDoto*  Pero  cono  esle  plano  tafijeate  debe  contener  a  la  recta  0"0'  y  a 
la  jeneratriz  (MNC,  HTN'O'),  es  precisamente  el  plano  (yCAT,  y  par 
consiguiente  la  tercer  directriz  del  paraboloide  ausiliar  es  (O^^^  Q*W). 

Sentado  esto^  haremos  resbalar  sobre  estas  tres  directrices  a  la  recta 
móvil  (MNO"*^  M'N'O'),  y  determinaremos  la  posición  que  toma  cuando 
Hega  al  punto  (V\  V),  por  ejemplo.  Para  esto,  tiraremos  por  este  punto 
y  por  la  directriz  (O^'fc,  O'M')  un  plano  cuya  traza  horizontal  es  nMat- 
fíestamente  O" Va,  y  la  traza  vertical  una  recta  ag'  paralela  a  0*M*;  en 
segukkiv  como  este  plano  encuentra  a  la  primera  directriz  M^T'  en  el 
pmate  (S^&)»  conckirémas  de  aquí  que  TSVy,  g'V^y'^  es  otra  segunda 
posición,  de  la  jeneratriz  f MNO'V  M'N'O'J  del  paraboloide  ansiliar. 
Corteatoe  ahora  a  estas  dos  lineas  con  el  plano  vertical  GH  paralelo  a  k» 
tres  directrices,  y  la  recta  (GH»  G'H')  es  una  jeneratriz  (núm^  551)  per- 
teneciente al  segttudo  modo  de  jeneracion  del  paraboloide;  por  conaí* 
guante,  el  plano  que  pase  por  ks  rectas  (^GH,  G'H'^  y  (MNO"  M'N'O'), 
es  decir,  d  0"PM'  sera  el  plano  tanjente  del  paraboloide,  y  también  de 
la  superficie  gausa  propuesta,  pcura  el  punto  en  cuestión  (G,  G').  Obser- 
varemos que  la  traza  PM'  debe  ser  precisamente  paralela  a  la  proyec* 
cion  vertical  G'H'  de  una  de  las  rectas  que  contiene  este  plano. 

609.  De  aquí  deduciremos  fácilmente  la  normal  de  la  superficie 
gausa  en  el  punto  (G,  G');  y  construyendo  del  mismo  modo  las  demás 
normales  para  los  otros  puntos  de  la  porción  (M'N',  MN)  de  la  je- 
neratriz, obtendremos  un  paraboloide  hiperbólico  (n6m.  595)  que  será 
acomodado  para  formar  la  junta  normal  de  esta  peqneña  bóveda. 

§  4.  De  los  helizoides  gansos. 

FiG.  124.  610«  IXesptres  de  haber  construido  una  hélice  de  base  circular 
(ABCD...,  A'B'C'D'H'A"H"),  figurémonos  una  recta  móvil  (AO,  A'«') 
que  resbale  sobre  esta  hélice  y  sobre  su  eje  (O,  O'Z'),  formando^  ademasj 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO  V.   EJEiy»tniS  DE  SrPERPICIES  GAÜSAS.  349 

un  ángulo  constante  con  este  eje:  de  este  modo  produciremos  un  kdizoi- 
de  que  es  preciso  no  confundir  con  el  helizoide  desarrollable  considerado 
ya  en  el  núm.  456,  porque  el  que  tratamos  aquí  es  gauso^  según  vamos  a 
demostrar,  después  de  haber  enseñado  a  construir  las  diversas  posicio- 
nes de  su  jeneratriz« 

611.  Para  obtener  la  que  pasa  por  el  punto  arbitrario  (F,  F')  de  la 
hélice,  tomemos  sobre  el  eje  vertical  un  intervalo  a'/'  igual  a  la  dife- 
rencia de  nivel  de  los  puntos  (F,  F')  y  (A,  A'J,  la  recta  (F'/',  FO)  será 
la  jeiieratriz  pedida,  porque  formará  con  el  eje  y  el  radio  del  cilindro  , 
que  termine  en  el  punto  (F,  F'),  un  triángulo  rectángulo  que  evidente- 
mente será  igual  a  A^a'O';  de  modo  que  los  ángulos  de  los  vértices  de 
estos  dos  triángulos,  serán  ciertamente  los  mismos,  según  lo  exijia  la  lei  ' 
del  movimiento  citada  mas  arriba.  Pero  para  hacer  que  esta  operación 
sea  mas  uniforme  y  mas  sencilla,  observaremos  que  la  traza  de  la  hélice 
primitiva  ha  motivado  (núm,  451)  la  división  de  la  circunferencia 
ABCH,...  y  del  paso  de  la  hélice  A' A",  en  un  numero  de  partes  iguales, 
que  en  el  caso  presente  son  catorce^  por  consiguiente,  si  principiamos 
por  señalar  sobre  el  eje  vertical,  comenzando  desde  a\  intervalos  fcomo 
a'h\  b'c\  c'd\  d}e\  e|/',....  iguales  todos  a  las  divisiones  del  paso  de 
la  hélice,  no  habrá  mas  que  hacer  que  unir  por  medio  de  rectas,  los  pun- 
tos correspondientes  B'  y  6',  C  y  <í',  D'  y  á'..*,,  para  obtener  las  proyec- 
ciones verticales  C'&',  CV,  D*íf ,..,.  de  las  diversas  jeneratrices  proyec- 
tadas horizontalmente  sobre  los  radios  BO,  CO,  DO 

612.  Hecha  esta  construcción,  es  evidente  que  dos  jeneratrices,  poif 
mas  próximas  que  estén,  no  se  hallarán  nunca  en  un  mismo  plano;  por* 
que  sus  proyecciones  horizontales  se  cortarán  siempre  en  O,  y  los 
puntos  situados  sobre  la  vertical  O,  estarán  colocados  en  alturas  dife- 
rentes unos  de  otros;  luego  este  helizoide  es  una  superficie  gausa. 

613-  Como  los  diversos  triángulos  rectángulos,  formados  por  cada 
jeneratriz  con  el  eje  y  el  radio  del  cilindro  que  termina  en  el  punto  co- 
rrespondiente de  Ja  hélice,  son  (núm.  611)  iguales  todos  a  AVO^  sí- 
gnese de  aquí  que  la  porción  de  la  recta  móvil,  comprehendida  entre  el 
eje  y  la  hélice  directriz,  conserva  siempre  la  misma  lonjitud;  por  consi- 
guiente, podemos  también  mirar  al  helizoide  gauso  de  que  tratamos,  co- 
mo enjendrado  por  una  recta  de  una  lonjitud  constante  (AO,  AV),  qv^ 
resbala  sobre  una  hélice  de  base  circular  y  sobre  su  eje; 
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614.  En  este  movimiento,  en  que  la  lonjítnd  de  la  jeneratríz  y  su 
inclinación  sobre  el  eje  permanecen  invariables,  es  evidente  qne  un 
punto  cualquiera  (oc,a^)  de  esta  recta  móvil  permanecerá  a  una  distancia 
constante  aO  del  eje  vertical  (O,  O'Z'),  es  decir,  que  este  punto  se 
mueve  sobre  el  cilindro  recto  que  tiene  por  base  al  círculo  aSy-*-. Ademas, 
como  los  dos  estremos  de  la  jeneratriz  se  elevan  a  un  mismo  tiempo 
una  cantidad  igual  ^a'h\  o  á'c\  o  á*d\..y  sucederá  lo  mismo  con  el  punto 
(a,  a'),  cuyas  ordenadas  verticalas  contadas  desde  el  plano  horizontal 
(¿(3)\  serán  siempre  ¡guales  a  las  ordenadas  del  punto  (A,  A'^  sobre  el 
plano  A'0\  Pero  estas,  por  la  naturaleza  do  la  hélice  que  recorre  el 
punto  (A,  A'),  son  proporcionales  a  los  arcos  AB,  AC,  AD,....  o  bien  a 
los  arcos  aS»  ^y^  a^,....;  luego  también  estas  últimas  son  proporcionales  a 
las  ordenadas  de  las  posiciones  que  ocupa  el  ptmto  (a,  ol^)  encima  del 
plano  hori^^ontal  a'o)',  cuando  se  proyecta  subcesivamente  a  6*  7>  <^—/ 
por  consiguiente  (ndm*  44$J,  la  curha 

(aSyd£>l-.„  a'6'yVf:'AVa''6"yT; 

descrita  por  un  punto  cualquiera  fa,  x')  delaj^^^^'^^^y  durante  su  mo- 
vimiento, es  una  hélice  del  mismo  paso  que  la  helt^S^^^*^^^»  P^^^  ^''^^'^" 
da  sobre  un  cilindro  concéntrico  al  primero. 

Para  construir  esta  hélice,  será  suficiente  que  despu^  ^®  ^^^^^  ^^^' 
crito  el  círculo  del  radio  Oa,  proyectemos  los  puntol  ^'  V'  ^'^"\  ^ 
6\  y\  ^',.-  sobre  las  jeneratrices  trazadas  ya;  pero  con  \^^  ^^  ^^j^^^ 
"el  encuentro  de  líneas  mui  oblicuas,  será  mejor  cortar  esta\f  "®^^^"^®® 
por  medio  de  horizontales  tiradas  sobre  a'w',  a  1,  2, 3,....  \k^^^  ^^  ^"" 
tervalo  a^b\  \ 

615.  Según  esta  propiedad,  podríamos  también  definir  al  i%^*^^*^® 
ganso,  como  enjendradopw  w?2a  recta  que  resbala  constantemenflf  ^^^^ 
dos  hélices  concéntricas,  de  radios  designales,  pero  del  mismo  pasM 
bre  el  eje  común  de  estas  doscurbas.  De  este  modo,  asignaríamos  trl 
rectrices  a  la  superficie,  y  las  otras  condiciones  enunciadas  en  U 
meros  610  y  613  quedarián  satisfechas  por  sí  mismas, 

616.  Es  evidente  que  el  helizoide  ganso  admite  también  una 
mtperior,  la  cual  será  enjendrada  por  la  prolongación  a'U'  de  la 
{a"A\  OA;  que  ha  descrito  ya  la  napa  suj)erior.  Esta  última  es  la  íl 
que  hemos  querido  representar  aquí,  con  el  objeto  deque  se  puedíl 
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mas  distintamente  su  forma;  sin  embargo,  haremos  obsen^ar  qno  les  dos 
napas  no  solo  tendrán  común  la  recta  f O,  O'Z'),  sino  que  se  corta- 
rán también  según  una  o  mas  hélices  de  un  mismo  paso  que  la  hélice 
(ABCD..-,  A'B'C'D'..-)*  Con  efecto,  si  comparamos  dos  posiciones  de 
la  jeneratriz  que  estén  situadas  en  el  mismo  meridiano,  como  las  (AO, 
AVU'J  y  (OH,  A'H'),  vemos  que  se  cortrrán  en  un  punto  m'  común  a 
las  dos  napas,  y  que  constantemente  permanecerá  sobre  una  y  otra, 
cuando  sea  arrastrado  por  el  movimiento  simultáneo  de  estas  dos  rectas 
al  rededor  del  eje,  Pero  hemos  demostrado  (núm*  614)  que  en  este  mo- 
vimiento, un  punto  cualquiera  oC  o  t¿'  de  la  jeneratriz  describia  una  héli*- 
ce  concéntrica  con  (ABCD....,  A'B'C'D'....)  y  del  mismo  paso  que  esta; 
hiego  ciertamente  es  una  curba  de  esta  naturaleza  la  que  formará  la 
intersección  de  las  dos  napas  del  helizoide;  y  existirían  otras  secciones 
análogas,  si  se  prolongasen  las  jeneratrices  bastante  lejos  para  que  AVU' 
encontrase  a  /¿"H",  A'"H'",-..,.  en  puntos  como  el  w",«¿'",...<i  que  descri- 
birían también  hélices  comunes  a  las  dos  napas. 

617.  Representación  gráfica  de  la  superficie.  Esta  resula  del  conjun^ 
to  de  las .  jeneratrices  subcesivas  que  hemos  construido;  y  si  restrinji- 
mos  el  helizoide  a  su  napa  inferior,  y  termíi^imos  las  jeneratrices  en 
los  puntos  en  que  se  apoyan  sobre  la  hélice  directriz  (ABCD,*,., 
A'B'C'D'....),  el  contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  plano  hori* 
zontal  se  reducirá  al  círculo  ABCHLA. 

£n  cuanto  al  plano  vertical  de  proyección,  el  contorno  aparente 
se  compondrá  en  primer  lugar  de  las  porciones  A'B'C'D'G'H'L'  y 
P'Q'A"B"C'T"H"L"  de  la  héíice  directriz;  y  en  seguida  de  diversas  cur- 
bassimélrícas  X'Y'B',  xyL',  X"Y"B"„-.  que  serán  las  envolventes  Aq 
las  proyecciones  verticales  de  las  jeneratrices.  Con  efecto,  las  rectas 
AV,  B'6',  C'c',  Wd\  forman  con  el  eje  O'Z'  ángulos  que  van  siempre 
en  disminución,  y  por  medio  de  sus  intersecciones  subcesivas  produci- 
rán un  polígono  cuya  convexidad  estará  vuelta  hacia  el  eje;  y  si  conce* 
bimos  que  estas  jeneratrices  se  han  multiplicado  indefinidamente,  este 
polígono  se  convertirá  en  una  curba  X'Y'B'  que  será  tanjente  a  cada 
una  de  estas  rectas,  y  que  tendrá  por  asíntota  a  la  jeneratriz  particular 
a' A'  cuya  inclinación  sobre  el  eje  es  máxima  en  la  proyección  verticaL 
Esta  curba  tocará  también  al  eje  O'Z'  que  es  él  ipis^io  la  proyección  de 
una  jeneratriz  de  la  superficie,  en  cierto  punto  X'  situado  entre  d'y  ^'; 
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y  en  seguida,  continuará  teniendo  por  tanjente  a  las  prolongaciones  de 
las  jeneratrices  E'c\  F'/^,  G'^',  HT,  de  las  cuales  la  última  sería  una 
nueva  asíntota.  Pero,  como  en  el  caso  presente,  no  existe  la  napa  supe- 
rior del  helizoide,  la  curba  envolvente  de  las  }eneratrices  se  reducirá  a 
ia  parte  comprehendida  desde  el  pcinto  X'  hasta  el  punto  (situado 
hacia  B')  en  que  la  jeneratrife  del  helizoide  se  halla,  en  la  proyección 
vertical,  tanjente  a  la  sinusoide  A'B'C^D";  solo  en  e^ta  última  parte,  la 
curba  envolvente  se  confundirá  sensiblemente  con  la  recta  B^b\ 

Así  mismo,  la  rama  x'^'L'  del  contorno  aparente,  se  trazará  hacién- 
dola tanjente  al  eje  entre  los  puntos  n\p\  y  tanjente  también  a  las  je- 
neratrices 9i'N',  m*M'  y  th\  hasta  que  toque  a  la  sinusoide  H'L'M^;  y 
si  debiésemos  prolongarla  mas  lejos,  tendría  por  asíntota  a  la  jenera- 
triz¿^H'.  Finalmente,  operaremos  del  mismo  modo  respecto  alas  otras 
ramas  X"Y''B",  xyV  (*). 

618.  Secciones  notables.  Si  cortamos  al  helizoide  gauso  con  un  pla- 
no tirado  según  el  eje  (O,  O'Z'),  tendremos  evidentemente  por  sección 
líneas  rectas,  que  serán  otras  tantas  posiciones  diversas  de  la  jeneratriz; 
y  si  para  cortar  la  superficie  empleamos  un  cilindro  vertical  a&ydArc 
concéntrico  con  la  hélice  directriz,  resulta  de  lo  que  hemos  probado  en 
el  núra.  614,  que  la  sección  será  otra  hélice  a*g'y(í'>lV....  del  mismo, 
paso  que  A'B'C'DXT'.... 

619«    Cortemos  ahora  el  helizoide  con  un  plano  horizontal  cualquie- 


(*J  Aconsejamos  que  se  tracen  las  curhas  X'Y'B',  xyL',...,  Aa- 
ciendo  que  sean  primeramente  tanjentes  a  la  sinusoide  y  a  las  proyec- 
ciones de  las  jeneratriceSy  porque  este  procedimiento  nos  dará  toda  la 
exactitud  gráfica  que  puede  desearse^  con  multiplicar  suficientemente  las 
jeneratrices  que  son  mui  fáciles  de  construir^  Sin  embargo,  si  quisiéra- 
mos determinar  los  puntos  de  contacto  de  esta  curba,  no  habrá  mas  que 
tirar  por  cada  jeneratriz  un  plano  perpendicular  al  plano  vertical,  y 
derminar  en  seguida  el  punto  en  que  este  plano  es  tanjente  al  helizoide, 
empleando,  para  conseguirlo,  el  método  que  espondrémos  en  el  núm.  627; 
en  cuyo  caso,  la  serie  de  todos  estos  puntos  de  contacto  pertenecerá  rigu- 
rosamente al  contorno  aparente  X' Y'B'  de  la  superficie;  pero  esta  marcha 
será  mui  laboriosa* 
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ra  G'W\  Bastará  proyectar  Qobr^  qI  plapo  horizoiitfil,  lp9  puQtqa  Q'V 
W",  e",  S",....  en  que  el  plano  pecante  encuentra  a  lasi  prpy^ccioQQp  vcjr- 
ticales  de  las  jeneratrices  de  la  superficie,  y  obtendrémop  la  fspirftl 
OlKSeiWG....  que  se  estenderá  indefinidamente,  si  se  prolongan  bastan- 
te lejos  las  jeneratrices  siguientes /¿"H'^  r'L^\..:.  Ademas,  si  la  napa  su- 
perior (num,  616)  formada  por  la  prolongación  de  las  rectas  RV,  Q'jV— 
existiese,  como  en  el  caso  actual,  quedaría  cortada  por  el  mismo  plano  G"a" 
según  otra  rama  Oik^....  perteneciente  a  la  misma  espiral,  y  estas  dos 
ramas  tendrían  por  tanjente  común  al  diámetro  AOH;  porque  los  radios 
OKC  y  OIB,  son  secantes,  cuyos  dos  puntos  de  sección  con  ]a  espira} 
se  reúnen  en  uno  solo  O,  cuando  llegamos  a  la  posición  QA. 

620.  La  sección  que  acabamos  de  obtener  es  una  espiral  de  Arquí" 
medes.  Con  efecto,  en  virtud  del  modo  según  que  acabamos  de  construir 
(num.  611)  las  jeneratrices  del  helizoide,  vemos  que  cada  una  de  estas 
rectas  tiene  por  diferencia  de  nivel  entre  sus  dos  estremidades,  un  inter- 
valo constante  igual  a  OV  que  en  el  caso  actual  comprende  seis  divisio* 
nes  del  paso  de  la  hélice;  y  en  seguida,  como  los  puntos  F^',  E",  D",.... 
están  debajo  del  plano  G'V,  1,  2,  3,....  de  estas  divisiones,  resultará 
evidentemente  que  tendremos  en  el  espacio 

F"W"=ÍF7",  E"e"=rE'V",  D"S"=|D"á",.:.. 

y  como  las  proyeciones  horizontales  de  estas  rectas  deben  estar  divididas 
en  la  misma  razón,  tendremos  también 

FW=í^FO,  Ee=rEO,  DS^eDO,.... 
o  bien 

OI=^OB,  OK=|OC,  0S=40D 

Ea  virtud  de  esto,  vemos  que  en  un  punto  cualquiera  W  de  la  espiral, 
tendremos  la  relación  jeneral 

OW_AF       p   _u 
OF  ~AG'^  R^  — |íí' 

llamando  p  al  radio  vector  de  este  punto,  u  al  ángulo  correspondiente 
medido  en  el  círculo  que  tie^e  por  radio  a  la  unidad,  y  R  al  radÍQ  iado 
OA.  Y  así,  supuesto  que  la  equacion  precedente  prueba  que  p  y  m  cre- 

45 
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cen  proporcionalmente,  la  cnrba  es  ciertamente  U7ia  espiral  de  ArquV 
medes;  pero  para  introducir  en  ella,  según  se  estila,  el  radio  vector  cons- 
tante R'  que  corresponde  a  la  primera  revolución  total,  no  hadrá  mas 
que  tomar  a 

R'=-rR,    y  nos  resultará  p=R'2~  ' 


14 


La  fracción  -j-  espresa  en  la  actualidad  la  razón  del  paso  de  la  hélice 
A'A^'  a  la  altura  OV  que  hemos  tomado  arbitrariamente,  para  fijar  la 
primera  jeneratriz  del  helizoide  gauso. 
FIO.  134.  621.  Del  plano  tanjente  por  un  punto  dado  sobre  una  jeneratriz 
cualquiera  (DO,  D'á'),  Supongamos  primeramente  que  el  punto  asig- 
nado sea  (D,  D')  situado  sobre  la  héüce  directriz;  tirando  en  seguida  la 
recta  DT  igual  al  arco  DA  y  perpendicular  a  DO,  sabemos  (núm.  449) 
que  el  punto  (T,  T')  será  el  pie  de  la  tanjente  a  la  hélice;  por  consi- 
guiente, el  plano  tanjente  relativo  al  punto  (D,  D')  estará  determinado 
por  el  conjunto  de  las  dos  rectas  (DO,  D'd')  y  (DT,  D"F),  y  este  plano 
tendrá  evidentemente  por  traza  horizontal  a  VT, 

Sea  ahora  (d,  d')  un  punto  cualquiera  de  la  misma  jeneratriz.  Sabe- 
mos (núm.  614)  que  por  este  punto  pasa  una  hélice  cuyo  nacimiento 
(a,  a')  se  determina  describiendo  el  arco  da,  y  proyectando  oca,  a  sobre 
la  jeneratriz  A  V.  Por  otra  parte,  es  fácil  construir  la  tanjente  sin  trazar 
esta  curba:  porque,  si  después  de  haber  tirado  la  recta  TO,  tiramos  la 
dO  paralela  a  DT,  es  evidente  que  tendremos  dQ=da;  luego  si  proyec- 
tamos O  a  9'  sobre  e\ plano  de  nacimiento  a'cü',  obtendremos  el  pie  (6,  9') 
de  la  tanjente  que  buscamos  que  será  (d9,  d'9').  Sentado  esto,  como  el 
plano  tanjente  en  el  punto  fd,  d'J  del  helizuide,  debe  contener  a  esta 
tanjente  asi  como  también  a  la  jeneratriz  (dO,  &'d')  que  va  a  penetrar 
al  plano  horizontal  oü'a'  en  el  punto  (^,  40>  tendrá  evidentemente  por 
traza  sobre  este  plano  de  nacimiento,  a  la  recta  ^9,  y  sobre  el  plana  hori- 
zontal primitivo,  será  su  traza,  Yt  paralela  a  49. 

Del  mismo  modo  operaremos  respecto  a  un  nuevo  punto  (v|/,  v»'')  de  la 
jeneratriz  (DO,  D'd'),  empleando  siempre  el  triángulo  rectángulo  TOD, 
en  el  cual  trazaremos  la  recta  ^^  paralelamente  a  DT,  y  nos  dará  el  pié 
(;,  ^')  de  la  tanjente  a  la  hélice  que  pasa  por  el  punto  {^,  ^'). 

622«     Es   importante   observemos  aquí  que  respecto  a  todos   los 
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puntos  de  una  misma  jeneratriz  (DO,  D'á'),  los  triángulos  rectángulos 
TDV,  0ÍÍ,..,.  tendrán  todos  bases  iguales  DV=(í5=.,.,  Con  efecto,  la 
altara  del  punto  (D,  D')  encima  de  (A,  A'),  es  evidentemente  la  misma 
jque  la  del  punto  (5,  d')  sobre  el  (a,  a');  por  consiguiente,  las  porciones 
D'V  y  $'^  de  la  jeneratriz  son  iguales,  y  también  deberá  haber  igual- 
dad entre  sus  dos  proyecciones  horizontales  D  V  y  d^.  Pero  el  ángulo  á» 
la  base,  V  o  ^,  de  estos  triángulos  es  variable;  en  tanto  que  sería  cons- 
tante y  variable  la  base,  respecto  a  los  diversos  puntos  de  una  misma 
hélice,  en  vista  de  que  pasando  del  punto  D  a  los  puntos  C,  B,...  los  lar 
dos  DV  y  DT  varían  en  la  misma  razón. 

De  aquí  resulta  que  los  planos  que  tocan  al  helizoide  en  los  diferen- 
tes puntos  de  una  misma  hélice,  están  igualmente  inclinados  sobre  el 
plano  horizontal. 

623.  Observemos  también  que  para  todos  los  puntos  de  una  misma  je- 
neratriz (DO,  D'df'),  los  pies  de  las  tanjentes  a  las  hélices^  están  todos  situa- 
dos sobre  la  recta  (TO,  T'a'),  lo  cual  nos  proporciona  obtener  la  proyec- 
ción vertícal  O*  sin  recurrir  (núm.  621)  al  plano  de  nacimiento  a'a)\  Con 
efecto,  las  alturas  de  los  dos  pantos  (O,  a')  y  (Q,  O')  sobre  el  plano  hori- 
zontal primitivo,  manifiestamente  nos  darán  la3  razoQes  iguales 

0;a;  _  AV  _  AO  _  DO  _  TO  ^ 
O'co'  ~  AV  "^  Aa  ~  D(^  ~  T9  ' 

pero  la  igualdad  entre  la  primera  y  la  ultima  de  estas  fracciones,  indica 
que  las  ordenadas  verticales  de  los  puntos  (O,  a')  y  (O,  9»)  son  proporcio- 
nales a  sus  abscisas  contadas  desde  el  panto  (T,  T');  luego  estos  tres 
puntos  se  hallan  en  línea  recta. 

624.  De  aquí  se  sigue  que  las  tanjentes  (DT,  D'T^,  (d3,  ^'O'Jr 
(+?j  +'C)v—  a  Ifts  hélices  descritas  por  los  diversos  puntos  de  la  jene- 
ratriz (DO,  D'd'),  se  apoyan  todas  sobre  las  rectas  fijas  (TO,  TV)  y 
(DO,  D^dy,  y  ademas,  como  estas  tanjentes  son  evidentemente  paralelas 
a  un  mismo  plano  vertical  DT,  lesulta  de  aquí  (núm.  549)  que  su  coni- 
junto  forma  un poraboloide  hiperbólico  que  toca  a  la  superficie  del  heli- 
zoide en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  (DO,  D'd'). 

625.  Este  es  el  mismo  resultado  a  que  hubiéramos  llegado,  si  según 
el  método  jeneral  del  núm.  577,  hubiésemos  querido  formar  el  hiperbo^ 
loide  de  identificación  al  largo  de  la  recta  (DO,  DW).  Porque  defínien^ 
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do  el  helizoide  como  en  el  nóm.  615,  por  medio  de  las  tres  directrices 
(ABCD,...,  A'B'C'D ....),  (aSyd....  a'e'y'c^'—)  Y  i^y  ^'Z'),  este  hiperbo- 
loide hubiera  tenido  por  directrices  a  las  rectas  (DT,  D'T'),  ((í0,d'9') 
y  (O,  O'Z');  y  supuesto  que  las  tres  son  evidentemente  paralelas  al 
mismo  plano  vertical,  esta  última  superficie  dejenera  (nüm.  553)  en 
«n  paraboloide  hiperbólico,  que  es  el  mismo  de  que  hace  poco  aca- 
bamos de  hablar. 

626.  Este  paraboloide  tiene  por  plano  director  del  primer  sistema 
dejeneratrices,  al  plano  vertical  DT;  en  cuanto  al  segundo  sistema,  el 
plano  director  deberá  pasar  por  (TO,  T'a')  y  por  una  paralela  a  (DO, 
DW).  Pero  si  hacemos  partir  esta  paralela  desde  el  punto  (O,  a'),  es  fácil 
ver  que  irá  a  penetrar  al  plano  horizontal  en  D;  de  modo  que  TD  será 
también  la  traza  horizontal  del  segundo  plano  director,  y  estará  inclinado 
una  cantidad  angular  igual  a  a' A'O',  con  lo  cual  queda  completamente 
ííja  su  dirección.  Según  esto,  vemos  que  los  dos  planos  directores  son  a 
la  vez  perpendiculares  al  plano  vertical  OD  que  contiene  a  la  jeneratriz 
del  helizoide;  de  donde  podemos  concluir  que  rt  eje  del  paraboloide 
(núm.  572)  es  horizontal  y  paralelo  a  DT. 

Para  cualquiera  jeneratriz  diferente  de  (DO,  D'if ),  es  evidente  que  el 
paraboloide  de  identificación  pen^ñuecerá  constante  de  forma^  y  solo  to- 
maría una  posición  análoga  respecto  a  la  nueva  jeneratriz. 
FiG.  124.  627.  Hallar  el  punto  de  contacto  del  helizoide  gauso,  con  un  plano 
dado  que  pase  por  una  jeneratriz  conocida.  Este  problema,  que  será  útil 
en  la  Perspectiva  y  las  Sombras,  para  hallar  la  curba  de  contacto  del 
helizoide  con  un  cono  o  un  cilindro  circunscrito  a  esta  superficie,  podrá 
resolverse  según  lo  hemos  indicado  números  585  y  587;  o  mas  seacilla- 
mente  aun,  por  los  procedimientos  de  los  números  586  y  588,  siempre  que 
principiásemos  por  sustituir  al  helizoide  el  paraboloide  de  identificación 
al  largo  de  cada  jeneratriz.  Pero  las  operaciones  gráficas  son  ano  mui  la- 
boriosas, y  por  lo  tanto  vamos  a  dar  un  método  macho  mas  corto,  fun- 
dado en  la  observación  del  núm.  622  {*). 

Sea  Wt  la  traza  horizontal  del  plano  dado  que  pasa  por  la  jeneratriz 


(^)  Se  ha  indicado  este  método  en  d  tratado  de  las  superficies  re* 
gladas  par  M.  GascheaUf  antiguo  alumno  de  la  Escuela  Politécnica- 
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(DO^  D'i¿'):  después  de  haber  coiistmido  el  triángxilo  rectángiito  TDO 
que  determiiia  la  tanjeote  de  la  hélice  en  el  punto  (D,  D')  de  la  jenerattdc 
propuesta,  tírese  por  el  panto  t  ana  paralela  tQ  a  DO^yen  «eguida»  otta 
perpendicular  Qd;  esta  última  sos  dará  a  conocer  el  punto  (d^^O  en  que 
el  plano  dado  toca  al  faelizoiJe.  Con  efecto,  para  construh'el  plano  tan*- 
jente  relativo  a  este  punto  (c^,  d'),  será  preciso  (números  621  y  622)  tirar 
en  el  triángulo  ODT,  la  recta  t}9  perpendicular  a  la  dO,  tomar  en  se- 
guida a  d^igoal  a  DV,  y  la  línea  0^  sería  la  traza  de  este  plano  tanjen^ 
te  sobre  el  plano  de  nacimiento  a'cD'  de  la  hélice  que  pasase  por  {d,  <^'). 
Pero  es  evidente  que  según  las  construcciones  empleadas  aquí  arribot 
la  línea  6^'  será  paralela  a  V¿;  y  en  virtud  de  esto,  tendremos  que  el  pla- 
no dado  y  el  plano  tanjente  en  el  punto  (d,  &)j  tendrán  sus  trazas  hori- 
zontales paralelas;  y  como  ambos  pasan  por  la  recta  (ODV,  td'D'V % 
coincidirán  indudablemente  uno  con  otro« 

628.  Helizoide  con  plano  director.  La  definición  jeneral  del  aúm. 
610  supone  que  la  recta  mótil  resbala  sobre  una  hélice  y  sobre  un  eje^ 
formando  con  este  último  un  ángulo  constante,  aunque  arbitrario:  cuando 

este  ángulo  es  recto,  todas  las  posiciones  de  la  jeneratriz  son  evidente- 
mente paralelas  al  plano  horizontal  que  es  también  un  plano  director 
de  la  superficie;  y  esta,  que  siempre  es  gausa,  entra  entonces  en  el  jéne- 
ro  de  los  conoides  rectos  (núm«  520).  Es  íacil  ver  como  todas  las  propie- 
dades reconocidas  en  el  helizoide  gauso  jeneral,  se  reproducen  con  sim* 
plificaciones  notables,  en  el  helizoide  particular  que  nos  ocupa;  por 
esta  razón  nos  contentaremos  con  indicar  la  forma  de  este  último,  em*^ 
pleando  para  ello  un  solo  plano  de  proyección,  como  en  lajig.  126  qua 
mas  adelante  debe  servirnos  para  representar  una  rosca.  En  ella  se  ve 
la  hélice  descrita  ABCDE....  y  las  diversas  posiciones  AO,  Bl,  C2,.... 
de  la  recta  móvil;  demostraremos  en  seguida,  con  mas  facilidad  aun  que 
en  el  núm.  614,  que  todo  punto  a  de  la  jeneratriz  describe  una  lUlice 
(xSyde***.  concéntrica  con  la  primera  y  que  tiene  el  mismo  paso  y  el  mis- 
mo plano  de  na^^imiento  que  ella. 

629.  En  cnanto  al  plano  tanjente  de  este  helizoide,  respecto  a  un 
punto  asignado  sobre  una  jeneratriz,  se  construirá  también  hallando,  co<- 
mo  en  el  núm.  621,  el  pie  de  la  tanjente  ala  hélice  que  pase  por  el  pun- 
to dado;  y  este  pie  se  determinaré  así  mismo  por  medio  del  triángulo  rec<- 
tángulo  ODT  de  la^^*.  124;  pero  en  el  caso  presente^  las  trazas  boH* 
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zbutales  de  los  diversos  planos  tanjentes  al  largo  de  la  jencratriz  OD, 
partirán  de  los  puntos  T,  9,  5,....  y  todas  serán  paralelas  a  OD,  porque 
esta  recta  horizontal  será  coman  a  todos  estos  planos.. 
FJU.124.  630.  Ademas^  la  recta  (TO,  TV)  sobre  la  cual  estaban  situados 
(núm.  623)  los  pies  de  las  tanjentes  a  las  diversas  hélices,  se  reducirá 
en  la  actualidad  a  la  línea  TO,  trazada  en  el  plano  horizontal;  y  el  pa- 
raboloide de  identificación  (números  624  y  626)  tendrá  por  planos 
directores  al  plano  vertical  DT  y  al  mismo  plano  horizontal. 

631.  Finalmente,  el  problema  del  num.  627  se  resolverá  muí  seaci- 
llámente,  porque  como  se  nos  ha  dado  por  traza  horizontal  del  plano 
asignado,  a  una  recta  ¿9  paralela  a  OD,  el  punto  0  ^eu  que  esta  traza  en- 
cuentra a  la  línea  TO,  nos  permitirá  tirar  la  perpendicular  Gd  que  nos 
dará  a  conocer  el  puuto  de  contacto  d  que  buscábamos. 

La  superficie  de  que  ahora  hablamos,  no  solo  se  emplea  para  for- 
mar la  rosca  de  filete  rectangular;  sino  también  para  el  depurado  xie  la 
escalera  llamado  de  caracol  circular  al  aire. 

§  5.  De  la  rosca  de  filete  triangular. 

riG.l25.  632.  Figurémonos  que  un  triángulo  isósceles  aAa',  cuya  básela' 
coincida  siempre  con  una  arista  de  un  cilindro  vertical  de  base  circular, 
y  cuyo  plano  que  constantemente  pase  por  el  eje  de  este  cilindro,  jiro 
uniformemente  al  rededor  de  esta  recta;  -concibamos  en  seguida  que 
al  mismo  tiempo  este  triángulo  se  eleva  cantidades  proporcióneles  a  los 
espacios  angulares  descritos  por  su  plano  móvil,  de  tal  suerte  que  al  fiu 
de  una  revolución  total,  el  triángulo  jenerador  se  haya  elevado  a  una  al- 
tura igual  a  su  base  aaL\  es  decir,  que  haya  tomado  la  posición  a'A'a". 
En  este  caso,  el  sólido  enjendrado  por  este  triángulo  móvil,  será  éi  filete 
de  la  rosca  cuyo  núcleo  es  el  cilindro  primitivo. 

633.  Es  evidente  que  según  estas  condiciones  y  en  virtud  del  níim. 
446,  el  vértice  A  del  triángulo  describe  una  hélice  ABCDEFA'B'.... 
que  pertenece  a  un  cilindro  concéntrico  con  el  primero,  y  cuyo  paso  es 
igual  a  aoC\  ademas,  como  los  lados  Aay  Aa'  encuentran  siempre  al  eje, 
formando  ángulos  constantes  con  esta  recta,  resulta  de  aquí  (núm.  610) 
que  las  dos  caras  del  filete  son  porciones  de  dos  helizoides  gansos,  de  los 
cuales  Ja  napa  superior  del  uno  (nüm.616)  forma  la  cara  tn/^rior  del 
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tanto  que  la  cara  superior  del  fílete  pertenece  a  la  napa  injerior  del 
otro  helizoide. 

634.  Para  representar  completamente  esia  rosca,  será  preciso,  en 
primer  lugar,  construir  (num.  451),  por  medio  del  plano  horizontal 
que   hemos  suprimido    en   el  caso  presente,   la  proyección   vertical 

ABCDFA'B' de  la  hélice  descrita  por  el  punto  A,  observando  que 

eXpaso  A  A'  de  esta  hélice  debe  tomarse  iguala  la  base  aoC  del  triángu- 
lo dado.  En  seguida  deben  referirse  al  eje  las  divisiones  iguales  de  es- 
te paso  que  actualmente  son  diez  y  seis,  principiando  desde  los  puntos 
O  y  16  eu  que  encuentran  a  esta  recta  los  lados  Aa  y  Aa';  lo  cual  pro- 
duce jeneralmente  dos  series  distintas  de  puntos  de  división;  pero  aquí 
no  forman  sino  uno  solo,  en  virtud  de  que  hemos  elejido  el  trián- 
gulo Acta'  de  modo  que  sus  lados  comprehendan,  sobre  el  eje,  un  núme- 
ro exacto  de  divisiones  del  paso  de  la  hélice.  Sentado  esto,  uniendo  el 
primer  punto  de  división  B  de  la  hélice  con  los  puntos  1  y  17,  el  punto 
C  con  2  y  18,  el  punto  D  con  3  y  19....,  obtendremos  manifiestamente 
las  diversas  posiciones  del  triángulo  jenerador, 

635.  Esto  no  obstante,  es  preciso  terminar  estas  rectas  en  los  pun- 
tos 6  y  6'?  y  y  V',  cí  y  cí\...  en  que  van  a  encontrar  al  nücleo  cilindrico 
de  la  rosca.  Pero  como  estos  no  son  otra  cusa  que  las  posiciones  sub- 
cesivas  que  toman  los  puntos  aya'  del  triángulo  móvil,  resulta  del 
núm.  614,  que  la  curba  aSy'fa'S'....  es  una  hélice  del  mismo  paso  que 
ABCDFA'....;  por  consiguiente,  determinaremos  esta  nueva  hélice  cor- 
tando a  las  jeneratrices  indefinidas,  con  horizontales  tiradas  desde  los 
puntos  4  y  14,  5  y  15,  6  y  16,....  Ademas,  como  el  punto  a'  es  común  a 
los  dos  triángulos  aAa'  y  a'A'a",  sucederá  precisamente  que  la  hélice 
agycpa'S'y',...  será  también  producida  por  la  intersección  de  los  lados 
Bg'y  B'6'>  Cy'  y  C'y',..-  lo  cual  nos  dará  nna  verificación  de  las  cons- 
trucciones precedentes.  Según  esto,  esta  hélice  formará  la  arista 
entrante  de  la  rosca,  en  tanto  que  la  arista  saliente  será  la  hélice 
ABCDFA'.... 

636;  En  cuanto  al  contorno  aparente  de  las  dos  caras  del  filete,  de^ 
bemos  observar  que  no  está  formado  por  dos  jeneratrices  rectilí- 
neas, sino  por  dos  curbas  XY  y  xy,  que  son  (num.  617)  las  envolventes 
de  las  proyecciones  de  las  jeneratrices,  y  qne  tienen  por  asíntotas  a  las 
jeneratrices  paritculares  Aa',  y  A'a',  Sin  embargo,  en  vista  de  que  las 
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porciones  de  las  dos  hélices  gausas  qpe  forman  el  filete»  tienen  po- 
estansion  y  están  bastante  distantes  del  eje,  las  líneas  XY  7  xy  podráa 
actualmente  trazarse  por  aproximación  como  dos  rectas  con verj entes 
con  a'A  y  a' A',  que  deberán  tocar,  una  a  I03  dos  arcos  AYB  y  a'Xg', 
y  U  otra  a  los  otros  dos  arcos  A'yF  y  a'X<p.  Ademas,  una  de  estas 
4os  rajtnas  del  contorno  aparente,  la  primera  XY  oculta  una  parte  de  la 
seguida  zy,  que  entonces  debe  terminarse  en  un  punto  z  situado  a  la 
altura  de  a\  en  razón  a  la  forma  simétrica  de  estas  dos  curbas. 

lilstas  observaciones  que  se  aplican  a  cada  ángulo  entrante  del  filete 
situado  a  la  izquierda,  y  que  se  reproducirán  de  un  modo  inverso  en  los 
ángulos  entrantes  situados  a  la  derecha^  son  sin  duda  ninguna  sufi- 
cientes para  que  el  lector  entienda  fácilmente  las  diversas  puntuaciones 
por  medio  de  las  que  hemos  espresado,  en  el  depurado  que  presentamos, 
las  partes  visibles  o  invisibles  de  la  rosca  de  que  tratamos.  Solo  añadi- 
remos que  el  rectángulo  VYvu  representa  el  paralelipípedo  que  forma 
la  cabeza  de  esta  rosca. 

§  6.  De  las  roscas  de  filete  cuadrado. 

riG.  126.  637.  £1  filete  de  esta  rosca  es  enjendrado  por  un  rectángulo 
AoUL,  cuyo  plano  que  pasa  por  el  eje  de  un  cilidro  recto  y  circular,  jira 
uniformemente  al  rededor  de  este  eje,  en  tanto  que  el  rectángulo  se  ele- 
va al  largo  de  las  aristas  del  cilindro,  cantidades  proporcionales  a  I09 
espacios  angulares  descritos  por  su  plano  móvil.  De  aquí  resulta  eviden- 
temente que  los  puntos  A  y  L  describen,  en  este  movimiento,  dos  héli- 
ces iguales,  cuyo  paso  común  AA'  oLL'  puede  elej irse  arbitrariamente/ 
con  tal  que  por  lo  menos  sea  igual  al  duplo  de  AL,  a  fin  de  dejar  un 
paso  libre  al  fílete  saliente  de  la  tuerca  que  engarganta  con  la  rosca* 
Ademas,  los  dos  lados  Aa  y  L^  que  siempre  se  apoyarán  sobre  estas 
hélices  y  sobre  el  eje,  cortando  a  éste  bajo  un  ángulo  recto,  enjendraráa 
caras  gausas  que  pertenecerán  (núm.  628)  a  helizoides  de  plano  direc- 
tor; en  tanto  que  el  lado  AL  describirá  una  zona  cilindrica,  que  termi- 
nará esteriormente  el  filete  de  esta  rosca. 

638.  Para  representar  gráficamente  la  rosca  de  filete  cuadrada,  es  pre- 
dico primeramente  construir  las  hélices  del  mismo  paso  ABCDEFA'F'..., 
LMNPURL'B'....,  sirviéndonos  (num.  451)  del  plano  horizontal  que 
aquí  hemos  suprimido;  trasar  en  seguida  de  un  modo  semejante  sobre 
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I  el  cilindro  delnúcleo,  las  cítíras  dos  héikes^a6yíeipa'..-./:lÍ!¿7rp.«.,  qüe'Bon 

.producidas (nátn; 628) por  los pútñó^ayAjy  c«yopaso^cbimin^aá*S}ebe 

fser  í4gual  a-AA'.  Estas  dés  últimas  fcuVbas  son' las   interiseccioriés'  del 

^nucleoide  la  rosca  con  las  capas  inferior*  y  superior  del  filete,  y  *siíten 

para  limitaiílas  porciones-de  jenelratrices'BS,  y'Mfi,  B&fPn,  Pcp  yiíp,.... 

•que  pertenecen  aefetas  dos  caras  gausas,  -En  fin,  podremos  agregar  kl- 

i  gunas  ide  las  aristas  -del  cilindro'  estertor,  tales  como  BM,  CN,  '1>P,..., 

-639.   /Entre  las  diversas  líneas  de  que  acabümós  tfef haíblar,  ellectbr 

«^distinguirá  fácilmente  las  que  sdií  visibles  de  Jas  que- están  ocultas.^  Hé- 

-mostrazado  completamente  unAs  y  otras  en  '  la  primera  espira  dePfi- 

^lete,  puntuándolas  de.  un  modo  conrenientea  suposicTon;"pero  en  las 

otras  espiras,»  no  hemos  conservado  sino'  las  líneas  visibles,  coní  é!  fin  tíe 

presentar  ttn  resultado  enteramente  conforme  «al  que  pr^sentat-ia^al^és- 

pectador  la  vista  del  objeto  en  relieve. 

§'.7.  Del  conoide  de- la hóveda^ po^rr ari$ta» en^  cañonxcirculctr. 

640.    Dejando  a  wn  lado  *ías  circunstancias  qiíe'son  especialmente  no,  127. 
-  relativas 'a-la-estereotomía,¡  la  presente  cuestionse  reduce  a  haHar'láin- 
•t-erseceion  de  nutoro  con  un' conoide,  'cu  rba  cuyas  tanj  entes  dan  lugar 
•anuevas  indagaciones,  que  tendrán  ajilicaciones  útiles  en  ¿1  Corte  de 
piedras.    El   toro    se  enjenldra'  por  "la    revolución    tíel  'Semi-círcúlo 
B'C'Í^' que;  levantado  en  él  plano  vertical  B'(tí,  jira*  al  rededor  Idelavér- 
*trcal"0ú,.y  forma  la- superficie  interior  de  la  bóveda  principal  que  Wlláma 
lecho  jimt orto.  Diva  puerta  practicada  en  esta  primera' bóveda,  y  litaitaída 
en  los  planos  verticales'F/y  G^que  converjen  hacia  el '  é'ie  jirátorio, 
'está  ctlbierta  con  un  conoide  cuya  jeneratriz  réótilín^a  permanece' siem- 
pre horizontal,  cuando  resbala*  sobre  la  vet-tical  w  y  sobre  otra'segurida 
directriz  formada  del  modo  siguiente.  Se  rectifica  el  arco  AOD  según 
flu  t^njent-e  «Oc?,  y  sobre  esta  recta,  como  eje^  mayor,  se  describe  una 
semi-elipse  A'^C'D"  cuyo  semi-eje  veftical^O'^C"  es  igual  ál  radio  'CfB 
m  O'B' del  toro;  en   seguida,  imajiriándonos  que  esta  elipse  colocada 
desde  laego  enelplano  verúcáVaOÜestéaplicada^óbreél  cilindro  feéto 
AOD, 'de  I  modo  que  sus^bscisas  coincidan  con  los 'arcos  de  eáta  fcircUn- 
ífferejicia,y  «us  ordenadas  con  las  ^aristas  ^'cyfticáles  del  cilÍndfD,'dí¿hk 
¿elipse  «e*conv«rtii^  en  una  línea  tíe  ^tíóble  curbatuíaproyectada  'úS\Ste 
'AOD,  que  es'  k  'que  se  adopta  por  segunda  Üirectriz  ó  ^ha$eái\c<>Xítiáe. 

46 
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641.  Sentado  esto,  para  obtener  la  intersección  de  este  conoide  con 
el  toro,  cortemos  estas  dos  sup&rfícies  con  diversos  planos  horizontales. 
El  que  pase  por  el  punto  M'  del  meridiano  B'C'i',  cortara  al  toro  según 
dos  círculos  descritos  con  los  radios  cüP'  y  co^';  si  en  seguida  indagamos 
los  puntos  M"  y  N"  que  sobre  la  elipse  están  a  la  misma  altura  que  M',  y 
tomamos  los  arcos  OP  y  OQ  iguales  a  las  abscisas  O'T*'  y  0"Q",  los 
puntos  P  y  Q  serán  evidentemente  las  proyecciones  de  los  puntos  en 
que  encuentraa  la  basedel  conoide  el  plano  secante  íiorizontal;y  por  con- 
siguiente, las  secciones  producidas  en  esta  superficie  serán  dos  rectas 
proyectadas  sobro  wP  y  «oQ.  Y  como  estas  rectas  encuentran  a  las  dos 
secciones  circulares  en  cuatro  punios  M,  w,  N  y  n  que  pertenecen  a  la 

.intersección  de  las  dos  superficies,  esta  se  compondrá  de  dos  ra- 
mas de  doble  curbatura,  proyectadas  horizontalmente  sobre  GMOw/y 
FNOmg. 

642.  Observemos  l.^que  si  prolongamos  el  conoide  a  la  parte  de 
acá  del  eje  vertical  w,  volverá  a  encontrar  otra  vez  al  toro  según  otras 
dos  ramas  GaOg^  y  FgOag'gf  qwe  son  simétricas  con  las  primeras,  y  se 
construyen  por  las  mismas  operaciones;  2.^  que  las  dos  napas  del  conoi- 
de se  consideran  terminadas  en  los  dos  cilindros  verticales  B'GBF.... 
y  ¿'^¿/*....  a  quienes  cortan  según  curbas  de  doble  curbatura,  que  no  son 
otra  cosa  que  elipses  aplicadas  sobre  estos  cilindros,  y  todas  tie- 
nen por  semi-eje  vertical  al  radio  del  toro;  esto  es  lo  que  evidentemen- 
te resulta  de  la  proporcionalidad  de  los  arcos  horizontales  BG  y  BF,  o 
bgybf,  con  los  arcos  OA  y  OD;  3.®  que  para  hacer  que  el  toro  y  el  co- 
noide sirvan  para  formar  una  bóveda  de  aristas,  es  preciso  suprimir  ente- 
ramente todas  las  porciones  interiores  de  las  jeneratrices  rectilíneas  y 
circulares,  que  en  el  caso  actual  están  puntuadas  como  que  son  in- 
visibles. 

no.  127.  643.  Es  de  iiotar  que  cada  una  de  las  curbas  planas,  tales  como 
GO/*,  que  reciben  las  proyecciones  de  las  curbas  de  arista,  es  una  espi- 
ral de  Arquímedes.  Con  efecto,  en  virtud  de  la  constru<3cion  que  nos  ha 
dado  (nüm.  641)  el  punto  arbitrario  M,  el  arco  OP  y  la  recta  PM  son 
respectivamente  iguale»  a  las  abscisas  0"P"  y  OT'  de  los  dos  puntos  M" 
y  M*  que  corresponden  a  una  misma  ordenada  vertical  en  la  elipse  y  en 
el  círculo  meridiano  del  toro;  y  como  estas  dos  curbas  tienen  un  eje  vertí 
cal  común,  sabemos  que  estas  abscisas  están  entre  sí  en  La  misma  riazon 
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que  el  eje  mayor  con  el  menor;  por  consiguiente,  tendremos  la  proporción 

OP  :  PM  : :  OA  :  AG. 

Pero,  si  tomamos  un  arco  OA  que  esté  con  OA,  en  la  razón  de  taO  con 
OB,  podremos  reemplazar  la  pioporcion  precedente  con  esta 

OP:PM::0>í  :  Ocü,  y  de  aquí  AP  :  cdM  : :  .10  :  cdO, 

cuyo  resultado  nos  dice  que  la  razón  del  arco  ^P  al  radio  vector  o^M 
permanece  constante  en  todos  los  puntos  de  la  curba  GM O/co;  por  con- 
siguiente, esta  curba  es  una  espiral  de  Arquímedes,  cuyo  orijen  está 
sobre  el  radio  cdA  al  cual  toca  prolongándose  según  otra  rama  w'f  simétri- 
ca con  la  primera.  Para  conocer  el  paso  de  esta  espiral,  es  decir,  el  radio 
vector  que  corresdonde  a  una  revolución  entera,  bastará  construir  una 
cuarta  proporcional  d  a  las  tres  líneas  siguientes:  al  arco  .^O,  a  la  circun- 
ferencia total  y  al  radio  cdO;  en  este  caso  podremos,  según  el  método  co- 
mún, contar  sobre  la  circunferencia  del  radio  c^,  los  arcos  que  miden  el 
movimiento  angular  del  radio  vector  móvil. 

644.  La  curba  FOg-wy  es  también  una  espiral  de  Arquímedes  cuyo 
orijen  está  sobre  el  radio  cd^,  y  no  coincidirá  con  la  precedente,  sino 
cuando  el  arco  O^  sea  igual  a  un  cuarto  de  círculo;  para  obtener  esta 
coincidencia,  bastará  tomar  la  mitad  OA  de  la  abertura  de  la  puerta,  de 
modo  que  tenga  con  el  cuarto  de  qirculo,la  misma  razón  que  OB  con  Ooj 
Finalmente,  las  otras  dos  curbas  GgO^  y  FgOj^g  pertenecen  también 
a  dos  nuevas  espirales  de  Arquímedes  que  tocan  a  los  mismos  radio3 
AúOii^  y  ^Cü^g»  P^i'o  qu^  tienen  una  situación  opuesta  a  las  primeras  (*). 

(*)  El  análisis  nos  da  también  estos  mismos  resultados;  porque  si 
adoptemos  por  eje  de  las  xa  la  recta  cüOB,  una  perpendicular  a  esta 
por  eje  de  las  y,  y  finalmente  la  vertical  cü  por  eje  de  las  z;  y  si  en  se^ 
guida  hacemos  a 

0)0=1;  OB=R,  y  a  OA=0"A'^=a, 

hallaremos  (Análisis  aplicado,  cap.  XIV)  que  las  equacumes  del  toro  y 
AÍel  conoide  son  : 
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FiG.  127.  ^^^>  JjU  t^njií^te  en  un  puiíto  cuaJ<)^i^ria  M,  la  ooaocf^rémoB  por 
medio  de  la  intersección  del  plano  tanjente  ^1  toro  con  el  plano  tanjen- 
te  del  conoide.  Pero  el  primero  de  estos  planos  tiene  por  traza  horizon- 
i%fí\  ais,  liecta  ¥JÍ  perpendicobtr  a  (dM,  U.cual  se  obtiene  re>fir)efKlo  « T 
el  pie  T'  jde  la  taüj^nte  M'T'  del  ««ridiano  circqlar;  -en  cuanto  al  se- 
gundo plano  tanjente,  es  preciso,  primeranoente,  construir ^(njum.  580)' un 
paraboloide  que  se  identifique  con  él  conoide  en  todo  el  largo  de  la  jene- 
dra^iz  (uPM.  Pona  eBíQ,  tiuLoémos  la  ^^anjente  ^l^T'^  a  la  efhpse  plana;  en 


y  éimma»(jL»  a  %^  nos  r^sultarÁ  paru  ta  frm^cwn,  koritewtéH  At  la  -m- 
Uúr^^ccion  de  stías  dos  superficies 


>-fo-  ^  -  ¿<'-''?í?). 


x^^y^  Rl 

^mpl^(ir¿mgs^1^  ^iiac¿^m  mtrQiw^pmdo  m  tilla  las  coordemMdas  fcw<- 
lares,  por  medio  de  lasfórmulqi^  }L=^r  iím  u»  e  y=í=^  se»  u;  parque  je  ceK*- 

pertirgi  en 

a  (Wr) 
senxi=^±^  sen  —  ^       ; 

V  4,e  ñquí  cémelrntémos  q%s 

o  tnen 

,^   Ri  m^  Rl   / 

r  =  l±.  —  u,  yr  =  l±:  —  (n— u). 
a        •^  a 

Estéif  ^Hfiíro  equaeiones  distintas,  son  tas  de  las  cuatro  espirales  cons- 
érmdas  én  el  depupado;  y  para  referir  la  primeray  por  ejemplo,  al  eje 
polétv  íaK  fus  le  es  temjente,  no  kai  mas  que  recular  el  orijen  de  los  án- 
gulos u,  que  aquí  se  cuentan  desde  la  línea  guO  y  a  derecha  de  ella,  ha-^ 
ciendo  a 

R  RJ 

u  os  u' ,  ¿s  donde  resulta  que  r  =  — u\ 

a  a 

Esta  última  equacion  es  realmente  la  de  una  espiral  de  Arquímedes, 

cuyos  ángulos  u'  esfén  contados  j^Qrtiendo  dd  radio  tu/l. 
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seguida,  aplicando  esta  carba  (núm.  640)  sobre  el  cilindró  vertical  DÓA^ 
la  «ubtanjente  será  PT=P"T",  de  tnodo  que  T  será  él  pie  de  la  tan- 
jente  en  el  punto  P  de  la  base  del  conoide;  en  este  caso,  lá  jeneratríz  wíP 
del  paraboloide  austliar  que  debe  resbalar  sobre  esta  tanjente,  y  sobre 
la  vertical  co,  permaneciendo  siempre  horizontal,  tomará  la  posición  cüT 
después  de  llegar  al  pie  de  esta  tanjente.  Sentado  esto,  si  cortamos  a  las 
dos  jeneratrices  wP  y  cüT  con  el  plano  vertical  MS,  sabemos  (nám«  551) 
que  la  sección  será  una  recta  proyecliada  sobre  MS,  que  unida  a  la  je- 
neratríz CtíM,  determinará  el  plano  tanjente  del  paraboloide:  luego  este 
plano  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  línea  SK  paralela  a  wM.  Como 
ahora,  las  dos  trazas  SK  y  VK,  de  los  dos  planos  tanjentes  van  a  cor- 
tarse en  K,  resultará  de  aquí  que  KM  es  la  tanjente  que  buscamos. 

646.  Este  método  no  puede  aplicarse  inmediatamente  alpunto  múl- 
tiplo O,  porque  como  con  este  sitio,  los  dos  planos  tanjentes  Son  hori- 
zontales, coinciden  enteramente,  y  queda  indeterminada  su  intersección. 
Pero  si  tratamos  de  valuar  el  ángulo  VMK=  G  que  forma  una  tanjente 
cualquiera  con  el  radio  vector  correspondiente,  hallaremos  que 

,     .  ^  '     KV        MS 

y  en  seguida»  como  la  subtanjente  P'T  del  círculo  equivale  a  la  subtan- 
jente  P"T"  o  PT,  de  la  elipse  multiplicada  por  la  razón  del  eje  menor 
al  mayor,  nos  resultará        *  * 

^     .  ^       MS      OA        ..      ^     .^      Mcü     OA       ,-^ 
^^"J  0  =  FT  •  OB '  "  ^^^"  '^"J  ^=  F¿  •  OB (^) 

Pero  en  esta  última  espresion,  la  cantidad  que  varia  con  el  punto  de 
contacto  M,  es  el  factor  Mcx;,  que  llega  a  ser  igual  a  su  denominador  Pw, 
en  el  punto  particular  O;  luego  la  inclinación  de  la  tanjente  en  este  pun- 
to nos  la  dará  la  fórmula 

tanj0'=5^=2^ (2) 

^  OB       OB ^^ 

la  cual  nos  dice  que  esta  tanjente  Oa  es  precisamente  la  diagonal  del 
rectángulo  construido  sobre  Oa  y  OB. 

647.     La  construcción  jeneral  del  núm.  645  es  también  insuficiente  fig.  127. 
para  obtener  las  tanjentes  en  los  cuatro  puntos  F,  G,  g  y/ que  están  en 
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el  arranque  de  la  bóveda;  porque  como  en  estos  puntos,  los  planos  tan- 
jentes  de  las  dos  superficies  son  verticales,  su  intersección  es  una  vertí- 
cal  que  será  tanjente  a  la  curba  de  arista  en  el  espacio,  pero  que  se 
reduce  a  un  solo  punto  en  proyección  horizontal,  y  nada  nos  dice  sobre 
la  tanjente  a  la  curba  plana  GO/)  en  el  punto  G.  Sin  embargo,  si  recu- 
rrimos a  la  fórmula  (1)  esta  se  convertirá  respecto  al  punto  G  en 


A^y^_ 


porque  los  arcos  OA  y  GB  son  semejantes  y  proporcionales  a  sus  radios 
Acó  y  Gci>.  De  lo  que  evidentemente  resulta  que  la  tanjente  en  G  será  la 
diagonal  del  rectángulo  construido  sobre  GA  y  sobre  el  arco  GB  rectifi- 
cado; cuya  operación  es  estremadamente  sencilla,  y  que  para  dejar  mas 
claridad  en  el  depurado,  hemos  efectuado  en  el  punto  F,  formando  un 
rectángulo  con  FD  y  Fg=FB. 

648.  Debemos  también  observar  que  este  método  tan  ventajoso  se 
aplica  también  a  un  punto  arbitrario  M;  porque  si  en  la  fórmula  jeneral 
(1),  reemplazamos  la  razón  de  OA  a  OB=AG;  con  la  de  OP  a  PM, 
que  le  es  igual  según  el  núm«  643,  nos  resultará 

—     PO 
tanje  =  -^jj_=^; (4) 

lo  cual  prueba  que  la  tanjente  LMK  puede  obtenerse  inmediatamente, 
formando  sobre  MP  y  el  arco  MI  rectificado,  un  rectángulo  cuya  diago- 
nal será  la  tanjente  que  buscamps.  En  el  caso  presente  no  hemos  traza- 
do sino  la  mitad  de  este  rectángulo,  tomando  a  PL=MI,  y  tirando  LIVl 
que  deberá  coincidir  con  la  tanjente  MK  que  está  ya  construida. 
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CAPITULO  PRIMERO. 

Sobre  las  curbaturas  y  las  evolutas  de  las  líneas  curbas. 

649.  Se  dice  que  una  curba  y  su  tanjente  tienen  entre  sí  un  contacto 
de  primer  órden^  porque  en  jeneral  no  hai  entre  ellas  sino  un  solo  elemen- 
to común;  pero  como  en  ciertas  cuestiones  hai  necesidad  de  considerar 
líneas  que  se  aproximen  a  confundirse  con  la  curba  propuesta,  mas  de  lo 
que  la  tanjente  lo  hace  con  ella,  es  necesario  distinguir  estas  aproxima- 
ciones mas  o  menos  íntimas,  y  así  decimos  que  dos  curbas  cualesquiera, 
ya  sean  planas  o  no,  presentan  un  contacto  de  primero,  segundo,  ter- 
cer.... ORDEN,  según  tienen  uno,  dos,  [tres....  elementos  consecutivos 
comunes. 

550,  Como  el  contacto  de  segundo  orden  se  presenta  con  mucha  fre- 
cuencia en  las  aplicaciones  jeométricas,  le  espresarémos  comunmente 
por  el  nombre  abreviado  de  osculación;  y  así  es  que'dos  cnrhñs  oscula- 
doras  serán  las  que  tengan  dos  elementos  comunes.  Para  dar  un  ejemplo, 
que  nos  será  mui  íitil  en  lo  subcesivo,  consideremos  una  curba  cualquie- 
ra AMB,  y  después  de  haberla  dividido  en  elementos  iguales  (*),  levan- 


(*J     8¿  estos  elementos  fuesen  desiguales^  pero  siempre  infinitamente 
pequeTioSj  subsistirían  las  mismas  consecuencias,  como  lo  probaríamos 
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temos  en  las  mitades  de  MM'  y  M'M*',  dos  normales  KO  y  K'O  situadas 
en  el  plano  MM'M",  el  cual  no  contendrá  a  los  otros  elementos  de 
AMB,  sino  cuando  esta  curba  sea  plana.  En  este  caso,  el  punto  O  en 
que  se  cortan  estas  dos  normales,  será  el  centro  de  un  circulo  aMg,  que 
pasando  evidentemente  por  los  tres  puntos  M ,  M'  y  M '',  tendrá  también 
comunes  con  AMB  los  dos  elementos  MM'  y  M'M",  y  será  por  consi- 
guiente, el  círculo  osculador  de  esta  curba,  respecto  al  punto  M.  El  ra- 
dio de  este  círculo  será  una  de  las  tres  distancias  iguales  OM,  OM'  u 
OM";  pero  en  sil  lugar,  podemos  adoptar  una  de  las  dos  normales  ¡gua- 
les OK  y  OK',  porque  la  diferencia  no  es  sino  infinitamente  pequeña  de 
segundo  orden  {véase  núm,  197), 

651.  Por  lo  que  antecede,  vemos  que  el  círculo  osculador  para  cada 
punto  M  señalado  sobre  la  curba  AMB  es  uno  solo^  en  tanto  que  existen 
una  infinidad  de  círculos  que  solo  son  tanjentes  en  este  punto;  pero  el 
círculo  osculador  variará  de  posición  y  de  magnitud  cuando  pasemos 
del  punto  M*  al  M".,..,  porque  entonces  deberemos  operar  del  mismo 
modo  anterior  con  los  dos  elementos  consecutivos  M'M"  y  M"M"', 
M"M'"  y  M'"M"",..,  esto  hará  cambiar  al  radio  KO  en  K'O',  K"0'',-.. 
Muí  pronto  examinaremos  (núm.  656)  si  estos  radios  se  cortan  consecuti- 
vamente. 

652.  El  plano  de  círculo  osculador,  que  no  es  otra  cosa  que  el  de 
dos  elementos  consecutivos  MM'  y  M'M",  o  el  de  dos  tanjentes  infinita- 
mente próximas  MT  y  M'T',  se  llama  también  plano  osculador  de  la 
curba  AMB  en  el  punto  M;  y  a  no  ser  que  esta  última  sea  plana,  este 
plano  osculador  variará  cuando  pasemos  de  un  punto  a  otro  de  la  AMB. 
Ademas,  dos  planos  osculadores  consecutivos  TM'T'  y  T'M"T", 
se  cortarán  siempre  según  el  elemento  intermedio  M'M". 

pi«.  129.  653.  En  cuanto  a  la  curhatura  de  la  línea  AMB  en  el  punto  M,  hemos 
dicho  ya  (níim.  198)  que  estaba  medida  por  el  ángulo  TM'T'  compra- 
hendido  entre  dos  tanjentes  infinitamente  próximas',  porque  este  ángulo, 


fácilmente  por  medio  del  cálculo.  No  obstante,  para  abreviar  las  demos- 
tracioncsy  es  mas  sencillo  suponer  que  los  elementos  se  han  elejido  igua- 
leSy  locual  nos  es  siempre  permitido.  Véase  el  Análisis  aplicado  cap.  XVI, 
núm.  351. 
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llamado  ángulo  de  coTttinjencia  o  de  curbaturay  espresa  manifiesta- 
mente la  cantidad  que  ha  sido  preciso  desviar  al  elemento  M 'M"  de  su 
dirección  primitiva  M'T,  para  doblar  Ja  línea  recta  MM'T  como  lo  está 
la  línea  poligonal  MM'M"M'"....  (*).  Pero  el  ángulo  TM'T'  es  igual  al 
KOK';  y  como  este  último  tiene  por  medida  al  arco  £  descrito  con  un 
radio  igual  a  la  unidad,  en  tanto  que  abraza  un  arco  KM'K'  de  círculo 
oscúlador  cuyo  radio  e80K=p,  tendremos  por  espresion  de  la  curbatura 
en  el  punto  M,  a 

KM'K'       ds 


e  = 


OK     ~p 


Pero  como  se  ha  dividido  a  lacurba  en  elementos  iguales,  la  cantidad  ds 
será  constante  en  todos  sus  puntos,  y  podremos  decir  que  la  curbatura 
varia  de  un  punto  a  otro,  en  razón  inversa  del  radio  OK=p,  que  por 
esta  razón,  se  llama  también  radio  de  curbatura  de  la  curba  en  el 
punto  M. 

Con  todo,  observemos  que  para  tener  la  medida  exacta  de  k  curbatu- 
ra de  una  línea,  y  para  hacer  esta  medida  aplicable  a  dos  curbas  dife- 
rentes, en  las  cuales  pueden  los  elementos,  aunque  infinitamente  peque- 
ños, ser  d.esiguales  de  la  una  a  la  otra,  y  aun  tener  ademas  una  razón 
determinada  y  necesaria,  es  preciso  considerar,  no  la  magnitud  absoluta 
del  ángulo  de  continjencia  £,  sino  su  razón  con  el  elemento  ds;  porque 
solo  sobre  dos  arcos  de  la  misma  lonjitud,  es  donde  el  ángulo  esterior 
de  las  tanjentes  estremas  puede  manifestar,  con  precisión,  la  curbatura 
mas  o  menos  pronunciada  de  uno  de  estos  arcos  respecto  al  otro.  Por 
ejemplo,  en  dos  círculos  concéntricos,  que  el  radio  del  uno  sea  duplo  del 
otro,  y  que  las  circunferencias  estén  divididas  en  un  mismo  numero 
de  elementos  iguales,  los  ángulos  de  continjencia  correspondientes  a 
los  mismos  radios,  serán  iguales,  y  sin  embargo,  la  curbatura  de  los  dos 
círculos  será  diferente;  pero  si  atendemos  a  que  los  elementos  de  la  cir- 


(*)  Está  mui  bien  observemos  que  el  ángulo  de  continjencia  TM'T' 
es  también  igual  al  ángulo  de  dos  planos  normales  consecutivos,  supuesto 
que  estos  planos  son  perpendiculares  en  medio  de  los  dos  elementos 
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cunferencía  mayor  tienen  una  lonjitud  dupla  de  los  de  la  segunda^  co- 

nocerémos  que  la  razón  —  indica  efectivamente  una  curbatura  la  mitad 

ds 

menor  en  el  círculo  mas  grande  que  en  el  mas  pequeño.  De  aquí  con- 
cluimos que  la  verdadera  espresion  de  la  curbatura  de  una  línea  cual- 
quiera, nos  la  dará  siempre  a  conocer  la  razón 

£_1 
ds~  p' 

representando  por  p  el  radio  del  círculo  osculador  de  la  curba,  en  el 
punto  que  se  considera. 

654.  Todo  lo  que  precede  conviene  igualmente,  tanto  a  las  curbas 
planas  como  a  las  gausas;  haremos  uso,  lo  mismo  que  M.  Yallee,  de 
esta  última  espresion,  en  lugar  de  curha  de  doble  curhaturuj  tanto  para 
abreviar  como  para  evitar  el  uso  de  la  palabra  curbatura  en  un  sencido 
inexacto.  Con  efecto»  una  línea  que  no  es  plana,  no  admite  sino  una  sola 
curbatura  que  se  estima  como  en  el  numero  precedente;  pero  ademas, 
presenta  una  flexión,  o  mas  bien  una  torsión  que  se  ha  orijinado  ha- 
ciendo jirar  uno  de  los  planos  osculadores  consecutivos  TM'T'  y  T'M''T" 
al  rededor  del  elemento  común  M'M";  de  suerte  que  en  una  curba  gau- 
sa»  la  torsión  en  cada  punto  se  mide  por  el  ángulo  de  los  dos  planos 
osculadores  vecinos.  Pero  si  este  ángulo  se  hace  nulo,  abatiendo  el  plano 
T'M"T"  sobre  TM'T'  por  medio  de  una  rotación,  al  rededor  de  la  rec- 
ta M'M",  desaparecerá  la, torsión,  y  la  curba  será  plana  en  la  proximi- 
dad del  punto  que  se  ha  considerado,  sin  que  su  curbatura  hhya  aumen- 
tado o  disminuido,  supuesto  que  los  ángulos  de  continjencia  TM'T'  y 
T'M"T"  habrán  permanecido  constantes;  mientras  que  sin  cambiar  na- 
'  da  en  la  posición  de  estos  dos  planos  osculadores,  o  en  la  torsión  de  la 
curba,  podremos  alterar  su  curbatura,  desviando  o  aproximando  los  dos 
elementos  MM'  y  M'M":  por  consiguiente,  la  curbatura  y  la  torsión  de 
una  línea  son  modificaciones  independientes  una  de  otra.  Pero  las  cur- 
bas planas  y  las  curbas  gausas  presentan,  en  cuanto  al  lugar  de  sus  cen- 
tros de  curbatura,  una  diferencia  esencial  que  vamos  a  hacer  resaltar, 
ri«.  129.  655.  Existen  siempre  una  infinidad  de  normales,  para  un  mismo  punto 
señalado  sobre  una  curba  cualquiera;  pero  la  normal  KO  según  la  que 
está   dirijido   el  radio  de  curbatura  del  punto  M,  debe  estar   trazada 
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(num.  650.)  en  el  plano  escalador  MM'M",  y  la  distinguiremos  con  el 
nombre  de  normal  principal.  Pero  cuando  la  curba  AMB  es  plana,  to- 
das las  normales  principales  relativas  a  los  varios  puntos  M,  M\  M*',..., 
se  hallan  en  su  plano;  y  por  consiguiente,  se  cortan  consecutiva-  . 
mente,  de  modo  que  forman  una  curba  OO'O"....,  a  la  que  estas  di- 
versas normales  son  evidentemente  tanjentes;  de  donde  se  sigue 
(núm.  199)  que  aplicando  un  hilo  0'"0"0'0K  sobre  esta  evoluta 
y  desarrollándolo  subcesivamente,  su  estremo  K  describirá  la  línea 
AMM'M'B. 

656.     Por  el  contrario,  cuando  la  curba  propuesta  es  gausa,  las  ñor- vio.  130. 
males  principales^  y  los  radios  de  curbatura,  no  se  encuentran  ya  conse- 
cutivamente. Con  efecto  {Jig.  130),  consideremos  tirados  por  el  medio 
K,  K',  K",....  de  los  diversos   elementos,  los  planos  normales  PQS, 
FQ'S',  P"Cl"S",.'-  que  se  cortarán  de  dos  en  dos  según  las  rectas  QS, 
Q'S^....  y  de  este   modo  formarán  una  superñcie  desarrolbble  (núm. 
186)  envolvente  de  todos  estos  planos.  Si  entonces  cortamos  a  los  pla- 
nos Py  P'  con  el  plano  osculador  MM'M"  que  es  perpendicular  a  los 
dos  anteriores,  obtendremos  por  intersecciones  las  dos  normales  KO  y 
K'O,  que  evidentemente  determinarán  el  centro  O  del  círculo  osculador 
correspondiente  al  punto  M,  de  las   que  la  primera  será  el,  radio  de 
curbatura  relativo  a  este  punto  (*).  Así  mismo,  cortando  los  planos  nor- 
males P'  y  P"  con  el  segundo  plano  osculador  M'M"M"',  tendremos 
por  sección  las  normales  K'O'  y  K'-O',  la  primera  de  las  que  será 
también  el  radio  de  curbatura  relativo  al  punto  M'.  Pero  este  radio  K'O' 
no  coincide  con  la  otra  normal  K'O,  puesto  que  estas  rectas  provienen 
del  mismo  plano' P'  cortado  por  dos  planos  osculadores  distintos;  y  así, 
K'O'  va  a  encontrar  a  QS  en  un  punto  I  diferente  del  O;  y  por  consi- 
guiente, no  teniendo  los  dos  radios  de  curbatura  consecutivos   KO  y 
K'O'  ningún  punto  común  sobre  la  intersección  QS  de  los  planos  P  y 
P'  que  los  contienen,  no  podrán  ellos  mismos  encontrarse. 

657.     De  aquí  resulta  que  no  siendo  dados  los  centros  de  curbatura 


(*)  Mas  adelantCj  nos  será  útil  observemos  aquí  que  todo  esto  viene 
a  reducirse  a  bajar  desde  el  punto  Ky  una  perpendicular  KO  a  lajcnc-- 
ratriz  QS  de  la  superficie  que  es  involucro  de  los  planos  no7'males. 
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O,  O',  O»',...  por  las  intersecciones  subcesivas  de  los  radios  de  cnrbatura 
KO,  K'O',  K"0",.—  la  curba  que  se  hiciese  pasar  por  todos  estos  cen- 
tros no  tendría  por  tanjentes  a  estos  mismos  radios;  y  por  consiguiente, 
no  podrían  mirarse  á  estos  como  formados  por  el  desarrollo  de  un  hilo 
que  envolviese  a  la  línea  OO'O"....  Luego,  ñnalmente,  el  lugar  de  los 
centros  de  curhatura  de  una  curba gausa  AMM'M'\...  no  es  una  evolüta 
de  esta  última  linea. 
FiG.  130.  658.  Sin  embargo,  la  curba  gausa  AMM'M"....  admite  una  infinidad 
de  evolutas,  como  lo  hizo  ver  Monge.  En  efecto,  si  en  el  primer  plano 
normal  P,  trazamos  arbitrariamente  una  recta  KD,  que  será  siem- 
pre normal  a  la  curba  propuesta,  e  irá  a  encontrar  a  QS  en  un  pun- 
to D;  y  tiramos  en  seguida  por  los  puntos  K'  y  D  la  recta  K'DD' 
que  estará  en  el  segundo  plano  normal  P\  y  en  seguida  la  recta 
K"D'D"  situada  en  el  plano  P",  y  así  de  las  demás  :  obtendremos,  por 
medio  de  >as  intersecciones  subcesivas  de  estas  normales,  una  curba 
DD'D"D"%...  a  la  cual  estas  normales  serán  tanjentes,  y  que  podrá  servir 
para  desccibir  la  línea  AMM\.,.  por  medio  del  desarrollo  de  un  hilo  apli- 
cado al  contorim4e  esta  evoluta  DD'D"..,.  Para  probarlo,  basta  hacer  ver 
que  las  porciones  TfKy  DK'  de  las  laujentes  a  esta  evoluta,  son  iguales 
entre  sí,  o  bien  que  el  punto  D  está  a  igual  distancia  de  los  tres  puntos 
M,  M'  y  M";  esto  resulta  de  que  siendo  la  recta  QS  la  intersección 
de  dos  planos  P  y  P'  tirados  perpendicularmente  en  medio  de  los  ele- 
mentos iguales  MM'  y  M'M",  cada  punto  de  QS  se  híalla  a  la  misma 
distancia  de  M,  M'  y  M";  y  por  esto  la  recta  QS  se  llama  la  línea  de 
los  polos  del  arco  MM'M",  y  las  distancias  DK,  D'K',  D"K",....  son  los 
radios  de  la  evoluta  que  es  preciso  no  confundir  con  los  radios  de  cur- 
batura  KO,  K'O',  K"0".—  Como  por  otra  parte,  la  primera  normal  KD 
se  ha  tirado  arbitrariamente  en  el  plauo  P,  podremos,  por  consiguiente, 
haciendo  variar  la  dirección  de  esta  normal,  oDtener  una  infinidad  de 
evolutas,  situadas  todas  sobre  la  superficie  desar)^llable  que  es  el  invo- 
lucro de  los  planos  normales P,  P',  P",....  de  la  ci*ba  AMM'M",... 

659.  Esta  superficie,  lugar  de  todas  las  evolutak^e  la  curba  AMM'..., 
o  bien  lugar  de  todos  los  polos  de  esta  línea,  tiene  1p^^  jeneratriccs  rec- 
tilíneas alas  intersecciones  subcesivas  QS,'Q'S',  ¿l"S'',...  de  los  planos 
normales;  y  estas  rectas,  que  precisamente  se  cortf  n  de  dos  en  dos,  for- 
man de  este  modo  (nüm.578)  la  arista  de  retroceso 
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sarroUable.  Adornas^  como  cada  jeneratriz  QS  es  perpendicular  al  plano 
O3culador  correspondiente  MM'M",  y  pasa  por  el  centro  de  curbatara 
O,  en  que  se  cortan  las  dos  normales  iguales  RO  y  K'O,  resulta  mani- 
íiestaníiente  de  aquí  que  los  ángulos  KDO  y  K'DOj  formados  por  do$ 
tanjentes  de  la  evoluta  con  la  jeneratriz  intermedia  QS,  son  iguales; 
y  por  consiguiente  (núm.  187),  podemos  afirmar  que  cada  evbluta 
DD'D"....  se  convertirá  en  una  línea  recta^  cuando  se  desarrolle  la  su- 
perficie involucro  de  los  planos  normales.  Esto  quiere  decir  (núm.  187) 
que  esta  evoluta  es  la  línea  mas  corta  que  puede  trazarse  sobre  la  su- 
perficie desarrollable,  entre  dos  de  sus  puntos;  por  consiguiente,  un  hilo 
que  amarrado  en  K  estuviese  tendido  y  aplicado  libremente  sobre  esta 
superficie  desarrollable,  tomaría  por  sí  mismo  la  forma  de  una  de  las 
evolutasKDD'D'....,  porque  a  causa  de  su  *  elasticidad,  dicho  hilo  no 
podrá  permanecer  en  equilibrio  sobre  la  superficie,  sino  cuando  haya 
segíiido  el  camino  mas  corto. 

'^  En  vista  de  esto,  dice  Monge,  se  concibe  fácilmente  la  posibilidad  de 
enjendrar  una  curba  cualquiera  de  doble  curbatura,  por  un  movimiento 
continuo.  Porque  después  de  haber  construido  la  superficie  desarrollable 
a  quien  son  tanjentes  todos  los  planos  normales  de  la  curba,  si  desde  un 
punto  dado  en  el  espació  y  por  el  que  deba  pasar  la  curba,  se  dirijen  dos 
hilos  tanjentes  a  esta  superficie;  y  si  después  de  haberlos  aplicado  sobre 
la  superficie  y  de  haberlos  tendido,  se  fijan  en  los  otros  estremos;  el 
punto  de  reunión  de  los  dos  hilos,  que  tendrá  la  facultad  de  moverse 
con  el  plano  tanjente  de  la  superficie,  sin  resbalar  ni  sobre  el  uno  ni 
el  otro  de  los  hilos,  enjendrará  en  su  movimiento  la  curba  propuesta". 

660.  Cuando  la  curba  AMM'..,.  sea  esjerica,  es  decir,  situada  ente-piG.  130. 
ramente  sobre  una  esfera  de  un  radio  cualquiera,  todos  los  planos  nor- 
males P,  P',  P",.,..  irán  a  pasar  precisamente  por  el  centro  de  esta  esfe- 
ra, y  su  involucro,  que  es  el  lugar  de  todas  las  evolutas  de  AMM'.... 
se  reducirá, en  el  caso  presente,  aun  cono  cuya  cúspide  estará  colocada 
en  el  centro  de  la  esfera  de  que  tratamos.  Este  punto  único  podrá  con-  ' 
siderarse  como  que  es  una  evoluta  particular  de  la  curba  AMM'...,  y  con 
efecto,  un  hilo  amarrado  a  este  centro,  podrá  jirar  al  rededor  de  este 
punto,  sin  alargarse  sensiblemente,  en  tanto  que  el  otro  estremo  perma- 
necerá sobre  la  curba  AMM\...  cuygs  puntos  todos  están  a  una  distan- 
cia constante  del  centro. 
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661.  Finalmente,  si  la  curba  AMM\...  fnene  plana,  todos  los  planos 
normales  P,  P',  P'',....  serian  perpendiculares  al  plano  de  esta  curba, 
así  como  también  lo  serian  sus  intersecciones  consecutivas  QS,  Q'SV-* 
de  modo  que  el  involucro  de  estos  planos  normales,  se  reduciria  a  un  ci- 
lindro^ sobre  el  cual  estarian  situadas  toda^  las  evolutas  que  admitiese 
aun  la  curba  plana  AMM'....  Ademas,  cada  una  de  estas  evolutas 
DD'D^'....  será  en  este  caso  una  hélice;  porque  sus  varias  tanjentes,  o  los 
radios  de  evoluta  KD,  K'D',...  formarán  todos  ángulos  iguales  (nnm. 
659)  con  las  rectas  paralelas  QS,  Q'S',....  que  son  las  jeneratrices  de  este 
cilindro.  Por  otra  parte,  el  lugar  de  los  centros  de  curbaturas  OO'O".,.. 
se  convertirá  al  presente  en  una  terdadera  evoluta,  porque  esta  curba 
seiá  la  sección  recta  del  cilindro  involucro,  que  desde  luego  podemos 
mirar  como  una  hélice  cuyo  paso  es  nulo;  pero  esta  línea  00'0'\-. 
será,  entre  todas  las,  evolutas  de  la  curba  AMM\...,  la  única  plana. 
Y  así,  por  ejemplo  (^^.96),  la  voluta  del  círculo  ABCDL....  tiene  por 
evoluta  plana  al  círculo  Agy^/t..*,  en  tanto  que  por  evolutas  gansas  ad- 
mite a  todas  las  hélices  que  como  (ASyd^,...,  A'g'y'(^'>í'....),  tienen  su 
oríjen  en  el  punto  (A,  A'). 

piG.  129.  662.  Observemos  ahora  que  el  círculo  osculador  aMg  de  la  cur- 
ba plana  AM B,  jeneralmente  cruza  a  esta  curba,  es  decir,  que  se  halla 
fuera  de  ella  a  la  izquierda  del  punto  M,  y  a  la  derecha  está  dentro  de 
la  curba.  Con  efecto,  la  parte  rectilínea  OK  del  hilo  que  abraza  a  la 
evoluta  OO'O"....  va  aumentando  continuamente  a  medida  que  se  de- 
sarrolla luego  los  radios  decurbatura  que  preceden  a  OK,  son  me- 
nores que  esta  recta,  y  los  que  la  siguen  son  mayores;  luego  también 
el  arco  MA  de  la  curba  propuesta  estará  contenido  dentro  del  arco  de 
círculo  Ma,  en  tanto  que  M"B  se  hallará  fuera  de  M"g,  a  lo  menos  en 
las  inmediaciones  del  punto  M  que  ahora  consideramos.  Sin  embargo, 
cuando  la  evoluta  presenta  un  punto  de  retroceso,  como  sucede  en  los 
vértices  de  una  elipse  (Jig-  76),  en  este  caso,  el  radio  de  curbatura  es  un 
mínimo  o  un  máximo^  y  el  círculo  oscnlador  se  halla,  tanto  a  la  derecha 
como  a  la  izquierda  del  punto  de  contacto,  colocado  dentro  de  la  curba, 
o  fuera  de  ella.  En  este  caso  particular,  el  círculo  oscnlador  adhiere 
nn  contacto  de  tercer  orden  con  la  curba. 

FiG.  130.  66f(.  Una  circunstancia  análoga  nos  presenta  el  plano  osculador 
MM'M"  de  una  curba  gausa  AMB;  es  decir,  que  este  plano  jeneralmente 
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cruza  a  la  curha^  dejando  debajo  de  él  al  arco  MA,  y  encima  al  M'^B, 
porqae  la  torsión  de  los  elementos  producida  (núni.  654)  por  la  dife- 
rencia de  inclinación  de  los  planos  oscaladores  consecutivos,  persevera 
en  jeneral  en  el  mismo  sentido.  Sin  embargo,  como  por  la  prosecución 
de  continuidad  de  la  curba  propuesta,  no  varia  la  inclinación  del  pla- 
no osculador,  sino  por  grados  infinitamente  pequeños,  si  hubiese  un  pun- 
to singular  en  que  esta  torsión  cambiase  de  sentido,  no  podrá  tener  lugar 
esto,  sino  cuando  el  ángulo  de  torsión  haya  pasado  por  cero;  y  en 
este  lugar  de  la  curba,  tres  elementos  consecutivos  estarán  situados  en 
un  mismo  plano  osculador,  que  en  el  caso  actual  se  hallará  todo  él  en- 
cima de  la  curba  AMB,  o  todo  debajo  de  ella. 

664.  Construir  el  plano  osculador  relativo  a  un  punto  asignado  so- 
bre una  curba  gausa. 

Sea  N  el  punto  señalado  sobre  la  curba  gausa  VNU,  que  deberá  estar  pio.5i. 
definida  por  sus  dos  proyecciones.  Si  para  obtener  aproximativamente  dos 
tanjentes  infinitamente  próximas,  tiramos  la  del  punto  N  y  otra  extrema- 
damente vecina,  dos  rectas  tan  cercanas  determinarán  con  poca  precisión 
la  traza  del  plano  que  las  contiene.  Por  consiguiente,  será  mejor  cons- 
truir diferentes  tanjentes.a  la  curba  VU,  tanto  por  el  punto  N  como  por 
otros  varios  situados  a  distancias  medianas,  detras  y  delante  de  N;  y  en 
seguida,  hallar  las  trazasde  estas  tanjentes  sobre  el  plano  horizontal,  por 
ejemplo,  y  reunir  todos  estos  puntos  por  una  curba  continua  ALD  que 
será  la  traza  de  la  superficie  desarroUable,  lugar  de  todas  las  tanjentes 
a  la  curba  VU.  Como  hecho  esto,  sabemos  (núm.  181)  que  el  plano  tan- 
jante  de  esta  superficie,  es  el  plano  osculador  de  su  arista  de  retroceso, 
no  habrá  mas  que  tirar  la  tanjente  L8  a  la  traza  ALD,  y  el  plano  NL9 
será  el  plano  osculador  pedido. 

665.  Construir  el  radio  de  curbatura  relativo  a  un  punto  dado  so- 
bre una  curba  gausa. 

Sea  M  el  jHinto  dado  sóbrela  curba  gausa  que  distinguiremos  por  A: 
construyamos  como  arriba,  el  plano  osculador  n  correspondiente  al  pun- 
to M,  y  proyectemos  sobre  este  plano  a  la  curba  A,  que  se  converti- 
rá en  otra  línea  B  que  evidentemente  tendrá  dos  elementos  comunes 
con  la  primera.  Como  desde  este  estado  la  curbatura  de  A  en  M,  es  la 
misma  que  la  de  B;  quedará  lacuestion  reducida  a  hallar  el  radió  de  cur- 
batura de  una  curba  B,  que  es  plana. 


Digitized  by 


Google 


976  LIBRO  VIII.    CURBATI/BA  PE  LAS  LIN£AS  Y  DS  LAS  SUFERFICIES. 

FIO.  141.  666.  Para  resolver  este  ultimo  problema,  sea  MN  la  normal  de  B 
ea  el  pimto  dado  M,  y  MC,  MG',....  varias  cuerdas  que  salen  de  este 
mismo  punto.  Si  por  el  medio  de  la  cuerda  MC,  le  tiramos  una  perpen^ 
dicular  IP,  y  por  el  punto  P  en  que  va  a  cortar  a  la  normal  MN,  levanta- 
mos a  esta  última  recta,  otra  perpendicular  Pa=MC;  y  si  en  segui- 
da repetimos  construcciones  análogas  con  las  otras  cuerdas,  Ja  curba 
aa'a^^gg'  irá  a  cortar  a  la  normal  MN  en  un  punto  O  que  determinará  al 
radio  de  curbatura  MO  de  la  línea  propuesta.  Con  efecto,  a  medida  que 
la  cuerda  MC"  vaya  disminuyendo  cada  vez  mas,  también  la  ordenada 
P"a"  disminuirá  igualmente,  y  la  perpendicular  FT"  se  aproximará  ca- 
da vez  mas  a  ser  normal  a  la  curba  MB;  luego  el  punto  O  en  que  la  lí* 
nea  ausilíar  aá!S  va  a  cortar  a  MN,  será  la  intersección  de  esta  ñor- 
*  mal  con  otra  normal  infinitamente  próxima;  y  por  consiguiente,  el  radio 
de  curbatura  de  la  línea  B  respecto  al  punto  M,  tendrá  cisrcamente  por 
lonjitud  a  MO  (*). 

667.  Dada  una  curba  cualquiera  A,  construir  una  de  sus  etolutas^ 
y  el  lugar  de  los  centros  de  curbatura. 

Tiraremos  varios  planos  normales  a  esta  curba,  por  puntos  que  estén 
bastante  próximos  unos  de  otros;  y  después  de  haber  construido  sus  tra- 
zas sobre  los  dos  planos  de  proyección,  describiremos  una  curba  a  tan-' 
jentea  todas  las  trazas  horizontales,  y  en  seguida,  otra  curba  g  tanjente 
a  todas  las  trazas  verticales.  Estas  dos  curbas  oc  y  g,  serán  evidente- 
mente las  trazas  de  la  superficie  S?  que  es  el  lugar  de  todas  las  evolu- 
tas  de  A  (num.  659);  y  obtendremos  diversas  jeneratrices  G,  G',  G",,.., 
de  esta  superficie  desarrollable,  uniendo  de  dos  en  dos  los  puntos  en  que 
las  curbas  ay  g  son  tocadas  por  el  mismo  plano  normal.  Sentado  esto,  tira- 
remos dede  el  punto  departida  M,  tomando  a  discreción  sobre  la  curba 
A,  una  tanjente  MD  a  la  superficie  S;  en  seguida,  efectuaremos  el  desa- 
rrollo de  S  sobre  un  plano  cualquiera,  como  la  evoluta  que  buscamos  de^ 
be  ser  una  línea  recta  sobreesté  plano  (núm.  659),  sigúese  que  será  la 


(^)  Este  método  es  sacado  de  la  Jeometría  de  las  curbas,  por  M. 
Bergery;  y  presenta  la  ventaja  de  que  la  curba  ausiliar  corta  a  la  recta 
normal  dada^  formando  ángulo  recto,  en  virtud  de  lo  que  se  Jija  mejor 
la  posición  del  jtunto  que  buscamos. 
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prolongación  indefinida  de  MD.  Beñalañdo  entonces  los  pttntúd  en 
que  edta  recta  MD  encuentra  a  cada  una  de  las  jener&itrices  7,  y\  y"**-- 
de  S  desarrollada^  y  refiriendo  en  seguida  estos  puntos  a  las  jetieratrices 
pHmitiyas  6,  G^  G^\y.j  hallaremos  la  evuluta  que  es  tanjente  al  radío 
MD.  Haciendo  variar  esta  recta  que  hemos  podido  trazar  de  muchos 
flfiodos,  hallaremos  también  otras  evolutas  de  la  cUrba  A. 

668.  Si  desde  el  punto  M  bajamos  una  perpendicular  a  la  jenera* 
triz  G  que  se  halla  en  el  plano  normal  relativo  a  M,  el  pie  de  esta  peN 
pendicular  será  el  centro  de  cnf  batura'  de  A  respecto  al  punto  M  (nám. 
654,  nata);  y  el  lugar  de  todos  los  centros  de  curbatura  se  obtendrá  repi<* 
tiendo  esta  construcción  en  los  diversos  puntos  Ví.\  M",..*.  dé  la  línea 
dada  A. 

Estas  varias  operaciones  Serán  de  ordinario  mui  laboriosas,  pero 
llegarán  mtichol»  casos  interesantes  en  que  Serán  bastante  seticillas^  como 
sucede  en  los  dos  ejemplos  que  vamos  a  estudiar,  y  ¿demás,  fteryir&n 
pura  aclarar  la  jeneralidád  de  las  consideraciones  precedentes* 

669,  Dadu  una  voluta  esférica  proyectada  sobre  DMPGQE,  kdliafwio.  101, 
el  lugar  de  $uñ  centros  de  curbatura^  y  una  de  sus  evolutas* 

Hemos  dicho  en  el  num.  493  que  esta  epicicloide  particular^  ésenjekii- 
drada  por  un  punto  ni^  de  un  círculo  móvil  S^\  cuyo  plano  rueda  Éobre 
un  cono  fijo  S'AE»  en  tanto  que  su  centro  coincide  perpetuamente  con 
la  cúspide  &  de  este  cono:  también  hemos  visto  en  el  núm.  495  que  el 
plañó  normal  de  esta  curba,  para  un  punto  cualquiera  (M,  M')^  ei  ^l 
plañó  S*AV  en  el  cual  se  halla  entonces  el  círculo  móvil,  que  es  Mnjén^ 
ie  aleono  fijo  S'AE.  De  aquí  se  sigue  que  este  cono  es  precisamente  la 
superficie  involucro  de  todos  los  planos  normales^  de  que  hemos  habla-* 
do  en  el  núm.  659,  sobre  la  cual  deben  estar  colocadas  todas  las  evo- 
lutas y  todos  los  centros  de  curbatura  de  la  voluta  esférica  DMPGQF; 
y  a»í>  en  virtud  de  la  nota  del  núm.  656^  si  bajamos  desde  el  punto  (M,  M') 
Ja  peípendicular  <MR,  M')  a  la  jeneratiiz  de  contacto  B^A  del  plano 
normal»  el  pie  (R,  M')  de  esta  perpendicular  será  ni  centtó  de  ctetbatu^ 
rh  cotespondiente  a  (M»  M'),  y  la  vcírdadera  magnitud  del  radió  áb  tvLt^ 
batnra  será  RM.  Del  mismo  modo»  cuándo  el  punto  jenerador  6áté  pf<> 
j^etttdo  en  N5V  época  en  que  el  contax^tó  del  círculo  móvil  ha  llngad^  il 
A^4a  p^rpóndicular  N^5  bajada  á  la  jeáeratriE  OA^  será  el  radio  dd 
curbatura,  y  R5  la  proyección  del  centro  de  curbatura;' ¿a  prdyecéidü 
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vertical  será  fácil  de  obtener.  Por  ultimo,  para  el  punto  P  que  corres- 
ponde a  un  cuarto  de  la  revolución  del  círculo  móvil,  el  radio  de  cur- 
batnra  será  PO  igual  a  S"A;  de  modo  que  el  lugar  de  los  centros  de 
curbatura  tendrá  por  proyección  horizontal  a  una  curba  de  doble  nudo 
PRR50R9G,...0....  F  que  nq  hemos  concluido,  con  el  objeto  de  evitar 
confusión,  pero  que  pasaria  dos  veces  por  el  punto  O,  y  cuya  parte 
QR9GO  corresponde  a  un  arco  situado  sobre  la  napa  superior  del  co- 
fao  S'AE. 

670.  Para  suplir  a  la  proyección  vertical,  que  no  hemos  querido  tra- 
zar aquí,  vamos  a  construir  en  el  plano  del  círculo  móvil,  las  posiciones 
que  subcesivamente  ocupan  todos  los  centros  de  curbatura.  Pero  según 
el  método  espuesto  arriba,  respecto  a  un  punto  arbitrario  (M,  M') 
de  la  voluta  esférica,  podemos  ver  que  si  tiramos  los  radios  S"a4,  S"¿i5, 
S"ae....  que  representen  las  jeneratrices  según  las  cuales  el  plano  del 
círculo  móvil  toca  subcesivamente  al  cono,  y  les  tiramos  también  las  per- 
pendiculares mr^y  mr^f  mr^....  que  partan  del  punto  jenerador  aw,  estas 
perpendiculares  serán  las  lonjitüdes  exactas  de  los  diversos  radios  de 
curbatura;y  sus  pies,  que  manifiestamente  forman  una  circunferencia  de 
circulo,  irán  a  coincidir  alternativamente  con  los  verdadedos  centros  de 
curbatura  de  la  voluta  esférica,  cuando  se  haga  rodar  el  círculo  S"A  so- 
bre el  cono  S'AE.  Esto  mismo  sucedería  si  doblásemos  el  plano  de  este 
círculo  para  aplicarlo  sobre  el  cono,  por  medio  de  una  operación  inver- 
sa a  la  que  sirve  para  desarrollar  esta  superficie;  de  modo  que  la  circun- 
ferencia wrr^rgS'Vs....  puede  mirarse  como  la  transformada  del  lugar 
de  los  centros  de  curbatura  cuando  se  desarrolle  el  cono  S'AE  que  es 
al  que  realmente  contiene  a  todos  estos  centros  (*). 


(*)  Este  notable  resultado  está  sacado  de  una  memoria  interesante 
de  M.  Th.  Olivier,  sobre  los  centros  de  curbatura  de  las  epidcloideB,  ¿n- 
serta  en  el  cuaderno  XXII  del  Diario  de  la  Escuela  Politécnica.  Sin 
embargo,  creemos  deber  advertir  que  en  esta  memoria  se  ha  introducido 
un  error  relativo  a  la  forma  de  la  proyección  del  lugar  de  los  centros 
de  curbatura  de  la  voluta  esférica;  porque  esta  proyección  no  podrá  ser, 
como  por  inadvertencia  se  ha  diclio,  la  evoluta  de  la  proyección  horizon- 
tal de  la  voluta  esfericaM 
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671.  En  cuanto  a  la  construcción  de  una  evoluta  de  la  voluta  esfé- 
rica, es  preciso  que  nos  recordemos  (núm.  659)  que  una  curba  de  esta 
naturaleza  debe  convertirse  en  rectilínea  cuando  se  desarrolle  la  super- 
ficie involucro  de  todos  los  planos  normales,  cuya  superficie  es,  en  el 
caso  actual,  el  cono  S'AE,  Luego,  si  sobre  el  círculo  abatido  en  S", 
trazamos  una  recta  arbitraria  que  salga  desde  m,  como  la  ma&y&y  no 
habrá  mas  que  hacer,  que  transportar  sobre  el  cono  S'AE  los  puntos  a, 
S,  y,..,,  en  que  esta  recta  encuentra  a  los  diversos  radios  S'^í/g,  S"a7, 
S"a8,....  que  representan  otras  tantas  jeneratrices  de  este  cono;  pero  es 
mui  fácil  hallar  las  verdaderas  posiciones  de  estas  jeneratrices  sobre  los 
dos  planos  de  proyección,  y  referir  a  ellas,  partiendo  desde  la  cúspide 
S',  las  lonjitudes  S"a,  S"6,  S"y,.,..  lo  cual  nos  dará  a  conocer  las  dos 
proyecciones  de  la  evoluta  de  que  tratamos.  No  hemos  efectuado  éstas 
operaciones  en  el  depurado,  a  causa  de  evitar  la  confusión  que  hubiera 
resultado  para  el  lector;  pero  las  acabaremos  en  el  problema  siguiente^ 
«n  que  los  resultados  presentan  mas  interés. 

672.  Dada  una  hélice  de  base circular{ABCDEF...,  A'B'C'D'E'F.,.), 
hallar  el  lugar  de  sus  centros  de  curbatura^  y  una  de  sus  evolutas. 

Después  de  haber  construido  la  tanjente  (ET,  E'T')  de  esta  hélice, 
tiremos  el  plano  normal  correspondiente  E'N^N,  que  evidentemente  pa- 
sa por  el  radio  (OE,  E')  del  cilindro  que  contiene  a  esta  hélice,  y  forma 
con  el  eje  vertical  O  un  ángulo  complementario  del  que  forma  la  tanjen- 
te. Pero  como  esta  última  línea  tiene  uua  inclinación  constante  (núm« 
450),  sea  cual  fuere  la  posición  del  punto  de  contacto  (E,  E')  sobre  la 
hélice,  sigúese  de  aquí  que  todos  los  planos  normales  de  esta  curba  ten- 
drán también  una  inclinación  constante,  y  que  cada  uño  de  ellos  pasará 
por  el  radia  del  cilindro  que  termina  en  el  punto  considerado  sobre  la 
hélice.  Por  consiguiente,  si  concebimos  que  estos  planos  normales  se 
han  tirado  por  puntos  infinitamente  próximos,  tomados  a  distancias  igua- 
les sobre  la  hélice  propuesta,  estos  planos  se  cortarán  consecutivamen- 
te según  rectas  que  todas  tendrán  posiciones  perfectamente  simétricas 
con  respecto  al  eje  vertical  O;  es  decir,  que  estas  rectas  estarán  iguala 
mente  inclinadas  sobre  este  eje,  y  colocadas  a  la  misma  distancia  de  está 
vertical.  De  lo  cual  concluimos  que  estas  rectas,  que  son  las  intersec- 
ciones de  los  planos  normales  consecutivos,  son  tanj entes  a  otra  nueva 
hélice  trazada  sobre  un  cilindro  recto  de  base  circular  abcde...,  cuyo  ra* 
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dio  es  ann  incógnito,  y  formarán  un  helizoide  dnrróllahle  (núm.  456)  que 
será  el  lugar  de  lo9  pútúSf  o  el  lugar  de  tudas  las  evúlMas  {nütú.  659) 
de  la  hélice  primitiva  (ABCDE....>  A'B'C'D'E\../> 

673.  Para  determinar  edte  heliíoide»  observemos  que  M  trata  hori- 
zontal será  precisamente  la  volata  del  círculo  incógnito  abcde....  (num. 
453),  j  que  esta  cnrba  deberá  ser  tanjente  á  las  tratas  de  todos  los  pla- 
nos normales.  Pero  como  el  {daño  normal  relativo  al  punto  (A,  A')  tie- 
ne maniñestamente  una  tmsa  AOI  que  pasa  por  el  centro  O,  tendremos 
qon  el  radio  Oí  precisamente  contendrá  el  oríjen  de  esta  voluta;  «ién- 
trás  que  la  traza  N'N  perpendicular  a  Oí,  corresponderá  al  primef 
cuarto  de  revolución  de  esta  voluta;  por  consiguiente,  su  distancia  al 
centro,  es  decir  Oí  o  en,  deberá  ser  precisamente  igual  al  cuarto  de  ta 
circunferencia  incógnita  abcde.  Peno  existe  ya  una  relación  semejante 
entre  la  subtanjente  ET  y  el  cuadrante  de  circuló  AE;  dé  modo  que  e( 
radio  OA  de  este  último  debe  tener  con  ET  la  misma  razón  que  tendrá 
el  radio  incógnito  Oa  con  Oí.  En  virtud  de^  esta  observación^  lirai^mós 
la  recta  A'd'  paralela  a  E'T',  y  en  seguida  d V  paralela  a  £'N',  y  esta 
última  paralela  determinará  la  mangnitud  OV  que  debemos  dar  al 
radio  del  círculo  pedido  ahcde;  en  seguida,  construiremos  la  hélice 
(mbcde....,  a'^VWV....)  del  mismo  paso  que  la  hélice  primitiva,  y  esia 
será  la  arista  de  retroceso  del  helizoide  de  que  tratamos.  Ademas,  ^sta 
superficie  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  voluta  anvt  del  cfrculé 
abcde,...y  y  por  jeneratrices  a  las  taojentes  de  la  nueva  hélice,  como  lai 
{$nj  E'N')  y  {ht,  h't*)  que  representan  las  intersecciones  consecutivas  de 
los  planos  normales  infiaitamento  próximos,  tirados  a  la  hélice (ABCD..., 
A^B'C'D'....}. 

674.  Para  hallar  el  radio  de  curbatum  de  esta  última  línea  en  tsl 
punto  (£,  E'),  por  ejemplo,  es  preciso  bajar  desde  este  punto  {Haía  del 
nára.  056)  una  perpendicular  (EO^t,  E*)  sobre  la  jenemtrt2  («n,  £'N*) 
^Qts  está  en  el  plano  normal  correi^ondiente  al  punto  asignado.  Psn» 
como  cata  perpendicular  termina  evidentemente  en  el  punto  (^  E')^ 
y  hallaríamos  resultados  semejantes  respecto  a  cualquiera  ottó  plftAé 
nurmal,  concluiremos  de  aquí  estos  dos  teoremas  mui  notables:  Í«®Mf* 
kHite  dé  hau  circular  (ABCDE....,  A'B'G'D  E'..«.)  tíim¿  p&t  lugát  di 
m  tMinsáecürbéauroy  a  aira  kélict  (abcde^..,  a'b'c'dVM.»)  deteraüAK- 
di CMM  arriba;  2.«eJ  radié  de  cutbatura dé  la pHtMfm  kéíifeé  m  wm- 
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TANTE,  e  igtial  a  la  suma  OE+0^  da  los  radios  de  los  cilindros  en  que  es- 
tán situadas  estas  dos  curhas. 

675.  Recíprocamente,  veremos  con  facilidad,  empleando  para  con- 
seguirlo consideraciones  semejantes,  a  las  anteriores  que  la  segunda  hé- 
lice (ab€de....f  a^b'c'd'e\,.,)  tiene  por  lugar  de  sus  centros  de  curbatura, 
a  laprimera(ABC!D-..  A'B'C'D'....);y  que  el  radio  de  curbatura  de 
aquella,  es  también  constantemente  igual  a  la  suma  Oa-|.0£,  Esto  de- 
pende de  que  el  plano  normal  E'N'N  de  la  primera  hélice,  es  el  plano  os- 
culador  (nüm.  46S)  de  la  segunda;  y  que  también  el  plano  normal  de  es- 
ta, que  sería  E'T'T  perpendicular  a  la  tánjante  (en,  E'N'),  es  el  pkno  os- 
culador  de  la  primeía;  de  modo  que  hai  una  completa  reciprocidad  entre 
estas  dos  hélices  y  los  ángulos  de  continjencia  y  de  torsión  (números  653 
y  654)  de  la  una  son  respectivamente  iguales  a  los  ángulos  de  torsión^  y 
de  continjencia  de  la  otra  (*). 

676.  Si  queremos  espresar  por  medio  del  análisis  la  magnitud  de  los  ra- 
dios de  curbatura  p  y  p\  de  estasdos  hélic^s^  no  habrá  mas  que  hacer  « 

OA=R,  Oa=r,  ángulo  T'=cü,  N'=90— (ü=to',  O'E'^^p, 

y  el  triángulo  rectángulo  A'd'a'  que  hemos  trazado  eu  el  depurado,  nos 
dará  evidentemente  la  relación  r=R  tanj  *w,  y  de  aquí  deducirénK)S  que 

p=:R  +  r=R(l  +  tanj«co)  =  R^l+^\ 

para  la  primera  hélice;  y  para  la  segunda 


(^)  Esta  reciprocidad  entre  los  ángulos  de  continjencia  y  de  torsión^ 
tiene  también  lugar  en  una  curba  cualquiera  AMM'M"B  (fig.  130) 
comparada  con  la  arista  de  retroceso  UV  de  la  superficie  involucro  de 
los  planos  normales  de  la  primera  línea»  Porque^  de  lo  que  hemos,  visto 
en  el  núm.  659.  resulta  que  los  planos  P,  P*,  P",,...  nórmale»  a  AMM', 
sonlos planos  osculadores  de  UV,  en  tanto  que  siendo  los  planos  oscula^ 
dores  de  AMM*  perpendiculares  a  QS,  Q'SV—  son  solamente  para-^ 
lelos  a  los  planos  normales  de  UV;  pero  esto  es  suficiente  par^i  que  los  áit- 
gulos  de  continjencia  y  de  torsión  de  AMM?  sean  respectitamerUe  igualen 
a  los  ángulos  de  torsión  y  de  continjencia  de  la  linea  UV. 
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p'=r+.R  =  r(lttaujV)=r^H-¿,^. 

rw.  128.  677.  Construyanles  ahora  una  evoluta  de  la  hélice  (ABCD...., 
A'B'C'D'....),  tirando  en  primer  lugar  por  un  punto  arbitrario  (E,  E') 
.  de  esta  curba,  una  recta  que. esté  situada  (núm.  658)  en  el  plano  normal 
E'N'N  relativo  a  este  punto;  o  bien,  una  tanjente  a  la  superficie  involu- 
cro de  los  planos  normales  cuya  superficie  es,  en  el  caso  presente,  el 
helizoidedesarroUableque  tiene  por  arista  de  retroceso  a  la  hélice  (a&c^..., 
a'Vc^d\^..y  Con  el  objeto  de  obtener  resultados  mas  simétricos,  elijamos 
para  esta  primera  tanjente,  al  radio  de  curbatura  (E^,  E')  y  acordémo- 
nos que  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  este  helizoide,  la  evoluta 
que  buscamos  será  una  línea  recta  (núm,  659)  que  deberá  ser  la  prolon- 
gación indefinida  de  (E^,  £').  Luego  si  queremos  desarrollar  este  heli- 
zoide sobre  su  plano  tanjente  E'N'N,  será  preciso  (núm.  467)  abatir  las 
.  tanjentes  («^,  N'E')  y  (Na,  N'a')  «egun  we,y  Na",  y  levantar  en  seguida 
en  sus  estremos  dos  perpendiculares  cod  y  a"<tí  que  por  medio  de  su  en- 
cuentro determinarán  el  centro  w  y  el  radio  coe  (*)  del  círculo  e^  según 

el  cual  se  transformará  la  hélice  {(^bcd....,  aíV¿d! );  ademas,  en  este 

desarrollo,  la  recta  indefinida  a;£7r. representará  la  transformada  de  la 
evoluta  hallada. 

En  cuanto  ala  posición  que  sobre, este  desarrollo  tomará  una  jenera- 
triz  cualquiera  (Ar,  /¿V)  del  helizoide,  la  obtendremos  tomando  el  arco 
de  círculo  eM  de  la  misma  lonjitud  que  el  arco  de  hélice  {eh^  E7¿')  cuya 
lonjitud  se  nos  ha  dado  (núm.  468)  por  hipotenusa  del  triángulo  E'vi'M"  y 
cuya  base  E'vi'  es  igual  al  arco  horizontal  ^A;  y  entonces  la  jeneratriz  que 

'         )>uscamo8  seró  la  tanjente  ^.  Pero  como  esta  última  va  a  encontrar  a  la 


(*)  Este  radio  ME,  debe  ser  igual  a  Ee,  supuesto  que  este  es  el  radio 
de  curbatura  (núm.  674)  de  la  hélice  (abcd,  a'b'c'd'....),  y  que  esta  línea 
no  debe  cambiar  de  curbatura  cuando  se  desarrolle  la  9uperficie  cuya 
arista  de  retroceso  es  (núm.  179,  nota).  Y así^  hubiera  valido  mas  abatir 
una  sola  tanjente  según  n^,  y  levantar  la  perpendicular  eta  igual  a  Ee, 
que  hubiera  sido  suficiente  para  trazar  el  círculo  eAl  ^^ta  es  la  marcha 
que  hemos  aconsejado  ya  en  el  núm^  468, 
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transformada  c^e  de  la  e.voluta  en  el  punto  u,  trataremos  de  referir  la 
distancia  N^TT  a  la  jeneratriz  primitiva  (Aü,  h'v');  para  esto,  tomaremos  la 
hipotenusa  E V=vi7r,  y  la  base  EV  de  este  nuevo  triángulo  rectángulo, 
luego  de  transportada  desde  k  a  p,  nos  dará  manifiestamente  la  proyec- 
ción horizontal  p:  y  en  seguida  la  proyección  .vertical  p'  de  un  punto  de 
la  voluta  que  buscamos,  que  será  la  (epx,  E'pV). 

678.  Así  es  que  un  hilo  arrollado  sobre  esta  rama  según  la  direc- 
ción {zpeEf  a:j9'E')  describirá  con  su  estremidad  (E,  E'),  la  parte  supe- 
riot  (EFGH..-,,  E'F'G'H'-.)  de  la  hélice  dada,  por  lo  menos  hasta  cier- 
to límite  que  es  el  que  vamos  a  determinar;  y  el  radio  de  evoluta  que 
termine  en  el  punto  (p,  p'),  será  la^tanjente  (H/?,  H'/;'),  En  cuanto  a 
la  parte  inferior  (EDCB..,.,  E'D'C'B',,.,),  tendrá  por  evoluta  otra  rama 
(^PX,  ET'X'),  que  se  construirá  como  la  primera,  o  mas  bien  que  se 
deducirá  inmediatamente  do  ella,  determinando  puntos  tales  como 
(P,  P')  colocados  simétricamente  con  (p,  p'). 

679.  Habrá  en  el  desarrollo  del  helizoide,  una  tanjente  Ap  paralela  a 
la  transformada  cüctt  de  la  evoluta;  luego,  si  referimos  el  punto  yí  a  la 
hélice,  tomando  el  arco  de  círculo  ehl  igual  a  la  base  E'A'  del  triángulo 
rectángulo  E'A'U'  cuya  hipotenusa  es  el  arco  c^  rectificado,  la  jeneratriz 
(Ir,  ZV)  del  helizoide  corresponderá  a  ^p,  y  no  irá  ya  a  encontrar  a  la 
evoluta,  {epxy  Eyx')sino  al  infinito.  Esta,  sin  embargo,  no  es  la  asíntota 
de.esta  rama;  porque  una  recta  de  esta  naturaleza  debe  no  solo  encon- 
trar a  la  curba  en  un  punto  infinitamente  distante,  sino  que  también 
debe  serle  tanjente.  Pero  como  respecto  al  punto  (p,  p'*)  situado  sobre 
la  jeneratriz  (/ii?,  h'v'),  la  tanjente  es  (Hp,  H'p');  para  el  punto  infinita- 
mente distante  situado  sobre  (Zr,  ZV),  la  ^rdadera  tanjente,  o  la  asín- 
tota, saldrá  del  punto  (L,  L')  colocado  en  dirección  diametralmente 
opuesta  a  (Z,  Z'),  )'  será  la  recta  (L2,  L'z')  paralela  a  {Ir,  ZV*), 

680.  En  lo  espuesto,  vemos  que  la  rama  de  evoluta  (epx,  E'pV), 
aun  cuando  es  infinita,  no  puede  servir  sino  para'  describir  la  porción  de 
hélice  f  EKL,  E'K'L' j;  y  cuando  el  punto  jenerador  (E,  E')  del  hilo 
móvil,  haya  llegado  a  (L,  L'),  es  preciso  que  este  hilo  prolongado  en 
sentido  contrario  (LZ,  L'Z')  y  estando  fijo  en  el  estremo  opuesto,  princi- 
pie a  doblarse  sobre  otra  nueva  rama  (YQb,  Y'CCV)  que  tiene  la  mis- 
ma asíntota-,  y  servirá  para  describir  otro  segundo  arco  de  hélice 
(LAB,  L'A"B"^  igual  al  precedente.  Para  construir  esta  nueva  rama 
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de  evoluta,  cuya  proyección  horizontal  debe  ser  evidentemente  simé- 
trica con  epXi  tomaremos  el  arco  lb=l€y  y  en  seguida  describiremos  la 
circunferencia  pPjQ,  sobre  la  cual  colocaremos  el  punto  Q  a  la  izquier- 
da del  radio  Oi^así  como  el  punto  ;?  está  situado  a  la  derecha  del  radio 
O^;  finalmente  proyectaremos  Q  a  Ct\  levantando  este  último  sobre  la 
horizontal  B"¿''  la  misma  cantidad  que  el  punto  p'  se  halla  debajo 
de  E'X- 

681.  A  la  rama  de  evoluta  (^YQé,  Y'Q'i")  sucederá  otra  tercer  rama 
(bqyy  V^q'y*)  en  la  cual  cada  punto  (q^  q')  se  construirá  como  preceden- 
temente^  y  de  un  modo  que  hace  bastante  sensible  el  depurado  que 
presentamos;  esta  tercer  rama  servirá  para  describir  un  nuevo  arco  de 
hélice  (BES,  B"E"S")  igual  siempre  al  precedente,  y  así  en  seguida. 
La  asíntota  de  esta  última  rama  sería  también  paralela  a  la  jeneratriz 
del  helizoide,  que  partiese  del  punto  diametralmente  opuesto  a  f  S,  S'V; 
pero  será  mas  sencillo  tirar  la  tanjente  9WU  al  círculo,  que  cortará 
a  LZ  en  el  punto  W  situado  sobre  el  radio  0¿;  y  como  este  punto  esta- 
ria  proyectado  eu  W  sobre  la  primera  asíntota,  será  preciso  colocar  el 
punto  W"  a  la  misma  altura  encima  de  B"¿";  y  en  seguida  tirar  la  rec- 
ta W"U'  de  modo  que  forme  con  la  vertical,  el  mismo  ángulo  que  W'Z'. 

682.  En  cuanto  a  la  asíntota  (V^,  V"^')  de  la  rama  (^PX,  E'P'X'), 
su  proyección  horizontal  tiene  una  posición  simétrica  con  Vz;  y  como  su 
proyección  vertical  es  evidentemente  paralela  a  V'z',  bastará  tirarla  por  el 
punto  V"  colocado  encima  de  E',lo  mismo  que  el  punto  V'  lo  está  debajo. 

683.  Para  comprehender  mejor  la  relación  de  estas  diversas  ramas 
de  la  evoluta  total  de  una  hélice,  y  entender  bien  la  descripción  de  esta 
curba  por  medio  de  un  movimiento  continuo,  sin  que  nos  veamos  preci- 
sados a  transportar  el  punto  de  amarra  del  hilo  móvil,  de  una  rama  a 
otra,  no  habrá  mas  que  representarnos  una  recta  indefinida  e  in-- 
flexible,  colocada  desde  luego  en  la  posición  horizontal  (Ee,  E'^, 
que  ruede  sin  resbalar,  sobre  la  rama  (epx,  E'p^x^)  permaneciéndole  tan- 
jente* Ea  este  movimiento,  el  punto  jenerador  (E,  E')  principiará  por 
describir  el  arco  de  hélice  (EKL,  E'K'L');  y  cuando  haya  llegado  a 
(L,U),  la  recta  móvil  se  habrá  convertido  en  la  asíntota (hz,  12 ¿)\  pe- 
ro como  en  el  mismo  instante  esta  recta  tocará  al  infinito  a  la  segunda 
rama  (6Y,  2^" Y'),  si  principia  a  rodar  en  sentido  contrario  sobro  esta  úl- 
tíma  rama»  para  aproximarse  a  la.  posición  horizontal(B6W,  B"¿''),  en 
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este  segundo  período  de  su  movimiento  no  interrumpido,  el  punto  jene- 
rador  describirá  al  arco  de  hélice  ("LAB,  L'A"B")*  Si  en  seguida  desde 
la  posición  horizontal  {Bb,  B"5")  vuelve  la  recta  móvil  a  rodar  sobre  la 
tercer  rama  (bqj/j  V'q'y'),  el  punto  jenerador  describirá  otro  nuevo  arco 
de  hélice  ("BES,  B"E"S")j  hasta  que  la  recta  haya  tomado  la  posición 
de  la  asíntota  fSWU,  S"W"UV;  desde  donde  pasará,  sin  interrup- 
ción, a  otra  cuarta  rama,  que  tiene  la  misma  asíntota,  y  así  en  seguida* 
Si  tuviésemos  alguna  dificultad  en  seguir  estos  diversos  movimientos  en 
el  espacio,  podríamos  estudiarlos  primeramente  sobre  nna sinusoide  (núm* 
451,  nota)  que  es  una  curba  plana  cuya  evoluta  situada  en  su  planp,  pre- 
senta también  ramas  infinitas  que  de  dos  en  dos  tienen  una  asíntota  común  • 


CAPITULO  IL 

De  la  curhatura  de  las  superficies. 

6d4.  Decimos  que  dos  superficies  son  osculadoras  una  de  otra,  cuan^^ 
do  cualquier  plano  tirado  por  la  normal  común,  las  corta  según  dos  tur- 
bas que  son  osculadoras  entre  sí  fniim.  650),  o  que  tienen  el  mismo  ra^ 
dio  de  curhatura.  Pero  debemos  conocer  qi^  entre  todas  las  esferas  que 
pueden  tocar  a  una  superficie  S  en  un  punto  dado,  ninguna  podrá  serle 
osculadora;  supuesto  que  la  curbatura  de  una  esfera  es  uniforme  en  todo 
el  contorno  de  su  normal,  en  tanto  que  no  sucede  así  Con  una  superficie 
cualquiera.  Para  apreciar  en  este  caso  la  curbatura  de  esta  áltima  ea 
un  punto  cualquiera  dado,  indagaremos  los  radios  de  curbatura  de  las 
diversas  secciones  normales^  y  por  medio  de  su  comparación,  adquiriré* 
mos  nociones  exactas  sobre  la  forma  mas  o  menos  aplanada  de  la  su-« 
perfícieal  rededor  del  punto  que  consideramos,  así  como  también  su  po- 
aicion  respecto  a  su  plano  tanjeúte.  Pero  entre  los  radioéi  de  cüfbatura 
de  estas  secciones  normales,  existe  una  lei  mui  notable  que  vamos  desde 
luego  a  estudiar  en  las  superficies  de  segundo  grado. 
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FiG.  131.  685.  En  un  elipsoide  cuyos  tres  semi-ejes  son  OA==a,  OB=íy 
OC=;¿:,  consideremos  especialmente  una  cúspide  C,  en  que  la  normal 
es  el  eje  COZ  perpendicular  a  las  tanjentes  CX  y  CY  de  las  dos  elip- 
ses principales  CA  y  CB.  Si  por  este  punto  tiramos  otro  tercer  plano 
normal  VCZ,  cuya  traza  sobre  el  plano  tanjente  XCY  es  CV,  este 
cortará  a  la  superficie  según  una  elipse  CD  que  tendrá  evidentemente 
por  semi-ejes  a  OC=c  y  a  OD=d.  Pero  sabemos  (níim.  200)  que  los 
radios  de  curbatura  en  el  vértice  C  de  las  tres  elipses  C  A,  CB  y  CD, 
tienen  por  magnitudes  respectivas  a 

CG=-=;=R,  CH=-  =  R',  y  CI  =  -=p; 

c  c  c        ^ 

y  como  el  semi-diámetro  d  de  la  elipse  ADB,  tendrá  siempre  una  lonji- 
tud  comprehendida  entre  ay  b^  vemos  que  suponiendo  que  a<.by  halla- 
remos que  el  radio  p  es  siempre  mayor  que  R  y  menor  que  R';  es  decir, 
que  de  todas  las  secciones  normales  dadas  por  la  cúspide  C,  la  curba  CA 
es  la  sección  de  curbatura  máxima^  supuesto  que  su  radio  R  es  el  menor 
(núm,  653),  y  la  curba  CB  es  la  sección  de  curbatura  mínima^  porque 
su  radio  R'  es  mayor  que  todos  los  demás. 

Si  ademas  de  esto,  representamos  por  cp  el  ángulo  que  forma  el  plano 
normal  VCZ  con  el  plano  principal  XCZ,  9  será  también  el  ángulo 
comprehendido  entre  el  eje  OA  y  el  diámetro  OD  de  la  elipse  ADB;  y 
sabemos  qne  la  lonlitudde  este  diámetro,  la  conoceremos  por  medio  de 
Ja  equacion 

-  =  -5Cos^cp4.^sen«(p.  . 

multiplicando  todos  los  términos  por  c,  y  prestando  atención  a  los  valores 
precedentes  de  los  radios  p^  R  y  R'»  nos  resultará 

p  =  E  ^^®'*  +  R^  ^^"'"f ^  ••'•••  (^) 

cuya  relación  nos  permite  calcular  inmediatamente  el  radio  de  curbatu- 
ra p  de  cualquier  sección  normal  que  pase  por  la  cúspide  C,  cuando 
se  conozca  el  ángulo  <p  de  esta  sección  con  una  de  las  dos  secciones 
principales^  y  los  radios  de  cnrbatura  R  y  R'  de  estas  últimas  curbas. 
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686.     Consideremos  ahora  a  un  hiperboloide  de  una  napa,  en  el  quería.  132. 
CAFE  sea  la  elipse  de  la  garganta  que  tiene  por  ejes  a  los  dos  ejes  reac- 
ios de  la  superficie,  a  saber:  OA==a,  y  Oc=ci  en  tanto  que  el  eje  imaji- 
nario  es  una  horizontal  0¿=¿  perpendicular  al  plano  de  la  elipse  que 
miraremos  como  el  plano  vertical  de  la  figura.  El  radio  de  curbatura  de 


a^ 


esta  elipse,  respecto  al  vértice  C,  será  una  línea  CG=  —  =R;  y  el  de 

la  hipérbola  BCL  contenida  en  el  plano  de  los  dos  ejes  OC  y  Ob,  será 

CH=  — =  R',  pero  estará  colocado  encima  del  plano  tanjente  XCY, 
c 

en  lugar  de  estar  debajo  como  CG.  Tiremos  ahora  por  el  punto  C  un 

plano  normal  cualquiera  VCZ  que  forme  con  el  plano  principal  XCZ  un 

ángulo  designado  por  q;;  si  este  ángulo  es  bastante  pequeño,  la  sección 

será  una  elipse  CDF  que  tendrá  por  ejes  a  OC=c  y  a  OD=rf,  y  este 

último  será  evidentemente  un  diámetro  de  la  hipérbola  ADK  contenido 

en  el  plano  de  los  dos  ejes  horizontales  OA  y  Ob.  Y  como  sabemos  que 

este  diámetro  está  ligado  con  los  ejes  de  la  hipérbola,  por  medio  de  la 

relación 

_  =  _cos«?— pSenY 

Si  ahora  multiplicamos  todos  los  términos  por  c,  y  observamos  que  el 

¿P 
radio  de  curbatura  en  el  vértice  C  de  la  elipse  CDF  es  p  =  — ,  conclui- 
remos de  aquí  que 

-  =  ^cos*9— g,  sen'cp, (2) 

cuya  relación  está  precisamente  comprehendida  en  la  fórmula  (1)  con 
tal  que  en  ella  se  mire  como  negativo^  aquel  de  los  dos  radios  principa- 
les^ o  R',  que  esté  colocado  encima  del  plano  tanjente  (*). 


(*)  Jeneralmente^  se  adopta  la  hipótesis  contraria,  porqtie  d  análi- 
sis nos  da  un  valor  positivo  para  el  radio  de  curbatura  de  una  curba 
situada  encima  de  su  tanjente,  a  lo  menos  cuando  se  cuentan  las  orde- 
nadas positivas  de  abajo  a  arriba.  Pero  como  en  el  caso  actual  hemos  dü- 
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68^7.  Sentada  esto,  tendremos  que  mientras  el  átigulo  f  se  diferencie 
poco  de  cero,  e9c4aro  que  el  primer  término  del  segundo  miembro  de  la 
fórmula  (2),  preralecerá  sobre  el  término  negativo,  y  así  el  radio  de  ciirba- 
tura  p  de  la  sección  normal  CDF  será  positivo,  esto  nos  anuncia  que  esta 
CErrba  es  convexa,  es  decir,  situada  debajo  del  plano  tanjente  XCY. 

Ademas,  como  —  es  evidentemente  menor  que    ^    ,  y  con  mayor  ra- 
p  K 

zon  aun  menor  que  ^,  resulta  de  aquí  que  el  radio  variable  p  será  ma- 
yor que  R,  y  que  aumentará  continuamente  con  9,  hasta  que  este  án- 
gulo haya  adquirido  el  valor  ta  determinado  por  la  equacion 


COS^Ctí 


R 


:^,  y  de  aquí  tanj  co :=  t  \^R^ 
^  R 


Luego,  si  se  trazan  sobre  el  plano  XCY,  o  sobre  el  plano  horizontal  (*) 
paralelo  a  este,  dos  rectas  O'P  y  O'Q,  que  formen  con  O'X'  ángulos 
iguales  a  cu;  en  este  caso,  cuando  el  plano  secante  normal  llegue  a  la  posi- 
ción OT,  cortará  al  hiperboloide  según  una  línea  cuya  curbatHra  será 
nula,  porque  p  será  infinito;  y  con  efecto,  debemos  ver  que  esta  sección 
será  una  de  las  dosjeneratrices  rectilíneas  que  pasan  por  la  cúspide  C,eu 
virtud  de  que  según  los  valores  de  R  y  R',  la  espresion  de  (d  se  convier- 

b 
te  en  tanj  od=— . 

FIO.  132.  688.  Cuando  el  ángulo  cp  haya  llegado  a  ser  mayor  que  w,  y  el  pla- 
no normal  haya  tomado  la  posición  O' W,  en  este  caso  la  fórmula  (2)  nos 
dice  que  el  radio  p  tendrá  un  val^r  negativo;  de  modo  que  la  sección  co- 


rijida  el  eje  de  Imz  positivas  de  arriba  a  bajo,  el  convenio  hecho  en  el 
testo  está  en  consonancia  con  el^^lisiS]  hemos  preferido  esta  disposición^ 
porque  es  mas  cómodo  figurar  las  secciones  normales ,  cuando  se  colocan 
debajo  del  plano  tanjente. 

(*}  Empleamos  a  fui,  ademas  de  lá figura  en  perspectiva  sobre  el  cua- 
út^  vertéeul  XCZ,  tiiMi  proyección  horizontal  ejectUada  sobre  un  plano 
p¿rpendiculmr  u  U  normal  CZ,  con  el  objeto  de  hacer  apreciar  mejor  los 
¿imites  ^fU6  separan  las  secciones  convexas  de  las  Mfuca^s^ 
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rrcspondieute  será  cóncava,  es  decir,  situada  encima  del  plano  tanjente, 
y  será  una  hipérbola  cuyo  radio  de  curbatura  p  irá  disminuyendo  numé- 
ricamente, hasta  que  tengamos 

c¡;=90S  ydeaquí  p=  — R'  =  CH; 

este  ultimo  resultado  se  refiere  al  plano  normal  O'Y',  que  corta  a  la  su- 
perficie según  la  hipérbola   principal  BCL. 

689.  Si  continuamos  esta  discusión  desde  !^=90^,  hasta  cp=360^ 
hallaremos  resultados  subcesivamente  análogos,  porque  la  fi3rmula  (2) 
nu  contiene  sino  los  cuadrados  de  sen  9  y  eos  (p.  De  donde  debe- 
mos concluir,  1.^  que  los  dos  planos  normales  VO*p  y  QO'5,  dividen  a- 
la  superficie  en  cuatro  rejiones  distintas  al  rededor  del  punto  (O',  C);  en 
los  dos  ángulos  PO'Q  y  pO'q  opuestos  al  vértice,  todas  la»  secciones 
normales  son  convexas,  o  situadas  debajo  del  plano  tanjente  XCY;  y  en 
los  otros  dos  ángulos  PO'g^y  qOlp  todas  las  secciones  normales  son  c6n^ 
cavas,  o  situadas  encima  de  este  plano  tanjente;  ademas,  el  paso  de  las 
unas  a  las  otras,  se  efectúa  por  dos  secciones  rectilíneas  YO'p  y  QO^q, 
que  son  las  jeneratrices  del  hiperboloide  situadas  en  el  plano  tanjente 
XCY.  2.®  El  radio  de  curbatura  R  de  la  otra  sección  principal  CAF  es 
el  mínimo  de  todos  los  radios  positivos,  que  varian  desde  p=R  hasta 
p=  00  :  en  tanto  que  el  radio  de  curbatura  R'  de  la  otra  sección  princi- 
pal BCL,  es  el  mínimo  de  los  radios  negativos;  o  teniendo  en  considera- 
ción el  signo  de  estos  últimos,  podremos  decir  que — R'  es  un  máximo, 
pero  solo  con  respecto  a  los  radios  negativos  que  varian  desde  p= — R' 
hasta  p= —  co  , 

690,  Las  proposiciones  que  acabamos  de  demostrar  respecto  a  la  fiq.  133 
cúspide  real  de  un  elipsoide  o  de  un  hiperboloide  de  una  napa,  son  así  ^  ^^**' 
mismo  ciertas  para  cualquiera  superficie  S,  y  para  un  punto  cualquiera 

M  de  esta  superficie  cuya  normal  es  MZ.  Es  decir,  que  entre  todas  las 
secciones  nornuiles  que  pasan  por  este  punto,  hai  siempre  dos  MA  y  MB, 
que  se  llaman  secciones  principales,  de  las  cuales  la  primera  tiene  un 
radio  de  curbatura  MG=:R  que  es  mínimo,  y  la  segunda  un  radio  de 
curhatnra  MH=R'  que  es  máximo  :  estas  dos  seccionos  principales  están 
situadas  en  los  planos  XMZ  e  YMZ,  perpendiculares  entre  sí;  y  una 
vez  conocida  la  posición  de  estos  planos  y  los  radios  principales  R  y 
R',  conoceremos  también  el  radio  de  curbatura  p  de  cualquiera  otra 
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sección  normal  MD  que  pase  ¡yor  el  mismo  puntOy  por  medio  de  la 
fórmula 

-  =  g-  €08^9+  ^  sen^9, (3) 

en  la  cual  cp  espresa  el  ángulo  del  plano  de  MD  con  el  plano  MA,  y  es 
preciso  mirar  en  ella  como  negativo  aquel  de  los  dos  radios  principa- 
les R  o  R',  que  esté  dirijido  por  encima  del  plano  tanjente  XMY,  si  la 
superficie  fuese  no  convexa,  es  decir,  atravesada  por  su  plano  tanjen- 
te en  M . 

Este  importante  teorema,  debido  a  Eulero,  no  es  posible  demostrarle 
de  un  modo  completo  y  riguroso,  por  medio  de  consideraciones  pura- 
mente sintéticas;  y  por  esta  razón  hemos  preferido  admitirle  como 
un  resultado  del  cálculo  diferencial  (*);  pero  también  es  lo  único  que  to- 
maremos del  análisis,  y  ahora  vamos  a  desarrollar,  por  el  solo  medio 
de  la  Jeometría,  las  interesantes  consecuencias  de  que  es  susceptible 
e&te  teorema. 
piG.  133.  691.  Cuando  los  dos  radios  principales  MG=R  y  MH=R',  son  po- 
sitivos, como  en  la^.  133,  la  fórmula  (3)  nos  dice  que  p  es  constante- 
mente positivo,  sea  cual  fuere  el  ángulo  c^;  luego  entonces  todas  las 
secciones  normales  se  hallan  debajo  del  plano  tanjente  XMY,  a  lo  me- 
nos en  los  alrrededores  del  punto  M,  y  la  superficie  es  conveza  en  este 
punto.  Ademas^ suponiendo  a  R  <R\  nos  es  fácil  ver  que  R  es  entonces 
el  mínimo  absoluto  de  todos  los  radios  de  curbatura  de  las  secciones 
normales  que  pasan  por  M,  y  R'  el  máximo  absoluto  de  todos  estos 
mismos  radios;  con  efecto,  la  fórmula  (3)  escrita  alternativamente  bajo 
una  u  otra  de  las  formas  siguientes: 

1       1  ,  /I         1  \     1         1    .        ,   /I         1  \ 

nos  dice,  que  sea  cual  fuese  el  ángulo  cp,  tendremos  siempre 

-<;:^    y    ->— ^;yde  aquí  sacaremos  que  p  >  R  y  p  <  R'. 
p      K  p       K 


(*)     Véase  el  Análisis  aplicado  a  la  Jeometría  de  las  tres  dimensiones, 
capn  XVL 
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Iguales  consecuencias  resultarían,  si  los  dos  radios  principales  fuesen  a 
un  mismo  tiempo  negativos;  solo  que  entonces  estaría  colocada  la  su- 
perficie encima  del  plano  tanjente,  en  todo  el  alrededor  del  punto  M. 

692.  Cuando  respecto  a  un  punto  particular  M  de  una  superficie 
cualquiera,  sucede  que  los  dos  radios  principales  R  y  R'  son  iguales  y 
del  mismo  signo,  la  fórmula  (SJ  evidentemente  se  simplifica,  y  el  ángulo 
cp  desaparece;  de  suerte  que  hallaremos  p=R  para  cualquiera  sección 
normal  que  pase  por  este  punto,  al  rededor  del  cual  presenta  la  superfi- 
cie una  curbatura  uniforme  en  todos  sentidos,  como  la  de  una  esfera. 
Estos  puntos  particulares  se  llaman  ombligos,  y  haremos  observar  mu- 
chos de  este  jénero  en  el  helipsoide  f  nüm.  739j;  pero  es  ya  evidente 
que  cuando  la  meridiana  de  una  superficie  de  revolución  corta  al  eje 
formando  ángulo  recto,  este  punto  es  siempre  un  ombligo. 

693.  Cuando  los  dos  radios  principales  son  de  signos  contrarios,  co-fiq.  i34. 
mo  sucede  en  la^.  134,  en  la  que  MG=R  que  se  refiere  a  la  sección 

f M A,  M'A'J  es  posivo,  y  MH=R'  relativo  a  la  sección  f MB,  M'B'^  es 
negativo;  en  este  caso,  la  fórmula  (3)  escrita  con  el  signo  evidente  de 
R',  se  convierte  en 

-  =  j^  cos^cp—  ^  sen«9 (4) 

Que  desde  luego  nos  dice  que  p  será  positivo  o  negativo,  según  sea  el  va* 
lor  del  ángulo  tp;  es  decir,  que  habrá  secciones  normales  situadas  unas 
debajo  y  otras  encima  del  plano  tanjente  XMY;  y  así  la  sección  será  no 
convexa  o  de  curbas  opuestas.  Para  determinar  los  límites  de  estas  di- 
vers€is  secciones,  indaguemos  el  valor  particular  (d  del  ángulo  cp  que  cum- 
pla con  la  equacion 

z^  cos^oü —  ^  sen^ctí=0,  de  la  cual  sacaremos  que  tanj  («)=  ±:  V  — ; 

en  seguida  tracemos  sobre  el  plano  tanjente  XMY,  o  sobre  el  plano  ho- 
rizontal (*)  que  le  es  paralelo,  dos  rectas  MT  y  M'Q,  que  cada  una  for- 


(*)  Para  mayor  claridad^  empleamos  también  aqui  una  perspectiva 
sobre  un  plano  vertical,  y  una  proyección  sobre  otro  plano  horizontal;  si 
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me  con  M'X'  un  ángulo  igual  oü.  En  cuyo  caso  hallaremos  para  todos  los 
valores  comprehendidos  entre  cp= — cd  y  cp  =+(«),  y  también  para  todos 
los  que  se  hallen  entre  íp=180° — wy  cp=  180®+oü  que  la  fórmula  (4)  nos 
dará  manifíestamente  valores  de  p  que  serán  positivos;  es  decir,  que  to- 
das las  secciones  normales  comprehendidas  en  los  ángulos  diedros 
PM'Q  y  j^M'gr,  estarán  situadas  debajo  del  plano  tanjente  horizontal 
XMY.  Por  el  contrario,  cuando  el  valor  de  ^  caiga  entre  cd  y  180^ — ts), 
o  bien  entre  180^+coy  360® — cü,  la  fórmula  (4)  nos  dará  para  p  un  valor 
negativo:  lo  cual  prueba  que  todas  las  secciones  normales  comprehendi- 
das en  los  dos  ángulos  diedros  PM'g'  y  QM'p,  estarán  situadas  en- 
cima del  plano  tanjente  XMY,  por  lo  menos  en  los  alrededores  del 
punto  M. 

694.  Finalmente,  cuando  a  cp  se  le  dé  uno  de  los  valores  <p==lioa,  o 
^=180®ii.(tí,  como  según  la  fórmula  (4)  p  es  infinito^  sígnese  de  aquí 
que  los  dos  planos  normales  límites  PM'p,  y  QM'g^,  cortarán  a  la  super- 
ficie según  curbas  que  sin  ser  rectilíneas,  como  sucedia  en  el  hiperboloide 
(num.  687)  serán  a  lo  menos  muí  aplanadas  en  las  cercanías  del  punto 
M,  y  presentarán  en  él  una  curhatura  nula;  es  decir,  que  cada  una  ten- 
drá en  este  sitio  dos  elementos  comunes  con  su  tanjente  que  será  preci- 
samente la  traza  MT  o  M'Q  del  plano  normal  límite  sobre  el  plano 
tanjente  XMY.  Y  así  podemos  decir  que  los  dos  planos  normales  PM'p 
y  QM'q  dividen  a  la  superfícia  en  cuatro  rejiones  distintas  que  alternati- 
vamente son  convexas  y  cóncavas. 

695.  Supuesto  que  en  las  superficies  no  convexas,  los  radios  de  curba- 
tura  positivos  varian,  según  la  fórmula(4,)  desde  p=  -|-  R  hasta  =p  -|- 

•00  ,  y  los  radios  negativos  desde  p= — R'  hasta  p= — co  ,  sigúese  de  aquí 
que  R  será  en  este  caso  un  mínima  con  relación  a  los  radios  de  primera 
clase,   y  —  R'    un  máximo  analítico   para  los  de  segunda,   teniendo 


ademas^  queremosfijar  nuestras  ideas  por  medio  de  un  ejemplo,  podremos 
mirar  a  la  superficie  que  nos  ocupa  como  que  es  la  garganta  de  tmá  polea^ 
cuyo  eje  es  horizontal  y  está  proyectado  según  (B'L',  G).  El  punto  que 
consideramos  (M,  M')  se  halla  entonces  sobre  el  círculo  de  la  garganta 
(EMA,  E'M'A')  y  la  sección  (BML,  B'M'L')  es  un  semi-círculo  que 
sirve  de  meridiano  al  toro  de  esta  polea. 
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signos;  pero  si  solo  quisiéramos  hablar  de  sus  magnitudes  absolutas,  R' 
sería  también  un  mínimo. 

En  cuanto  a  la  construcción  gráfica  de  las  secciones  principales  y  de 
sus  radios  de  curbatura,  esperamos  para  citar  ejemplos  sobre  este  asunto, 
a  que  hayamos  hablado  de  las  líneas  de  curbatura;  porque  estas  darán 
a  la  Jeometría  resultados  mui  útiles  ^. 

696.  En  cada  punto  M  de  una  superficie  cualquiera  &j  puede  cóns-Fia.  135. 
truirse  una  superficie  de  segundo  grado  2  que  sea  osculadora  de  S 
(tiúm-  684)  al  rededor  de  dicho  punto.  Supongamos  en  primer  lugar  que 
la  superficie  dada  S  sea  convexa  en  M,  y  que  MA  y  MB  representen 
sus  dos  secciones  principales,  o  las  secciones  normales  de  curhutura 
máxima  o  mínima,  que  tengan  por  radios  a  M G=Il  y  MH=R'.  Tome- 
mos sobre  la  normal  MZ  una  distancia  arbitraria  MO=c,  que  adopta- 
remos por  uno  de  los  ejes  de  una  elipse  MA'  que,  trazada  en  el  plano  de 
la  sección  MA,  deberá  serle  osculadora;  para  cumplir  con  esta  condición, 
basta  elejir  el  segando  eje  OA'=a,  de  modo  que  el  radio  de  curbatura 
de  la  elipse  en  el  vértice  M,  sea  igual  a  R,  lo  cual  nos  da  la  relación 


(*J  Para  completar  las  nociones  precedentes,  añadiremos  que  si  por 
la  tanjente  MV  (fig.  133)  damos  una  sección  oblicua  cuyo  plano  forme 
un  ángulo  9  con  la  sección  normal  MD  que  pasa  por  la  misma  tanjente 
MV,  el  radio  de  curbatura  p  ^  de  la  sección  oblicua  tendrá  con  el  radio  p 
deMD  la  relación  siguiente: 

pi=  p  eos  o, 

que  espresa  que  pi  es  la  proyección  de  p  sobre  el  plano  de  la  sección  obli- 
cua; o  bien  que  la  esfera  descrita  con  el  radio  p  quedará  cortada,  por  el 
plano  de  la  sección  oblicua,  según  un  cículo  menor  que  precisamente  se^ 
rá  el  círculo  osculador  de  esta  seecion.  Este  teorema  es  debido  a  Meunier, 
y  para  su  demostración  ptiede  verse  nuestra  Análisis  aplicada,  cap.  XVH; 
solo  haremos  observar  aquí,  que  según  la  Jórmula  precedente,  las  seccio- 
nes oblicuas  ejecutadas  en  una  superficie  cualquiera,  serán  siempre 
convexas  o  cóncavas  auna  con  la  sección  normal  qu&  pase  por  la  misma 
tanjente. 

50 
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—  =R,   y  de  aquí  a  =  f^Rc; 


c 


y  así  el  semi-ejeOA'=ase  determinará  hallando  una  media  proporcio- 
nal a  R  y  c.  Así  mismo,  construyamos  en  el  plano  de  la  sección  MB  una 
elipse  MB'  que  le  sea  osculadora,  y  que  tenga  por  semi-ejes  a  OM=c 
y  OB'=¿;  este  último  se  determinará  también  por  medio  de  la  re- 
lación 

-=R*  y  de  aquí  b=FW7. 
c 

Sentado  esto^  las  dos  elipses  MA'  y  MB'  determinarán  completamente 
a  un  elipsoide  2  que  tendrá  por  semi-ejes  a  OM,  OA'  y  OB',  en 
atención  a  que  el  plano  de  la  curba  MB  es  perpendicular  sobre  el  de 
MA;  decimos  que  este  elipsoide  Berkosculador  de  la  superficie  8,  lo  que 
se  reduce  a  probar  (uum.  684)  que  todo  plano  normal  MOD  corta  a  S 
y  S  según  dos  curbas  MD  y  MD'  que  tienenel  mismo  radio  de  curbatu- 
ra.  Pero  llamando  p  y  p'  a  los  radios  de  estas  dos  secciones,  hallaremos 
sus  valores  (números  690  y  685)  por  medio  de  las  fórmulas 

-  =  ^cos«?+grsen^,  y  _  = -cos^?4- y,sen«íp, 

las  cuales  nos  prueban  que  p=  p\  en  virtud  de  los  valores  precedentes 
de  a  y  de  b, 

697.  Debemes  observar  que  no  es  uno  solo  el  elipsoide  2  osculador* 
de  S  respecto  al  punto  M,  porque  hemos  tomado  arbitrariamente  la  lon- 
jitud  del  eje  c;  y  así  haciendo  a  c=^a=K  o  a  c=:^b=R\  haríamos  que 
fuese  de  revolución,  pero  no  al  rededor  de  la  normal  MZ.  Ademas,  hu- 
•  biéramos  podido  emplear  por  curbas  osculadoras  de  las  secciones  prin- 
cipales MA  y  MB  a  dos  hipérbolas  o  dos  parábolas,  y  la  superficie  osen- 
ladera  de  S  se  habria  convertido  en  un  hiperboloide  de  dos  napas^  o  en 
un  paraboloide  elíptico,  que  ambas  son  superficies  convexas, 
na.  136  698.  Sea  ahora  una  superficie  S  no  convexa,  cuyas  secciones  prin- 
cipales MA  y  MB  tengan  radios  de  curbatura  en  sentido  opuesto, 
MG=R,  MH=R\  Construyamos,  como  arriba,  una  elipse  MA',  que  sea 
osculadora  de  M  A  en  el  punto  M,  y  cuyos  semi-ejes  sean  MO=c,  lonji- 
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tad  arbitraria  tomada  sobre  la  normal,  y  OA'=a  línea  determinada' por 
la  relación  a  =  FRc;  pero  para  curba  osculadora  de  la  sección  MB,  no 
podemos  ya  adoptar  a  una  elipse,  porque  no  existe  superficie  de  segundo 
grado  que  admita  dos  secciones  de  este  jénero,  situadas  una  encima  y 
la  otra  debajo  del  plano  tanjente.  Por  consiguiente,  construiremos  una 
hipérbola  B'MU,  que  tenga  por  semi-eje  real  a  la  línea  MO=c,  y  por 
semi-eje  imajinario  a  una  recta  OB^'=¿  perpendicular  al  plano  de  la  elip- 
se, y  de  tal  naturaleza  que  el  radio  de  curbatura  de  esta  hipérbola  (núm. 
200)  verifique  la  relación. 

_=R',  y  de  aquí  b      FR'c 

En  este  caso,  la  elipse  MA'  y  la  hipérbola  MB'  determinarán  comple- 
tamente  un  hiperboloide  de  una  napa  S,  que  será  osculador  de  S  en  el 
punto  M  (núm.  684);  porque  todo  plano  normal  que  forme  un  ángulo  9 
con  MA,  cortará  a  S  y  S  según  dos  curbas,  cuyos  radios  de  curbatura 
p  y  p'  los  conoceremos  (números  693  y  686)  por  medio  de  las  fórmulas 

-.=  ^  cos^cp—  g^  sen^ip,    y .  _  =  -  cos^cp— ^  sen'9 . 

que  prueban  que  p=p',  en  virtud  de  los  valores  precedentes  de  a  y  «i. 
Hubiéramos  tenido  también  un  hiperboloide  osculador  de  S,  pero  vuelto 
en  sentido  contrario,  si  hubiésemos  colocado  la  elipse  en  el  lugar  de  la ' 
hipérdola,  y  recíprocamente;  no  debemos  tampoco  olvidarnos  de  que  el 
eje  c  que  está  dirijido  según  la  normal  MG  o  MH,  puede  recibir  una 
tonjitud  arbitraria.  Por  ultimo,  si  hubiésemos  adoptado  por  curbcis  oscu* 
ladoras  de  las  secciones  MA  y  MB  a  dos  parábolas,  hubiéramos  obteni- 
do por  superficie  osculadora  de  S,  a  un  paraboloide  hiperbólico. 

699.  Lineas  de  curbatura  de  utia  superficie  ctuilquiera.  Monge  hapio.  135. 
llamado  así  a  la  serie  de  puntos  en  que  las  normales  de  la  super* 
ficie  S  van  a  encontrarse  consecutivamente,  y  vamos  a  demostrar 
que  partiendo  de  cada  punto  M  dado  sobre  S,  no  existen  en  jeneral  sino 
dos  líneas  de  curbatura  MaU  y  Mg  V,  las  cuales  se  cortan  formando  án- 
gulo recto,  y  son  tanjentes  a  las  secciones  principales  MA  y  MB  (núm. 
690)  de  las  que  sin  embargo  se  diferencian,  porque  comunmente  no  son 
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planas  como  estas  últimas*  Principiemos  por  estudiar  estas  líneas  de 
curbatura  en  la  cúspide  de  una  superficie  de  segundo  grado. 

no.  131.  700.  Sean  CA  y  CB  las  dos  secciones  principales  que  se  cortan  en 
la  cúspide  C  de  un  elipsoide,  en  cuya  cúspide  es  CO  la  normal  de  la  su- 
perficie; tirando  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente  XCY,  a  una  distan- 
cia infinitamente  pequeña,  nos  dará  una  sección  elíptica  aSe  cuyos  vér- 
tices a  y  g  están  colocados  sobre  CA  y  CB;  y  si  tomamos  sobre  esta 
curba  un  punto  cualquiera  N  diferente  de  a  y  6?  decimos  que  la  normal 
NK  del  elipsoide  no  encontrará  a  la  normal  CO  relativa  a  la  cúspide. 
Con  efecto,  esta  última  está  proyectada  en  el  centro  (d  de  la  elipse  me- 
nor, mientras  que  NK,qtte  debe  ser  perpendicular  ala  tanjente  NT,  se 
proyectará  sobre  el  plano  de  esta  misma  elipse  según  una  recta  NK' 
perpendicular  también  a  NT:  pero  sabemos  que  una  normal  NK'  de  la 
elipse  age  no  va  a  pasar  por  el  centro  co;  luego  la  normal  NK  de  la  su- 
perficie no  encontrará  nunca  a  Coj,  por  mas  próximo  a  C,  que  se  tome  el 
punto  N;  a  no  ser  qué  se  elija  en  a  o  g,  sobre  una  de  las  dos  secciones 
principales  CA  o  CB,  porque  entonces  la  normal  del  helizoide  estará 
pioyectada  según  uno  de  los  ejes  acó  o  gco,  que  van  a  pasar  por  el 
centro  co. 

De  aquí  resulta  que  para  la  cúspide  de  un  elipsoide  C,  no  hai  sino 
dos  líneas  de  curbatura  que  estén  dirijidas  según  los  elementos  Ca  y 
Cg  de  las  dos  secciones  principales.  Ademas,  para  este  punto  particular, 
las  dos  línaás  de  curbatura  coincidirán  totalmente  con  las  secciones  CAF 
y  CBF;  porque  las  normales  del  elipsoide  tiradas  por  todos  los  puntos 
de  la  curba  CA,  estarán  situados  en  el  plano  de  esta  curba,  y  las  tan- 
jentes  de  las  secciones  horizontales  en  los  vértices  a,  A,...  serán  todas 
perpendiculares  al  plano  de  la  elipse  CAF.  Los  mismos  motivos  se  apli- 
can a  la  sección  CBF. 

no.  132,  ^^^'  ^°  ^'  hiperboloide  de  una  napa  de  la  Jig.  132,  veremos  con 
facilidad  que  una  sección  paralela  al  plano  tanjente  XCY,  dada  de- 
bajo de  él  a  una  distancia  infinitamente  pequeña,  nos  dará  una  hi- 
pérbola cuyos  dos  vértices  reales  a  y  £  se  hallarán  sobre  ACE;  en  tanto 
que  si  esta  sección  estuviese  encima  de  XCY,  sería  una  hipérbola  trans* 
tornada  cuyos  vértices  reales  g  y  >l  se  hallarían  sobre  BCL.  Y  como  la 
normal  de  la  superficie  se  proyectaría  sobre  la  normal  de  una  u  otra 
de  las  dos  hipérbolas,  y  esta  última  recta  no  va  a  pasar  por  el  centro. 
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sino  cuando  el  punto  de  contacto  coincida  con  una  de  las  cúspides,  con- 
cluiremos de  aquí,  como  lo  hemos  hecho  arriba,  que  la  normal  OCH  del 
hiperboloide  en  C,  no  puede  ser  encontrada  por  una  normal  infinita- 
mente próxima,  sino  cuando  esta  última  parte  de  un  pnnto  de  la  sección 
principal  CA  o  CB.  Por  consiguiente,  queda  demostrado  que  en  la  cús- 
pide C  del  hiperboloide,  no  hai  tampoco  sino  dos  líneas  de  curbatura, 
que  coincidan  enteramente  con  AGE  y  BCL,  por  las  mismas  razones 
que  en  el  elipsoide. 

702.  Volvamos  ahora  a  examinar  una  superficie  jenernl  S  quepis.  135^ 
desde  luego  supondremos  ser  convexa,  al  rededor  del  punto  arbitrario 
M  que  es  el  que  se  considera.  Hai  siempre  (núm.  696)  un  elipsoide  S 
que  es  osculador  de  S  en  M;  y  si  cortamos  a  estas  dos  superficies  con 
un  plano  paralelo  al  plano  tanjente,  e  infinitamente  próximo  a  él,  no  so- 
lo todos  los  puntos  de  le  sección  aNS  obtenida  de  este  modo,  serán  co- 
munes aS  yS,  sino  que  también  las  normales  de  estas  dos  superficies, 
respecto  a  cada  uno  de  los  puntos  a,  N,  6>— •  serán  las  mismas.  Con 
efecto,  hemos  visto  que  dos  secciones  MD  y  MD',  contenidas  en  un  mis- 
mo plano  normal  cualquiera,  eran  osculadoras;  es  decir,  que  tenían  dos 
tanjentes  consecutivas  comunes,  una  en  M  y  la  otra  en  N;  y  como  esta 
última  tanjente  unida  con  la  tanjente  NT  de  la  curba  aNg  determina 
un  plano  que  tocará  al  mismo  tiempo  a  S  y  S  en  el  punto  N,  sigúe- 
se que,  la  perpendicular  a  este  plano  será  una  normal  común  a 
las  superficies  S  y  S.  Sentado  esto,  hemos  probado  (núm.  700)  que  so- 
bre el  elipsoide  S?  ninguna  normal,  por  mas  próxima  que  esté,  puede  en- 
contrar a  la  normal  MO  de  la  cúspide,  sino  cuando  la  primera  salga  del 
punto  a  situado  sobre  MA\  o  de  un  punto  g  situado  sobre  MB';  luego 
tampoco,  sobre  la  superficie  S,  hai  sino  las  dos  normales  aG  y  gH 
que  vayan  a  cortar  a  la  normal  MO;  y  por  consiguiente  no  hai,  partien- 
do desde  el  punto  M,  sino  dos  líneas  de  curbatura  cuyos  primeros  ele- 
mentos Ma  y  Mg  sean  comunes  a  las  secciones  principales  MA  y  MB. 
Si  ahora,  partiendo  de  a,  quisiéramos  hallar  un  punto  infinitamente  ' 
próximo  a'  cuya  normal  fuese  a  cortar  a  la  precedente  aG,  sería  preci- 
so elejir  este  nuevo  punto  sobre  una  de  las  dos  secciones  principales  re- 
lativas a  a;  pero,  en  jeneral,  ninguna  de  estas  dos  últimas  estará  en  el  pla- 
no MA;  por  consiguiente,  la  primera  línea  de  curbatura  Maa'üserá  co- 
munmente gausaj  y  solo  será  tanjente  a  la  sección  principal  MaA.  Una 
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consecuencia  análoga  tiene  lugar  respecto  a  la  línea  de  cnrbaturaMgV 
que  tocará  a  la  sección  principal  MgB,  pero  jeneralmente  se  diferencia- 
rá de  esta  en  el  resto  de  su  curso;  y  ademas,  estas  dos  líneas  de  curbatu- 
ra  MU  y  M\l  se  cortarán  formando  ángulo  recto  en  M,  como  sucede  a 
las  dos  secciones  principales  a  quien  son  tanjentes. 
FIO.  135.  703,  Ademas,  las  porciones  MG  y  MH  de  la  normal  primitiva  MO,, 
determinadas  por  su  encu(3ntro  con  las  dos  normales  vecinas,  y  que 
MoNGE  ha  llamado  radios  de  curbatura  de  la  superficie  en  el  punto  M^ 
no  son  otra  cosa  que  los  dos  radios  principales  definidos  en  el  nüm. 
490.  Con  efecto,  siendo  las  rectas  MG  y  aG  normales  a  la  superficie  S, 
precisamente  lo  son  a  la  curba  M A;  y  como  ademas  se  hallan  en  su  pla- 
no, su  encuentro  G  es  ciertamente  el  centro  del  círculo  osculador  (núm. 
650)  de  la  sección  M A  :  así  mismo,  H  es  el  centro  de  curbatura  de  la 
sección  MB;  pero  la  denominación  adoptada  por  Monge  se  funda  en 
una  propiedad  que  importa  hagamos  conocer. 

Si  desde  un  punto  G  como  centro,  y  con  una  de  las  normales  GM  o 
Ga,  que  son  iguales  (num.  650),  describimos  una  esfera,  esta  tocará  a 
la  superficie  S  en  dos  puntos  consecutivos  M  y  a,  supuesto  que  dos  de 
sus  radios  son  normales  a  S;  y  esto  mismo  sucederá  a  la  esfera  descri- 
ta desde  el  punto  H,  con  el  radio  HM=Ho.  Mientras  que  si  con  el  radio 
do  curbatura  MI=NI  de  otra  sección  normal  MND,  describimos  una 
esfera,  esta  tocará  solo  a  la  superficie  S  en  M,  y  no  en  N;  porque  el  ra- 
dio  NI  no  sería  normal  a  la  superficie  S,  pues  acabamos  de  probar  que 
la  verdadera  normal  NK  no  puede  ir  a  cortar  a  MO.  Y  así  es  que  las 
porciones  MG  y  MH  de  la  normal  en  M,  son  los  radios  de  dos  esferas 
únicas  que  pueden  tener  dos  planos  tanjentes  consecutitos  comunes  con 
S*  y  cuya  curbatura  espresa  el  máximo  y  el  mínimo  de  curbatura  que  pre- 
sentan las  diversas  secciones  normales  dadas  al  rededor  del  punto  M. 
Sin  embargo,  no  podemos  decir  que  estas  dos  esferas  son  osculadoras 
de  S;  porque  el  doble  contacto  que  cada  una  de  ellas  tiene  con  esta 
•  superficie,  no  tiene  lugar  sino  en  una  dirección,  y  rio  en  todos  los  alrede- 
dores del  punto  M,como  lo  requeriría  el  verdadero  carácter  de  la  oscu- 
lacion  (núm.  684). 

704.  Es  también  preciso  que  nos  guardemos  de  creer  que  MG  sea 
el  radio  de  curbatura  de  la  linea  MaU,  es  decir,  el  radio  del  círculo  que 
tenga  con  esta  línea  dos  elementos  comunes.  Con  efecto,  es  mui  cierto 
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que  siendo  las  dos  rectas  MG  y  aG  normales  a  la  superficie^  lo  son  tam- 
bién respecto  a  la  carba  MaU;  pero  para  que  su  encuentro  G  dé  el  cen- 
tro de  carbatura  de  MaU,  es  preciso  que  estas  normales  estén  ambas 
situadas  en  el  plano  osculador  de  esta  curba  (níim.  650);  lo  que 
no  sucederá  sino  en  el  caso  particular  en  que  MU  coincida  con  MA,  o 
a  lo  menos  cuando  MU  y  MA  tengan  un  contacto  de  segundo  orden» 

705-  Respecto  a  una  superficie  no  convexa,  desmostrarémos  de  un  fio.  136, 
modo  enteramente  semejante  la  existencia  y  propiedades  de  las  dos 
lineas  de  curhatura  relativas  a  un  punto  culaquicra  M,  construyendo 
(núm,  698)  el  hiperboloide  osculador  de  esta  supeficie  en  M,  y  aplican- 
do lo  que  hemos  probado  para  el  encuentro  de  las  normales  en  la 
cúspide  de  un  hiperboloide  (núm.  701).  Solo  que  en  el  caso  presente, 
los  dos  centros  de  curhatura  G  y  H,  estarán  colocados  uno  debajo  y 
otro  encima  del  plano  tanjenle;  pero  todas  las  demás  relaciones  prece- 
dentes serán  así  mismo  ciertas. 

706.  Cuando  el  punto  M  que  consideramos  sobre  una  superficie 
cualquiera,  sea  un  ombligo  (692),  llegará  a  ser  infinito  el  número  de  lí- 
neas de  curhatura,  lo  mismo  que  el  número  de  secciones  principales  a 
quienes  deben  ser  tanjentes;  pero  esta  circunstancia  particular  no  se 
presenta  nunca  en  las  superficies  no  convexas,  porque  aun  cuando  los 
radios  principales  sean  iguales  en  magnitud  absoluta,  no  serian  idénticos 
en  cuanto  a  su  posición. 

707.  Después  de  haber  demostrado  de  este  modo  joneral  la  existen- 
cia de  dos  líneas  de  curhatura  para  cada  punto  de  una  superficie  cual- 
quiera, está  bien  citemos  varios  ejemplos  en  que  se  efectúe  inmediata- 
mente la  determinación  de  estas  líneas 

En  una  superficie  de  revolución  descrita  per  un  meridiano  cualquiera  ^.j^^  13^ 
AME,  este  mismo  meridiano  es  la  primera  línea  de  curhatura  para  ca-  v  140. 
da  uno  desús  puntoj,  tal  como  el  M;  porque  como  las  normales  MG, 
aG,  a'G',.—  de  la  superficie,  se  hallan  todas  contenidas  en  el  plano  me- 
ridiano (núm.  130),  irán  a  cortarse  consecutivamente  sobre  la  evoluta 
GG'G"..-.  de  la  curba  MA.  Como  la  segunda  línea  de  curhatura  pasa 
por  el  punto  M,  es  evidentemente  el  paralelo  M3V,  supuesto  que  todas 
las  normales  de  la  superficie  que  salen  de  los  puntos  M,  S>  V,....  van  a 
terminar  (núm,  130)  en  el  mismo  punto  H  del  eje.  Agreguemos  que  en 
el  caso  presente  los  dos  radios  de  curhatura  de  la  superficie  son  el  radio 


Digitized  by 


Google 


400  LIBRO  VIII.    CVRBATURA  I>E  LAS  LINEAS  Y  DE  LAS  SUPERFICIES. 

de  carbatara  MG  del  merídiaiK),  y  la  porción  MH  de  la  normal  compre* 
hendida  eatxe  el  punto  considerado  M  y  el  eje  de  revolución. 

708.  En  cuanto  a  las  dos  secciones  principales  de  la  superficie  (núm» 
69(0)  relativas  a  un  punto  cualquiera  M^  la  primera  es  también  el  meri- 
divino  MA;  porque  el  plano  de  esta  sección  debe  contener  a  la  normal 
MG  de  la  superficie,  y  al  elemento  Ma  de  la  línea  de  curbatura  que  le 
es  tanjente  (núm«  702);  y  esta  coincidencia  completa  entre  la  sección  prin- 
cipal y  la  líne^  de  curbatura,  manifiestamente  se  reproducirá  siempre 
que  esta  última  sea  plana,  y  que  su  plano  contenga  a  la  normal  de  la 
superficie.  La  segunda  sección  principal  respecto  al  punto  M,  no  coinci- 
de con  la  otra  linea  de  curbatura  MS  V,  porque  esta,  aunque  es  plana,  no 
contiene  a  la  normal  MH;  pero  esta  segunda  sección  principal  MAB  la 
obtendremos  fácilmente,  tirando  según  MHG  un  plano  secante  per- 
pendicular al  plano  de  la  primera  sección  MA,  y  la  curba  MgB  tendrá 
un  elemento  Mg  común  con  el  paralelo  MgV.  Ademas,  los  dos  radios  de 
curbatura  de  las  seccciones  normales  MA  y  MB.  serán  (num.  703)  los 
radios  do  curbatura  MG  y  MH  de  la  superficie, 

709.  En  un  cilindro  cuya  base  sea  cualquiera,  la  jeneratriz  rectilí- 
nea que  pase  por  el  punto  que  se  considera,  será  evidentemente  la  pri- 
mera línea  de  curbatura;  porque  como  el  plano  tanjente  es  común  en  to- 
do el  largo  de  la  jeneratriz,  las  diversas  normales  serán  paralelas  entre 
sí,  y  desde  luego  estarán  contenidas  en  un  mismo  plano,  aunque  en  el 
caso  presente  no  vayan  a  encontrarse  sino  al  infinito.  Esta  jeneratriz 
será  al  mismo  tiempo  la  primera  sección  principal,  por  la  razón  jeneral 
citada  en  el  numero  precedente;  y  la  curbatura  de  la  superficie  será  nu- 
la en  el  sentido  de  la  jeneratriz,  porque  el  radio  de  curbatura  produci- 
do por  el  encuentro  de  dos  normales  vecinas,  se  hallará  al  infinito.  Si 
en  seguida  tiramos,  por  el  punto  considerado,  un  plano  perpendicular 
a  la  jeneratriz^  la  sección  ortogonal  producida  por  este  medio  será  la  se- 
gunda, línea  de  curbatura,  supuesto  que  las  normales  del  cilindro  relati- 
vas a  los  diversos  puntos  de  esta  curba,  se  hallarán  evidentemente  en  su 
plano,  e  irán  a  cortarse  sobre  la  evoluta  de  esta  sección  ortogonal  cuyo 
radio  de  curbatura  es  según  esto  el  radio  mínimo  de  la  superficie;  es 
decir,  que  la  curbatura  máxima  del  cilindro  tiene  Ingar  en  sentido  de 
la  sección  ortogonal,  la  cual  manifiestamente  es  también  (num.  708)  la 
segunda  sección  principal. 
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710.  Del  mismo  modo  veremos  que  en  un  cono  cuya  base  sea  cual- 
quiera, cada  jeneratriz  rectilínea  es  a  un  mismo  tiempo  una  línea  de  cur- 
batura  y  una  sección  prncipal,  en  cuyo  sentido  presenta  la  superficie 
una  curbatura  nula;  y  como  todas  estas  jeneratrices  deben  ser  cortadas 
formando  ángulo  recto  por  las  líneas  de  la  segunda  curbatura,  estas  ul- 
timas serán  las  intersecciones  del  cono  con  esferas  cuyo  centro  común 
estará  colocado  en  la  cúspide.  En  cuanto  a  la  segunda  sección  princi- 
pal relativa  aun  punto  dado  sobre  una  jeneratriz,  la  obtendremos  tiran- 
do por  la  normal  del  cono  en  este  punto,  un  plano  secante  perpendicular 
a  la  jeneratriz. 

711.  Si  se  trata  de  cualquiera  superficie  desarroUable,  la  jeneratriz 
rectilínea  será  siempre  una  línea  de  curbatura  y  una  sección  principal  al 
mismo  tiempo,  y  su  radio  de  curbatura  se  hallará  al  infinito,  a  causa  de 
que  el  plano  tanjente  de  la  superficie  es  común  en  todo  el  largo  de  esta 
jeneratriz.  La  segunda  sección  principal  relativa  a  un  punto  dado  M, 
se  obtiene  tirando  por  la  normal  a  este  punto  un  plano  secante  perpendi- 
cular a  la  jeneratriz  que  pasa  por  él^  y  la  segunda  línea  de  curbatura  que 
debe  cortar  formando  ángulos  rectos  a  todas  las  jeneratrices  será  una 
voluta  de  la  arista  de  retroceso  de  la  superficie.  Y  así,  en  el  helizoide  de- 
sarroUable de  l^Jig.  96,  las  jeneratrices  rectilíneas  son  las  lineas  de  pri^ 
mera  curbatura,  y  las  de  segunda  son  las  secciones  horizontales,  como 
ABCDLMPQ....;  porque  esta  espiral  corta  formando  ángulo  recto  a  to- 
das las  jeneratrices,  y  es  también  una  voluta  (núm.  661)  de  la  hélice 
(A6yd....  A'6'y'd'-...)- 

712.  Cuando  la  superficie  propuesta  S  sea   gausa,   la  jeneratriz  p,Q.  143^ 
GMP  no  será  ya  una  línea  de  curbatura,  porque  las  normales  al  largo 

de  esta  recta,  lejos  de  encontrarse,  forman  un  paraboloide  hiperbólico 
(núm.  595);  pero  como  GMP  se  halla  en  el  plano  tanjente  tirado  por  M , 
precisamente  será  la  sección  de  uno  de  los  dos  planos  normales  límites 
(num.  694)  que  separan  las  secciones  normales  colocadas  debajo  del 
plano  tanjente,  de  las  que  están  situadas  encimado  él.  Y  como  el  plano 
tanjente  en  M  cortará  a  la  superficie  gausa  según  otra  segunda  rama 
Ma,  si  le  tiramos  su  tanjente  MQque  será  la  traza  del  segundo  plano 
normal  límite,  y  si  se  divide  por  mitad  al  ángulo  PM Q  y  a  su  suplemen- 
to, por  medio  de  las  rectas  MA  y  MB,  estas  últimas  serán  las  trazas 
de  las  dos  secciones  principales  sobre  el  plano  tanjente,,  y  también 
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serán  las  tanjentes  a  las  dos  líneas  de  curbatara  qae  parten  desde  M. 
713.  Hallaríamos  resultados  enteramente  semejantes  a  éste,  en  nna 
superficie  S  que,  sin  ser  gausa,  fuese  no  convexa,  porque  el  plano  tan- 
jente  de  semejante  superficie,  precisamente  la  cortaría  según  dos  ramas 
que  pasarían  por  el  punto  de  contacto,  y  cuyas  tanjentes  indicarían  tam* 
bien  la  posición  de  los  planos  normales  límites;  y  de  aquí  concluiría- 
mos, lo  mismo  que  arriba,  la  dirección  de  las  secciones  príncipales  y  de 
las  líneas  de  curbatura  en  este  punto. 
PI6. 142.  714.  Después  de  estos  varios  ejemplos,  volvamos  a  la  teoría  jeneral, 
y  concibamos  que  partiendo  desde  un  punto  M,  tomado  a  discreción  so- 
bre una  superficie  cualquiera  S,  se  tratan  de  hallar,  entre  los  puntos  in- 
finitamente próximos  al  punto  de  partida,  solos  los  dos  M'  y  K,  cuyas 
normales  vayan  a  cortar  a  la  de  M:  hecho  esto,  y  partiendo  de  M',  haga- 
mos la  misma  indagación  respecto  alos  dos  puntos  M"  y  K',  y  continue- 
mos operando  del  mismo  modo  con  los  puntos  M'\...,  K,  K'....,  R,  R'....; 
y  hallaremos  por  este  medio  dos  series  de  líneas  de  curbatura , 

MM'U,  KK'U'.RR'U",....  yMKV,]VrK'V',  M"K"V'%.,., 

que  divididirán  a  la  superficie  propuesta  en  cuadriláteros  curbilíneos 
cuyos  lados  se  cortarán  siempre  formando  ángulos  rectos  (núm.  702)  e 
ndicarán  las  direcciones  de  \B»dos  curbaturas  de  la  superficie,  es  decir, 
Mas  direcciones  al  rededor  de  cada  punto,  en  que  presentará  una  curba- 
tura máxima  o  mínima  (núm.  703). 

715.  Si  ahora  concebimos  tiradas  por  todos  los  puntos  de  una  de 
las  líneas  de  la  primera  curbatura  MU,  las  diversas  normales  de  la  su- 
perficie S,  estas  rectas  que  consecutivamente  se  encontrarán,  formarán 
una  superficie  desarrollable  cuya  arista  de  retroceso  GG'G"  que  es  tan- 
jente  a  todas  estas  normales,  será  la  serie  de  centros  de  la  prímera  cur- 
batura de  S,  relativos  a  la  línea  MU.  Observemos  ademas,  que  esta  arista 
de  retroceso  será  una  evoluta  (núm.  658)  déla  línea  MU,  y  hallaremos 
también  que  esta  última  es  una  línea  de  curbatura  (núm.  711)  respec- 
to a  la  superficie  desarrollable  formada  por  las  normales  deque  estamos 
tratando.  Operando  lo  mismo  con  cada  línea  KU',  RU",  TU"',....  de  la 
primera  curbatura,  obtendremos  una  serie  de  superficies  desarrollobles, 
que  cada  una  será  normal  a  S,  y  cuyas  aristas  de  retroceso  GG'G"...., 
OiG/G/'...., formarán,  por  medio  de  su  reunión,  una  superficie  S  lugar 
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de  los  centros  de  la  primera  curbatura  de  S,  y  a  la  que  serán  tanjentes 
las  normales  de  esta  última.  Así  mismo,  existirá  también  otra  segunda 
superficie  S'  lugar  de  los  centros  de  la  segunda  curbatura  de  S,  que  se 
formará  por  las  aristas  de  retroceso,  tales  como  HH'H'\...,  de  todas  las 
superficies  desarrollabas  producidas  por  las  normales  tiradas  al  largo  de 
cada  línea  de  segunda  curbatura  MV,  M'V,  M"V",.—  y  tocarán  también 
a  esta  superficie  S'  las  mismas  normales  que  a  2. 

716.  De  ordinario,  los  lugares  S  y  S'  de  todos  los  centros  de  curba- 
tura, no  serán  otra  cosa  que  dos  napas  distintas  de  una  misma  superficie 
curba,  sujetas  a  una  jeneracion  común,  y  representadas  por  una  equa- 
cion  sola.  Pero  algunas  veces,  serán  también  dos  superficies  independien- 
tes, como  sucede  en  las  superficies  de  revolución,  en  que  la  napa  S'  de 
los  centros  de  curbatura  relativos  a  los  paralelos,  se  reduce  al  mismo  eje 
de  revolución  (núm.  707),  y  la  napa  S  de  los  centros  de  curbatura  rela- 
tivos a  los  diversos  meridianos,  es  una  nueva  superficie  de  revolución 
enjendradapor  la  rotación  de  la  evoluta  plana  del  meridiano  (num.  707) 
al  rededor  del  mismo  eje.  Por  lo  demás,  las  dos  napas  de  los  centros 
de  curbatura  de  la  superficie  S  son,  con  respecto  a  esta,  lo  que  las  evo- 
lulas  son  relativamente  a  las  líneas  curbas; 

717.  Es  preciso  observemos  bien  que  las  superficies  desarrollable8,FiG.4^i, 
normales  a  S  al  largo  de  las  líneas  de  primera  curbatura  MU,  KU^ 
RU'\....  son  tanjentes  a  la  segunda  napa  de  los  centros  ?,  en  tanto  que 

a  la  primera  napa  2  la  tocan  las  superficies  desarroUables  que  pasan 
por  las  líneas  de  segunda  curbatura  MV,  M'V',M"V"....  Con  efecto,  las 
normales  que  parten  de  M,  M',y  M",  se  cortan  sobre  la  primera  napa  S  en 
^í  y  ^'f  lo  mismo  que  las  normales  que  salen  de  K,  K,'y  K",  que  se  cor- 
tan en  Gi,  y  Gi';pero  el  encuentro  de  las  normales  desde  M  a  K,  desde 
M*  a  K',7  desde  M'*  a  K'',  tiene  lugar  en  H,  Hj,  y  H,,  sobre  la  segunda 
napa  S':  luego  esta  napa  es  el  lugar  de  las  intersecciones  consecutivas  de 
todas  las  superficies  desarroUables  de  la  primera  serie,  o  bien  es  su  invo- 
lucro (núm.  190),  y  por  consiguiente,  es  tanjence  a  cada  una  de  ellas.  Del 
mismo  modo  veremos  que  la  napa  ^  es  el  involtun^o  de  todas  las  superfi- 
cies desarroUables  relativas  a  las  líneas  de  la  segunda  curbatura. 

718.  Lo  que  precede  nos  enseña  que  dos  superficies  desarroUables 
normales  a  S,  y  que  pertenecen  a  la  misma  serie,  o  que  pasan  por  dos  lí- 
neas de  curbatura  de  la  misma  especie,  como  MU  y  KU',  se  cortan  según 
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una  carba  HH^H^  que  está  situada  en  la  oapa  de  los  centros  de  la  especie 
opuesta.  Pero  si  comparamos  las  superficies  desarrollables  de  series  dife- 
rentes, veremos  que  se  cortan  de  dos  en  dos  según  una  normal  de  S,  co- 
mo sucede  con  GMM'U  y  GMK V  que  tienen  por  intersección  a  la  recta 
MG.  Ademas,  esta  intersección  se  efectúa  siempre  formando  ángulo 
rectOf  porque  los  planos  MM'Gy  KMG  que  manifiestamente  son  tanjen- 
tes  a  estas  dos  superficies  desarrollables,  son  perpendiculares  uno  a  otro, 
en  virtud  de  que  los  elementos  MM'  y  MK  de  las  dos  líneas  de  curba- 
tura  son  perpendiculares  entre  sí  y  a  la  normal  MG. 

719.  Pero  el  plano  M'MG  tanjente  a  una  superficie  desarrollable 
de  la  primera  serie,  debe  tocar  (num.  717)  a  la  segunda  napa  de  los  cen- 
tros 2';  y  así  misíiio,  el  plano  KMG  será  tanjente  a  la  primera  napa  2 : 
luego,  supuesto  que  estos  planos  son  rectangulares,  siempre  que  consi- 
deremos a  estas  dos  napas  desde  un  punto  de  vista  M  tomado  arbitraria- 
mente sobre  S,  veremos  los  contornos  aparentes  de  estas  dos  napas 
como  cortados  siempre  formando  ángulos  rectos. 

720.  Observemos  también  que  el  plano  M'MG  es  el  plano  osculador 
de  la  arista  de  retroceso  GG'G".,..  situado  sobre  la  napa  2;  y  como  este 
plano  es  perpendicular  al  KMG  que  toca  a  esta  napa  (núm.  717),  sígne- 
se que  la  curba  GG'G"...,  tiene  todos  sus  planos  osculadores  normales 
a  la  napa  2;  y  por  consiguiente  (núm.  189;  esta  curba  es  la  línea  mí- 
nima entre  dos  de  sus  puntos  sobre  la  superficie  2*  La  misma  conse- 
cuencia tiene  lugar  en  todas  las  demás  aristas  de  retroceso  situadas  so- 
bre esta  napa,  así  como  también  respecto  a  todas  las  que  componen  la 
napa  2'. 

721.  Si  las  dos  napas  2  y  2'  se  cortan  en  alguna  parte,  lo  efectua- 
rán en  virtud  de  lo  que  acabamos  de  decir,  formando  ángulos  rectos, 
y  su  intersección  $  se  llama  el  lugar  de  los  centros  de  curbatura  esférica, 
porque  cada  tanjente  a  la  curba  §  será  una  normal  de  S,  que  irá  a  pene- 
trar a  esta  superficie  en  un  punto  \  en  el  cual  las  dos  curbaturas  ten- 
drán evidentemente  el  mismo  radio  y  el  mismo  centro:  de  suerte  que 
serán  ¡guales,  que  es  lo  mismo  que  sucede  en  cada  punto  de  una  esfera. 
El  conjunto  de  todas  las  tanjentes  a  la  intersección  $  irá  también  a  pe- 
netrar a  la  superficie  S  según  una  curba  yí^'/l"..-,  que  se  llama  linca  de 
las  curbaturas  esjericasy  y  que  necesariamente  corta  a  todas  las  líneas 
de  curbatura  de  la  primera  y  de  segunda  especie. 
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^^  Es  mui  evidente, ''  dice  Monge^  **  qne  la  línea  de  las  carbaturas  es- 
féricas sobre  la  superficie  S,  es  una  voluta  de  la  línea  de  los  centros  de 
curbatura  esférica  ^.  Y  así,  después  de  haber  fijado  un  hilo,  en  uno  dé 
los  puntos  de  esta  intersección  de  las  dos  napas  de  los  centros,  si  al  es- 
tenderle, le  hacemos  mover  de  modo  que  se  envuelva  sobre  esta  inter- 
sección, y  que  la  parte  rectilínea  del  hilo  sea  siempre  tanjente  a  esta 
curba,  uno  de  los  puntos  de  este  hilo  recorrerá  la  línea  de  las  curbatu*- 
ras  esféricas.  Pero  si  al  estender  el  hilo,  no  nos  sujetamos  a  ninguna 
condición,  y  suponemos  que  no  ejerce  ningún  razonamiento  en  la  napa 
de  los  centros,  cualquiera  que  sea  la  posición  en  que  se  le  considere, 
estará  dividido  en  tres  partes :  la  primera  estará  envuelta  en  una  parte 
de  la  intersección  de  las  dos  napas;  la  segunda  estará  doblada  y  tiranta 
sobre  la  napa  de  los  centros  a  que  el  hilo  se  haya  aproximado,  y  se  halla- 
rá aplicada  sobre  una  de  las  aristas  de  retroceso  (*)  cuyo  lugar  es  esta 
napa,  y  estas  dos  partes  de  curba  se  tocarán  en  su  punto  común;  la 
tercera  parte  del  hilo  en  línea  recta  será  tanjente  a  esta  arista  de  retro- 
ceso, y  normal  a  la  superficie  S;  por  último,  la  estremidad  del  hilo  se 
hallará  sobre  esta  misma  superficie.  Así  es  que,  ajilando  el  hilo  cons- 
tantemente tendido,  podremos  transportar  el  mismo  punto  de  él  a  todos 
¡os  puntos  subcesivos  de  la  superficie.  Por  consiguiente,  vemos  que 
puede  enjendrarse  una  superficie  cualquiera  por  los  dos  movimien- 
tos continuos  del  punto  de  un  hilo  tendido  que  se  envuelve  sobre 
la  napa  de  los  centros,  lo  mismo  que  puede  enjendrarse  una  curba  pla- 
na, por  el  punto  de  un  hilo  estirado  que  se  envuelve  sobre  la  evoluta  de 
la  curba. 

723.  ^'  Presentemos  ahora, "  continúa  Monge,  <'  algunos  ejemplos  de 
la  utilidad  que  estas  jeneralidades  pueden  presentar  a  ciertas  artes.  El 
primer  ejemplo  le  tomaremos  de  la  arquitectura. 

''  L#as  bóvedas  que  se  construyen  de  piedra  sillar  se  componen  de 
diferentes  piezas,  a  las  coales  se  les  da  el  nombre  jenérico  de  dove- 
las. Cada  dovela  tiene  varias  caras  cuya  ejecución  requiere  el  ma- 
yor cuidado:  1,^  la  cara  que  debe  formar  el  paramento,  y  debe  ser 


(^)    Porque  esta  arista  es  la  curba  mínima  entre  dos  de  sus  puntof, 
según  lo  hemos  demostrado  nám.  730. 
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una  parte  visible  de  la  bóveda  debe  también  ejecutarse  con  la  mayor 
exactitud^  esta  cara  se  llama  intradós;  2.^  las  caras  en  que  las  dovelas  se 
aplican  unas  a  otras  se  llaman  jeneralmenteJuT?^^^.  Las  juntas  requieren 
también  la  mayor  exactitud  en  su  ejecución,  porque  la  presión  se  trans- 
mite de  una  dovela  a  la  otra  perpendicularmente  a  la  superficie  de  la  jun- 
ta, y  es  necesario  que  las  dos  piedras  se  toquen  en  el  mayor  numero  posi- 
ble de  puntos,  con  el  fín  de  que  cada  punto  de  contacto  sufra  la  menor 
presión,  y  que  en  todos  ellos  se  aproxime  cuanto  se  pueda  a  la  igual- 
dad. Porconsiguiente,  es  preciso  que  en  cada  dovela  se  acerquen  las 
juntas  lo  mas  que  se  pueda  a  la  verdadera  superficie,  de  que  deben  for- 
mar parte;  y  para  que  este  objeto  quede  mas  fácilmente  satisfecho,  es  in- 
dispensable que  la  superficie  de  las  juntas  sea  de  la  naturaleza  mas  senci- 
lla y  de  la  ejecución  mas  susceptible  de  precisión.  Por  esto  es'por  lo  que 
de  ordinario  se  hacen  las  juntas  planas,  pero  no  todas  las  superficies  de 
las  bóvedas  admiten  esta  disposición,  y  en  algunas  de  ellas  chocaríamos 
con  lo  mas  conveniente  deque  luego  hablaremos,  si  no  diésemos  a  las 
juntas  una  superficie  curba.  En  este  caso,  es  preciso  elejir  entre  todas 
las  superficies  curbas  q.ue  puedan  cumplir  exactamencon  las  demás  con- 
diciones, aquellas  cuya  jeneracion  sea  la  mas  sencilla,  y  su  ejecución 
msj^  susceptible  de  exactitud.  Y  como  entre  todas  las  superficies  curbas» 
lasque  son  mas  fáciles  de  ejecutar  son  las  enjendradas  por  el  movimiento 
de  una  línea  recta,  y  sobre  todo  las  superficies  desarrollables;  sigúese 
que  cuando  se  necesite  que  las  juntas  de  las  dovelas  sean  superficies  cur- 
bas, las  compondremos  en  cuanto  sea  posible  de  superficies  desarro^ 
Hables". 

**  Una  de  las  principales  condiciones  con  que  debe  cumplir  la  forma 
de  las  juntas  de  las  dovelas,  es  la  de  ser,  en  todas  partes,  perpendicu- 
lar es  a  la  superficie  de  la  bóveda  que  forman  estas  dovelas.  Porque  si 
los  dos  ángulos  que  forma  una  misma  junta  con  la  superficie  de  la  bó- 
veda, fuesen  sensiblemente  desiguales,  el  que  entre  estos  ángulos  exce- 
diese al  ángulo  recto,  sería  capaz  de  una  resistencia  mayor  que  el  otro, 
y  en  la  acción  que  dos  dovelas  consecutivas  ejerciesen  una  sobre  otra, 
el  ángulo  menor  que  el  recto  estaría  espuesto  a  romperse,  o  por  lo 
menos  esto  deformaría  la  bóveda  y  aun  podría  alterar  su  solidez,  y  dis- 
minuir la  duración  del  edificio.  Aun  cuando  la  superficie  de  una  junta 
deba  ser  curba,  conviene  enjendrarla  por  una  recta  que  siempre  sea 


Digitized  by 


Google 


CAPITULO  II.    DE  LA  CURBATURA  DE  LAS  SUPERFICIES.  407 

perpendicular  a  la  superficie  de  la  bóveda;  y  si  ademas,  queremos  que 
la  superficie  de  junta  sea  desarrollable,  es  preciso  que  todas  las  norma- 
les ala  superficie  do  la  bóveda,  que  componen,  por  decirlo  así,  la  junta, 
estén  consecutivamente  de  dos  en  dos  en  un  mismo  plano,  Y  como  aca- 
bamos de  ver  que  no  puede  quedar  satisfecha  esta  condición,  a  no  ser 
que  todas  las  normales  pasen  poruña  misma  línea  de  curbatura  de  la  su-* 
perficie  de  la  bóveda;  sigúese  que  si  las  superficies  de  las  juntas  de  las 
dovelas  de  una  bóveda  deben  serdesarrollables,  es  precisamente  necesa- 
rio que  estas  superficies  encuentren  a  la  de  la  bóVeda  en  sus  líneas  de 
curbutura. 

"  Ademas,  cualquiera  que  sea  la  exactitud  con  que  se  hayan  ejecutado 
las  dovelas  de  una  bóveda,  su  división  es  siempre  aparente  en  la  super- 
ficie, y  trazan  en  ella  líneas  mui  sensibles,  estas  líneas  deben  estar  su- 
jetas a  leyes  jenerales,  y  cumplir  con  convenios  particulares,  según 
sea  la  naturaleza  de  la  superficie  de  la  bóveda.  Entre  las  leyes  jenera- 
les, unas  son  relativas  a  la  estabilidad,  y  otras  a  la  duración  del  edi- 
ficio; de  este  numero  es  la  regla  que  prescribe  que  las  juntas  de  una 
misma  dovela  sean  rectangulares  entre  sí,  por  la  razón  misma  de  que  de- 
ben estas  ser  pendiculares  a  la  superficie  de  la  bóveda.  Y  así,  las 
líneas  de  división  de  las  dovelas  deben  ser  de  tal  naturaleza  que  las  que 
dividan  a  la  bóveda  en  hiladas,  sean  todas  perpendiculares  a  las  que  di- 
vidan a  una  misma  hilada  en  dovelas.  £n  cuanto  a  los  convenios 
particulares,  los  hai  de  muchas  clases,  nuestro  objeto  no  es  hacer  aquí 
su  enumeración;  pero  hai  uno  principal,  y  es  que  las  líneas  de  divi- 
sión de  las  dovelas,  que  según  acabamos  de  ver  son  de  dos  especies,  y 
que  todas  deben  encontrarse  perpendicularmente,  deben  también  conte- 
ner el  caráter  de  la  superficie  a  que  pertenecen.  Y  como  no  existe  otra 
línea  sobre  la  superficie  curba,  que  pueda  a  un  mismo  tiempo  llenar  to* 
das  estas  condiciones,  sino  las  dos  series  de  líneas  de  curbatura,  y  estas 
las  satisfacen  completamente:  sigúese  que  la  división  de  una  bóveda  en 
dovelas  debe  siempre  hacerse  según  las  líneas  de  curbatura  de  la  superfi- 
cie de  la  bóveda,  y  las  juntas  deben  ser  porciones  de  superficies  desarro- 
llares formadas  por  las  normales  a  la  superficie  que,  consideradas  conse- 
cutivamente, estén  de  dos  en  dos  en  el  mismo  plano;  con  el  fin  de  que  en 
cada  dovela,  las  superficies  de  las  juntas  y  la  de  la  bóveda  sean  todas 
rectangulares. 
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''  Antes  del  descubrimiento  de  las  consideraciones  jeoniétrícas  en  qne 
«stá  fundado  todo  cuando  que  acabamos  de  decir,  tentan  los  artistas 
una  idea  confusa  de  las  leyes  a  que  conducen,  y  jeneralmente  era  cos- 
tumbre el  conformarse  con  elias.  Así  es  que,  por  ejemplo,  cuando  la  su- 
perficie de  la  bóveda,  era  de  revolución,  ya  sea  que  fuese  esférica,  o  ya 
^B  lecho  jirante,  dividían  sus  dovelas  por  medio  de  meridianos,  y  de  pa- 
ralelos, es  decir,  según  las  líneas  de  curbatura  de  la  superficie  de  la  bó- 
veda. Las  juntas  que  correspondían  a  los  meridianos  ,  eran  planos 
tirados  pos  el  eje  de*  revolución;  lasque  correspondian  a  los  paralelos, 
eran  superficies  cónicas  de  revolución  al  rededor  del  mismo  eje:  y  estas 
d^B  especies  de  juntas  eran  rectangulares  entre  sí,  y  perpendiculares  a 
la  superficie  de  la  bóveda.  Pero,  cuando  las  superficies  de  las  bóvedas 
tkQ  tenian  una  jeneracion  tan  sencilla,  y  cuando  sus  líneas  de  curbatura 
MO  se  presentaban  de  un  modo  tan  marcado,  como  en  las  bóvedas  de 
esferoides  alongados,  y  en  otro  gran  número  de  ellas,  no  podían  los  ar- 
tistas satisfacer  a  todas  las  conveniencias,  y  sacrificaban,  en  cada  caso 
particular,  las  que  les  presentaban  mayores  dificultades. 

^'  Por  consiguiente,  convendría  que  en  cada  una  de  las  eecoelas  de 
Jeometría  descriptiva  establecidas  en  los  departamentos,  se  ocupase  el 
profesor  en  la  determinación  y  construcción  de  las  líneas  de  curbatura  de 
\$a  superficies  de  que  con  mas  jeneraiidad  se  hace  uso  en  las  artes,  con 
el  objeto,  de  que  en  caso  necesario,  los  artistas  que  no  pueden  consa- 
grar mucho  tiempo  a  esta  clase  de  inrestigaciones,  pudiesen  consoUar- 
Ids  con  fruto  y  aprovecharse  sus  resultados. 

724.  <<  £1  segundo  ejemplo  que  indicamos,  lo  tomaremos  del  arte 
del  gravado 

<<  En  el  gravado,  se  espresan  las  tintas  de  las  diversas  partes  ^de  las 
superficies  de  los  objetos  representados,  por  medio  de  raítas  que  se  ha- 
cen tanto  mas  próximas  y  fuertes  cuanto  mas  oscura  deba  ser  la  tiata. 
Cuando  la  distancia  a  que  debe  verse  el  gravado,  es  bastante  grande  pa- 
ra que  los  trazos  individuales  de  las  raitas  pnedan  percibirse,  el  jénero 
de  estas  raitas  es  casi  indiferente;  y  cualquiera  que  sea  el  contorne  de 
^stoa  trazos,  puede  el  artista  variarlos  y  multiplicarios,  basta  que  obten- 
ga 1»  tinta  qne  desea  para  producir  el  efecto  pedido.  Pero,  y  esto  es  le 
que  mm  jeneralaaente  sucede,  cuando  el  gravado  está  destinado  a  ver- 
me  de  bastante  cerca  para  que  los  contornos  de  los  trazos  de  las  raitas 
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se  perciban,  no  son  entonces  indiferentes  estos  contornos.  Para  cada 
objeto,  y  para  cada  parte  de  la  superficie  de  un  objeto,  hai  contornos  de 
taitas  mas  propios  unos  que  todos  los  otros,  de  dar  una  idea  de 
la  <:|irbatura  de  la  superficie;  estos  contornos  particulares  son  siempre 
dos  en  número,  7  algunas  veces  los  gravadores  emplean  al  mismo  tiem-» 
po  los  doSy  cuando  para  recargar  con  mas  facilidad  las  tintas,  cruzan  las 
raitas.  Estos  contornos,  de  que  no  tienen  aun  los  artistas  sino  un  senti- 
miento confuso,  son  las  proyecciones  de  las  líneas  de  curbatura  de  la 
superficie  que  quieren  espresar.  Gomo  la  superficie  de  la  mayor  parte 
de  los  objetos  no  so^  susceptibles  de  definición  rigurosa,  no  son  tampo- 
co sus  líneas  de  curbatura  de  naturaleza  adecuada  a  poderse  determi- 
nar ni  ppr  el  cálculo  ni  tampoco  por  medio  de  construcciones  gráficas. 
Fero,8Í  desden  su  tierna  edad,  se  hubiese  ejercitado  a  los  artistas  en  di- 
feren^s  superficies  susceptibles  de  definiciones  exactas,  serian  nías  sen- 
sibles a  la  formación  da  estas  líneas,  y  a  su  posición,  aun  respecto  a  los 
objetos  menos  determipados;  los  ejecutarían  con  mas  precisión,  y  sus 
obras  tendrían  mas  espresion. 

'^  No  insistiremos  mas  sobre  este  objeto,  que  quizás  no  presenta  sino 
las  menores  ventajas  que  las  artes  e  industría  pueden  sacar  del  estable- 
cimiento de  las  escuelas  de  Jeometría  descriptiva  en  cada  una  de  las 
villas  principales  de  Francia". 

725.  Determinación  gráfica  de  las  líneas  de  curbatura.  Hemos  fio.  135. 
citado  ya  (números  707,  708,....)  varios  jéneros  de  superficies  en  que 
es  fócil  percibir  inmediatamente  la  forma  de  estas  líneas;  pero  si  qui^ 
siésemos  hallar  sus  dtreccíonse  en  un  punto M  dado  sobre  una  superficie 
cualquiera  S,  ved  aquí  la  marcha  que  sería  preciso  seguir,  suponiendo 
que  esta  superficie  es  convexa.  Figurémonos,  sin  construirle,  eí  elipsoide 
osculador  S  en  el  punto  M,  que  es  el  mismo  que  hemos  representado 
ya  en  laj^.  135;  y  en  seguida,  recordemos  (núm.  696)  que  todo  plano 
normal  corta  a  estas  dos  superficies  según  las  curbas  MD  y  MD',  que 
tienen  en  M  el  mismo  radio  de  curbatura  p,  y  que  ademas,  este  radio  es- 
tá unido  a  los  semi-ejes  MO=c,  OD'=á  de  la  elipse  MD',  por  la  rela- 
mí   

c¡onp= — ,  o  d=:ycp.  De  aquí  se  sigue  que,  conociendo  apy  c 
c 

que  tiene  una  lonjitud  arbitraria,  podremos  hallar  a  OD'=£¿por  una  iQCf- 
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dia  proporcional;  ademas,  esta  última  línea  será  siempre,  respecto  a 
cada  plano  normal,  un  semi-diámetro  de  la  elipse  A'B'E\  cuyos  ejes, 
desconocidos  aquí  de  magnitud  y  posición,  evidentemente  serán  sufi- 
cientes para  hallar  la  curbatnra  y  posición  de  las  secciones  principa- 
les M A  y  MB  de  la  superficie  S  en  M;  por  osta  razón,  llamaremos  indi- 
catriz  a  esta  elipse  A'B'E'  que  es  la  sección  dada  al  elipsoide  oscula- 
dor,  con  un  plano  tirado  por  el  centro,  paralelamente  al  plano  tan- 
jente  del  punto  M. 
»io.l35  726.  Para  construir  esta  indicatriz  (*),  dirijirémos  por  el  plano  nor- 
mal en  M  diversos  planos  secantes  bastante  próximos  unos  de  otros,  y 
después  de  haber  construido  en  su  verdadera  magnitud  las  secciones 
que  de  este  modo  resulten  en  S,  indagaremos  por  el  método  del  num: 
666,  sus  radios  de  curbatura  p,  p',  p*',— .  relativos  al  punto  M;  ensegui- 
da, sobre  un  plano  cualquiera  y  partiendo  del  punto  arbitrario  m,  traza- 
remos los  radios  vectores  md^  ntd\  tiuT',....  que  formen  entre  sí  los  mia- 
mos ángulos  que  los  que  comprehendian  entre  sí  los  planos  secantes,  y 
ifuesus  lonjitudos sean  iguales  a  las  medias  proporcionales  siguientes: 


md^  Vcp,  hmT  =  Vcq\   mí'  =  Vrp", 


en  cuyas  formulas  c  espresa  una  lonjitud  arbitraria,  pero  constante- 
Hecho  esto,  la  curba  que  pase  por  todos  los  puntos  d,  i2',  ¿T',...*  será  la 
indicatriz  de  que  acabamos  de  hablar  arriba;  y  si  despaes  de  haber  tra- 
sado  esta  elipse,  describimos  con  el  radio  md'^  uo  arco  de  círculo  que 
la  corte  enf,  la  recta  ma  tirada  por  el  medio  de  este  arco,  y  la  perpen- 
dicular mbf  serán  los  dos  semi-ejes  de  la  indicatriz,  los  cuales  son  tam- 
bién los  del  elipsoide  osculador  que  tiene  por  tercer  eje,  según  la  nor- 
mal, a  la  línea  2c.  De  aquí  resulta  (números  696  y  703)  que  los  radíos  de 
cartMLtarade  la  superficie  S  en  M,  tendrán  por  magnitudes  a 

c      "^  e 


(*)    Esta  marcha  la  ka  empleado  ántet  M.  Dupin,  en  sus  Desarrollos 
áñ  Jeometría. 
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y  será  también  conocida  I{i  posición  de  las  secciones  principales,  porque 
sas  planos  deberán  pasarpor  la  normal  en  M^y  formar  con  el  plano  déla 
sección  wi¿ ángulos  iguales  a  d/na  y  dm6;  o  mas  bien,  si  miramos  el  plano 
de  la^^,  137  como  paralelo  al  plano  tanjente  de  S  en  M  {fig.  135),  las 
rectas  may  mb  serán  las  trazas  de  los  planos  normales  que  contienen  a 
esas  secciones  principales;  y  también  serán  las  proyecciones  de  las  tan** 
jcntes  a  las  dos  líneas  de  carbatnra  que  parten  del  punto  M,  de  modo 
que  el  primer  elemento  de  cada  una  de  estas  líneas  estará  dirijido  se- 
gún ma  c  mh. 

121.      Guando  la  superficie  propnesta  S,  sea  no  conveza  al  rededorpw.  13^ 
del  punto  asignado  M,  nos  imajinarémos,  sin  necesidad  de  construirloi  ^ 
el  hiperboloide  osculador  que  hemos  representado  ya  en  la^^,  136,  y 
recordaremos  (num.  686)  que  los  radios  de  curbatura  do  las  secciones 
normales  dadas  por  la  cúspide  M  de  este  hiperboloide,  están  ligados  a 
los  diámetros  de  la  sección  paralela  al  plano  tanjente  que  pasa  por  el 

centro  O,  por  medio  de  la  relación  p  =  — ;  y  en  seguida,  como  estas 

c 

secciones  normales  tienen  la  misma  curbntura  que  las  producidas  por  los 

mismos  planos  en  la  superficie  S,  deduciremos  de  aquí  el  procedimiento 

gráfico  siguiente. 

Dirijirémos  por  la  normal  de  S  en  M,  varios  planos  secantes  bastante 

próximos  unos  a  otros,  y  después  de  haber  construido  en  su  tei^dadera 

magnitud  estas  secciones  y  sus  radios  de  curbatura  p,  p',  p",,...  (núm. 

666)  relativos  al  puntoJM,  determinaremos  las  medias  proporciónalas 

siguientes : 

d  =  V¿^,  ¿r  =  V^  d''  =  Ví^ 

en  las  cuales  c  representa  una  línea  arbitraria  pero  constante;  en  seguida' 
tomaremos  estas  lonjitudes  d,  d\  d'\....  según  las  rectas  md,  md",  md'\... 
trazadas  sobre  un  plano  cualquiera,  pero  de  modo  que  formen  entre  sí 
los  mismos  ángulos  que  comprehenden  los  planos  normales  de  que  nos 
hemos  servido;  y  la  indicatriz  que  pase  por  todos  los  puntos  d,  d\  ¿f',.... 
determinados  de  esto  modo,  será  la  hipérbola  que  producirá  en  el  hiper- 
boloide osculador,  un  plano  secante  tirado  por  el  centro  paralelamente 
al  plano  tanjente  del  punto  M. 

728.     Las  construcciones  precedentes  suponen  que  todos  los  radios 
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9i  P^  p'^— ••  ^on  positivos;  porque,  si  uno  de  los  planos  normales  a  S  nos 
d^ese  una  sepciou  situada  encima  del  plano  taujentOi  como  el  r^dio  do 
purbatpra  p^  de  esta  sección  sería  negafito  (nün^.  686,  nota)^  tendrí^iKioa 

que  la  media  proporcional  f^cp2  sería  infiajinaria,  cqyo  repultado  cierta- 
mente está  en  perfecta  armonía  con  la  naturaleza  de  los  diámetros  de 
la  hipérbola  d^  d\  d^\....  que  ya  no  eticuentran  a  esta  cnrba  cuando  se 
desvian  n^as  allá  de  cierto  límite,  pero  que  exije  una  modificación  ea 
las  operaciones  gráficas.  Aun  cuando  encontremos  secciones  normales 
situadas  encima  del  plano  tanjente  de  S  en  M,  no  haremos  cuanta  sino 
4e  la  iQOgnitud  i^hsoluta  desús  radios  de  curbatura  ^»9^^  P2"f-«-  y  ^^' 
p|i^  ^e  haber  gonsitruido  las  medías  propordonaies 

m^=  VcpJ,  vv^'=  VcpJ,,  wd"===  ^cpT,  .—• 

tendremos  cuidado  de  distinguir  esta  clase  de  radios  vectores,  para  reu- 
Jiirsusesfremidades  por  medio  de  una  hipérbola  particular  (^¿d^  que  se- 
rá uj^a  a^e^va  rama  de  la  ii}dicatriz,  y  que  podemos  mirar  como  ki  sec- 
ción que  produciría  en  el  hiperboloide  osci^lador,  un  plano  paralelo 
;al  plano  tanjente,  pero  tirado  encima  del  punto  M,  y  a  unfi^  distancia 
igual  a  c. 
FIO.  138.  7^^«  Sentado  esto,  construiremos  el  primer  eje  rna  de  la  indicatriz, 
tirándole  por  el  niedio  del  arco  de  círculo  df  descrito  con  uno  de  los  diá- 
metros 7ndf  en  seguida,  el  segundo  eje  mb  que  es  perpendicular  al  pri- 
mero^ y  de  aquí  concluiremos  las  asíntotas^  mP  y  mQ  gomunes  a  estas 
dos  hipérbolas  conjugadas.  En  este  caso,  los  dos  radios  de  curbatura  de 
la  Buperficie  S  en  el  punto  M  (núm.  698)  tendrán  por  magnitudes  a 

R=^%R'  =  '^\ 
c  c 

y  1a9í  9QC^Qe^  pfi.ncipalea  nos  las  darái|  los  dos  planos  normales  qoe 
f§ixm9m  CPn  ^  plano  comían  relativo  a  mfí,  los  aligólos  dma  y  dmbí  o 
n^^s.  bJ9P^  pi  ü^irdJpQS.  al  plano  d)e  l&fig*  13&  como  paraUh>  al  plano  tan- 
jentf)  d^  S^n  M>  1m  cectaa  may  mb  sefán  las  trazas  de  los  planos  ñor- 
jfífífAw  qma  Gontieoen  a  esta^  sMBcdonea  prinoipaleiBi  y  también  serán  tos 
proyecciones  de  las  tanjentes  a  las  dos  líneas  d^  oarbatura  que  par- 
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730.  Bn  cüanU)  a  los  pianos  norínaUs  limites  ql|^  sepuran  las  seccio- 
nen ^^envífxM  o  aitaadas  debajo  (Wl  plano  taBJeute>  de  laa.  que  se  haUao 
encífiía  yque  Uamarémps  cóncavas^  sabeoioi^  (num.  694)  que  cortaaa  la 
superficie  S  según  curbas  cuyos  radios  de  cnrbatura  son  infinitos  en  el 
punto  M;l^aego  estos  planoi»  tendrán  por  trazas  sobre  el  pliano  tanjeitte, 
a  los  diáiBetiros  inde&aidps  del  la  indicatriz^  es  decir»  a  Ias<  dos  asíntotaií 
mP  y  mQí  que  se  deterininaráii  por  medio  del  rectángulo  con^tr^do  so- 
bre los  dos  e^s  nía  y  mh;  de  aquí  resulta  que  estas  asíntotas  tendrái»  ca- 
da una  un  contacto  de  segundo 4rde»,  por  lo  ménos^con  las  dos  secQÍQti€«> 
nofinales  límites;  con  efeicto»  es  fácil  ver  que  son  precisumentis  las  mt^X' 
secciones  del  plano  tanjente  en  M  con  el  hiperboloide  osculadc^r. 

731.  Como  ademaiSf  e^te  plano  tanjente  debe  cortaír  a  1^  superfi- 
cie S  no  co^v0xa  según  una  cujrba  de  dos  ramas  q^e  papMMa  por  el  pan- 
to  M^  sucederá  también  que  las  rectas  mF  y  mQ  serán  tanjept^s  a  est^ 
dos  ramas.  Con  efecto,  cada  ana  de  estas  rectas  se  hajiaen  el  pltano  tan- 
jente, y  tie«e  dos  elementos  comunes  con  S,  según  lo  qu^  se  ha  dicho 
en  el  numero  preeedente; luego  estos  dps  elemjenjtoa  pertenecen  a  la  in*' 
terseccion  de  la  superficie  por  su  plano  tanjei^Ci  y  cada  r^macurba, 
de  esta  ofrecerá  según  esto  un  contacto  de  segundo  orden  con  niP  o  mQ. 
Ademas,  estas  son  deis  ramas  que  nos  darán  los  limites  preciaos,  de  las 
cuatro  rejione^  alternatÍTamente  convexas  o  cóncavas  (núm.  694)  que 
preseiHa  la  superfiaie  ai  rededor  del  panto  M. 

732.  Las  condiciones  precedentes  nos  dan  el  modo  de  simplificar  el 
método -del  nám.  727  respecto  a  ana  snpenfieie  8  mo  convexa,  admitieMda 
para  etlo  que  sabemos  coagliuír  las  tanjentea  en  un.  punto  <nMti{)lo  ite  Im 
intersección  de  esta  superficie  con  su  plano  tanjente;  o  limitándoiios  a 
tirarlas  aproximadamente,  hipótesis  tanto  mas  plausible  cuanto  que  ki 
dirección  de  estos  rectas  estará,  aquí  «ejor  indicada,  porque  cada  rama 
de  la  intersecden  nos  presentará  mt  arco -casi  rectüiiieo  (núin,  731)  eo 
losalrededoresdel  panto  considerado  JML  Otm  efecto,  bastarii  conslraít 
esta  intersección  sobre  un  plano  paralelo  al  plano  tanjefite  de  S!  ea  M, 
y  tiranrlelastanjentes^r^Py  mQal  punto  múltiplo,  las  cnalea  serán  las 
ásíntotaa  de¿a  indioatrizqv^  no  tendremos  necesidad  de  tmziir;  dívfl|dir 
en  seguida  en  dos  panesigualeisa  los  ángulos  8giidc»y  ábtmi  qne  fert 
man  estas  asíntotas;  f  hecho  estp,  las:  rectas  hiaectoras  ma;y  n^  BBiÁf^  Im 
traaoas  d;e  los  pilattofii  lu^mpiw  ¡nm^igMlesp  y  tambiwlas  tanjeot^s  a  Jas 
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dos  líneas  decnrbatnra  que  parten  desde  M.  Enseguida,  nos  habrá  mas 
que  construir  las  secciones  causadas  en  la  superficie  8  por  cada  uno  de 
estos  planos  principales,  y  hallar  (num.  666)  los  radios  de  curbatura  de 
estas  secciones  que  serán  los  de  la  superficie  misma. 

Esta  marchase  eraplearia  con  ventaja  en  un  punto  cualquiera  de  un 
hiperboloide  o  paraboloide  gauso,  porque  la  sección  del  plano  tárjente 
estaria  compuesta  de  dos  rectas  que  ocuparían  el  lugar  de  las  tanjentes 
que  era  preciso  tirar  aquí  arriba  aproximadamente.  Respecto  a  una  su- 
perficie gausa  cualquiera  (fig.  143)  una  de  estas  tanjentes  sería  la  jene- 
ratriz  rectilínea  GMP,  y  la  segunda  rama  Ma  de  la  intersección,  se  ob- 
tendria  por  la  marcha  jeneral  del  nüm.  583- 

733.  Por  el  contrario,  si  quisiésemos  construir  rigurosamente  las 
tanjentes  al  punto  múltiplo  déla  intersección  de  una  superficie  cualquie- 
ra no  convexa,  con  su  plano  tanjente,  no  habria  mas  que  determinar, 
como  en  el  níim.  727,  las  direcciones  y  los  radios  de  curbatura  de  las 
dos  secciones  principales  relativas  al  punto  de  contacto  asignado;  y  de- 
ducir en  seguida,  por  medio  del  num.  730,  las  asíntotas  de  la  indicatriz, 
^ue  serian  las  tanjentes  que  buscamos, 

FIO.  45.  734.  Aplicación  al  toro.  A  este  toto,  representado  en  el  depurado 
45,  le  ha  cortado  su  plano  tanjente  M'T'T  relativo  al  punto  (M,  M'), 
según  una  curba  de  dos  ramas  MHRE....  y  MAr^  que  hemos  construido 
en  el  núin.  268.  Para  hallar  las  tanjentes  en  M  de  estas  ramas,  observa- 
remos que  en  el  caso  actual  en  que  la  superficie  es  de  revolución,  el  me- 
ridiano A'M'B'  es  a  un  mismo  tiempo  primera  línea  de  curbatura  y  se- 
gunda sección  principal  (^núm.  708J  cuyo  radio  de  curbatura  es  R:=M'(ü; 
la  otra  sección  principal  estará  situada  en  el  plano  cdM'^  perpendicular 
al  meridiano  precedente,  y  tendrá  por  radio  de  curbatura  a  R'=;M'^,  es 
decir,  a  la  porción  de  la  normal  comprehendida  entre  el  punto  M^  y  el 
eje  O'Z*  de  revolución  (num.  708).  Para  deducir  de  aquí  el  hiperboloide 
osculador  en  el  punto  (M,  M'),  es  preciso  (núm.  698)  dar  al  eje  real  de  es- 
ta superficie,  dirijido  según  la  normal  (M'u),  MB),  una  lonjitud  arbitraria 
c  que  al  presente  elejirémos  precisamente  igual  al  radio  M'o),  porque  así 
resulta  para  el  segundo  eje  real  dirijido  según  (cdck,  BC),  este  sencillo 

valor a=  ^c.R=M'(tí;  es  decir,  que  el  hiperboloide  será  de  revolución, 
y  tendrá  por  círculo  de  la  garganta  al  meridiano  dado  (A'M'B'a,  AC). 
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En   cuanto  al  eje  imajinario  que  sea  perpendicular  a  este  meridiano  y 

pase  por  su  centro  (w,  B),  su  lonjitud  determinada  por  b=\/c  .  R',  será 
la  recta  M'g  media  proporcional  entre  M'cü  y  M'^.  Ahora  que  el  hiper- 
boloide escalador  está  completamente  determinado,  quedaremos  dispen- 
sados de  construir  la  indicatriz  por  puntos,  porque  esta  curbano  esotra 
cosa  (nüm.  727)  que  la  sección  dada  al  hiperboloide  por  el  plano  acoe 
paralelo  al  plano  tanjénte  ]VrT*T;por  consiguiente,  esta  será  una  hipér- 
bola que  tendrá  por  eje  real  a  wa,  y  por  eje  imajinario,  a  una  recta  igual 
aM'g  levantada  en  el  centro  (co,  B)  perpendicularmente  al  plano  vertical. 
Las  asíntotas  de  esta  indicatriz  serán  ahora  de  fácil  construcción; 
pero  como  en  seguida  sería  preciso  proyectarlas  sobre  el  plano  tanjén- 
te M'T'T,  lo  que  evidentemente  se  reduce  a  tomar  a  M'd'=(tía  y  le- 
vantar desde  el  punto  &'  una  perpendicular  al  plano  vertical  que  ten- 
ga por  lonjitud  a  M'g;  la  hipotenusa  del  triángulo  rectángulo  formado 
de  este  modo,  será  la  proyección  de  la  asíntota  sobre  el  plano  tanjénte, 
y  también  será  (nám.  731)  la  tanjentc  misma  de  la  sección  causada  por 
este  plano  en  el  toro.  En  fín,  para  obtener  esta  tanjénte  sobre  el 
plano  horizontal,  es  preciso  proyectar  el  lado  M'd'  de  este  triángulo  se- 
gún Md,  levantar  en  seguida  una  perpendicular  d,l=M'6,y  la  recta  ^M 
será  la  tanjénte  de  la  rama  M.hre.  La  tanjénte  >l"M  de  la  otra  rama 
MHRE  se  obtendrá  por  medio  de  la  segunda  asíntota,  y  como  esto  se  re- 
duce a  tomar  a  d/l"=d^,  vemos  que  en  cuanto  al  método  práctico,  la 
construcción  de  estas  dos  tanjentes  no  exije  sino  un  numero  corto  de 
operaciones  mui  sencillas. 

735.  Después  de  haber  determinado  por  los  métodos  precedentes, 
las  tanjentes  o  los  primeros  elementos  de  las  dos  líneas  de  curbatura  re- 
lativosa  un  punto  cualquiera  M  señalado  sobre  una  superficie  jeneral  S, 
será  preciso  para  obtener  el  curso  entero  de  estas  líneas,  que  repitamos 
operaciones  semejantes  a  las  anteriores  en  un  pnnto  M^  mui  próximo  a 
a  M,  y  elejido  sobre  una  de  las  dos  tanjentes  halladas  ya;  operar  en  se* 
guida  lo  mismo  con  un  punto  M3  próximo  a  Mg  y  colocado  sobre  una  de 
las  dos  direcciones  que  siguen  las  líneas  de  curbatura  relativas  a  este  úl- 
timo punto;  y  así  subcesivamente.  Pero  la  complicación  e  incertidumbre 
de  semejante  marcha,  hace  ver  que  la  determinación  completa  de  las 
líneas  de  curbatura  es  un  problema  que  jeneralmente  es  insoluble  por 
medio  de  operaciones  puramente  gráficas;  por  consiguiente,  debemos  re- 
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ciirrtf  ét  AtmliGda  para  coriteguir  datos  ciertos  sobre  estai  materia,  cnaH'- 
do  la  amperñcie  uo  se  halle  entre  alguno  de  los  jérieros  examinados  en 
los  números  707,.. d.  711;  y  ahora  vamos  a  esponer  los  bellos  resultados 
a  que  llegó  Alongé  en  el  ejemplo  de  un  elipsoide  de  tres  ejes  desi- 
goafea  (*)• 
FiG.  144.  736.  Sean  a,  by  e  los  tres  semi-ejes  del  elipsoide  dado,  entre  los 
cuales  suponemos  que  existe  la  relación  a>  b>  c.  Adoptemos  por  pla- 
no horizontal  de  proyección,  un  plano  paralelo  a  los  dos  ejes  mas  gran- 
des>  y  elijamoB  el  plano  vertical  paralele  al  eje  máximo  y  al  mínimo.  Si 
entonces  (O^  O')  es  el  centro  de  la  superfícici  y  describimos  sobre  loa 
semi-ejes  O A=a  y  0B=6,  una  elipse  (ABDE,  A'D')>  este  será  el  contor- 
no aparente  éfel  elipsoide  sobre  el  plano  horizontal;  en  tanto  qne  el  con- 
torno aparente  relativo  al  plano  vertical,  será  la  elipse  (A'C'DT',  AD) 
descrita  con  los  semi-ejes  0'A'=a  y  0'C'=c.  La  teicer  elipse  principal, 
que  tiene  por  semi-ejes  a  ¿  y  c,  se  halla  proyectada  sobre  B£y  C'F';  y 
la  hemos  abatido  aquí  según  EC.  En  cuanto  á  las  excentricidades  de 
estás  tres  elipses,  las  hallaremos  gráficamente  por  medio  de  las  relacio- 
nes conocidas 


t^  Va«--.í*,   t':^  V««-^,   y  ^"==  V&«. 


y  así  será  fácil  construir,  con  el  ausilio  de  las  cuartas  proporcionales,  las 
dos  distancias 

sobre  estas,  como  semi-ejes,  describiremos  una  elipse  ausiliar  aeS* 
y  en  seguida  una  hipérbola  ausiliar  a&y.  Hecho  esto,  tomaremos  sobre 
los  ejes  de  la  proyección  vertical,  dos  distancias 

con  tas  las  cuáles,  como  semi-ejes,  describiremos  una  nueva  elipse  ausi- 


(*)     Vedse  el  capítulo  XVtde  nuetra  Análisis  aplicada  a  la  Jeome- 
tríá  de  tres  climensíones.  * 
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lUir  ^UZ'  qoe  se  hajlará  ifri^mpre  fuera  del  elipsoide»  porque  sas  doa 
e}wM9n  evide«teiReme  mayores  que  a  y  e. 

737.  Swmdo  esto»  el  análíaís  nos  ensena  que  las  lineas  de  curbatura 
da  la  prímef  eapede  están  proyectadas  horizontalmente  según  las  hipér- 
Ma#  TU,  LS,  KR,....  y  verticalmente  según  las  ehpses  T'U',  L'0', 
K'R'y....  qoe  eon  los  datofii  precedentes  se  construyen,  del  modo  siguieu- 
le»  Después  de  haber  elejido  sobre  O  A  un  punto  arbitrario  T,  pero  si- 
tuado entre  O  y  a,  se  trazan  dos  coordenadas  Te  y  e9  de  la  elipse  ausi- 
lilur  ag;  en  seguida,  con  la  abscisa  OT  como  eje  real,  y  con  la  ordena- 
da 09  como  eje  imajinario,  se  describirá  uua  hipérbola  TU.  Hecho  esto, 
se  proyecta  el  punto  U  en  que  erta  hipérbola  ra  a  cortar  ai  contorno  apa- 
rente ABD,  a  U',  desde  el  cual  se  trazan  las  dos  coordenada  U'ir  y  n^  de 
la  elipse  auailiar  X'Z';  én  seguida,  con  la  abscisa  O'U'  y  la  ordenada  CFg 
pomo  semi-eJQs,  se  describo  una  elipse  i^TPW  que  es  la  proyección  vertical 
de  la  línea  de  purbatura  proyectada  ya  horizontalmente  según  TU.  Co- 
iiocenips  oiui  bien  que  esta  línea  de  curbatura  es  gausa,  pero  cerrada,  y 
qne  presenta  partes  simétricas,  encima  y  debajo,  delante  y  detras  de  los 
plaops  prínqipale9  del  elipsoide,  lo  que  motiva  que  sus  dos  proyecciones 
no  ocupen  sino  una  porción  limitada  de  la  hipérbola  o  de  la  elipse. 

738.  £n  cuaiito  a  las  líneafi  de  curbatura  de  la  segunda  especie,  es-  fig.  144. 
tas  se  proyectan  horizontal  y  vertícalmente  sobre  las  elipses  (f MV, 
^'WV')  y  (y\Nl,  vj'ÑT),....  que  se  construyen  del  modo  siguiente»  Des- 
pués de  haber  tomado  un  punto  arbitrario  V  entre  a  y  A,  se  trazan  lea 

dos  coordenadas  Yd  y  d4^  de  la  hipérbola  ausiliar  ay:  y  en  seguida,  so- 
bre las  rectas  OV  y  O^  como  semi*ejes,  se  describe  una  elipse  v]/y^.  He- 
cho esto,  se  proyecta  el  vértice  9  o  ^  de  esta  curba,  sobre  la  elipse  prin- 
cipal abatida  según  EC*,  y  se  levanta  el  punto  ^ "  a  7'  sobre  el  plano 
vertical;  trazando  en  aeguida  las  dos  coordenadas  f 'fe  y  fiVP  de  la  elipse 
ausüiax  X'Z',  obtendremos  los  dos  semi-ejes  O' W  y  0*f '  de  la  elipse 
que  busoGunos  ((iT'Vr,  y  solo  una  parte  de  ella  recibe  la  proyección  ver- 
tical de  la  linea  de  curbatura  que  es  también  cerrada  y  gausa. 

739.  Estudiemos  ahora  las  variaciones  de  forma  quQ  padecen  las 
líneas  de  curbatura  de  las  dos  especies,  cuando  los  puntos  T  y  V  se 
alejan  o  aproxiinan  fi  a.  Cuando  el  punto  T  está  en  O,  y  el  punto  Y  en 
Ai  la  proyección  de  la  primera  línea  de  curbatura  se  redoce  evidwte- 
m^nta  a  la  racta  30£,  y  la  segunda  se  convierte  en  la  dipse  ABD,  le 

53 
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que  nos  dice  que  las  mismas  dos  elipses  principales  EC"  y  ABDE  son  li- 
ncas de  curbatura;  con  efecto,  las  normales  del  elipsoide  tiradas  por  todos 
los  puntos  de  la  una  o  de  la  otra  de  estas  curbas,  están  situadas  en  su  pla- 
no, y  no  pueden  dejar  de  cortarse  consecutivamente.  Cnando  los  puntos 
Ty  V  se  aproximan  a  a,  la  hipérbola  TU  y  la  elipse  VMy  se  estrechan 
cada  vez  mas>  y  cuando  estos  puntos  hayan  llegado  a  a,  la  segunda  se  re- 
duce evidentemente  a  la  porción  de  recta  attíy  mientras  que  la  primera  es 
reemplazada  por  las  porciones  rectilíneas  aA  y  coD;  de  modo  que  ea  este 
caso  las  dos  líneas  de  curbatura  vienen  a  coincidir,  y  su  conjunto  nos  da 
la  elipse  principal  (AD,  A'C'D').  Vemos  pues,  que  el  punto  a  y  su  ho- 
mólogo (i)  determinan  sobre  el  elipsoide  cuatro  puntos  singulares  (se,  a'), 
(fZy  a''),  (u),  tú'),  (cD,  (t>"),  en  los  cuales  las  líneas  de  curbatura  de  las  dos 
especies  vienen  a  confundirse,  así  también  nos  lo  enseña  la  proyección 
vertical  en  la  que  las  elipses  ^T'U'  y  cp'V'W  se  abren  cada  vez  mas,  una 
en  sentido  horizontal,  y  la  otra  en  el  vertical;  o  mas  bien,^en  estos  cua- 
tro puntos,  la  dirección  de  las  líneas  de  curbatura  son  indeterminadas, 
según  lo  prueba  el  análisis,  y  la  curbatura  de  la  superficie  al  rededor  de 
^ada  uoo  de  ellos  es  uniforme;  de  modo  que  estos  son  cuatro  ombligos^ 
según  los  hemos  definido  en  el  núm.  692. 

740.  £1  Análisis  prueba  también  que,  sobre  el  plano  vertical,  todas 
las  elipses  de  las  dos  series  están  inscritas  en  el  rombo  X'Z'X^Z",  que 
precisamente  es  tanjeute  a  la  elipse  principal  A'C'D'F'  en  los  cuatro 
ombligos;  y  para  manifestar  una  aplicación  de  esta  bella  teoría,  vamos  a 
citar  lo  que  Monge  ha  escrito  sobre  este  asunto. 

741,  "  Si  se  tratase  de  embovedar  un  espacio  circunscripto  por  una 
elipse  en  la  proyección  horizontal,  no  se  podria  dar  a  la  bóveda  una 
superficie  mas  acomodada  que  la  de  la  mitad  de  un  elipsoide,  en  el  cual 
una  de  las  elipses  principales  coincidiese  con  la  elipse  del  nacimiento; 
y  suponiendo  que  esta  bóveda  debiese  ejecutarse  con  piedras  sillares, 
sería  preciso  que  la  división  en  dovelas  se  ejecutase  por  medio  de  las 
líneas  de  curbatura  cuya  construcción  hemos  dado  ya,  y  que  las  juntas 
fuesen  las  superficies  desarrollables  normales  a  la  bóveda.  Las  líneas 
M  división  en  dovelas,  trazarian  sobre  la  superficie  compartimientos  rec- 
tangulares susceptibles  de  decoración;  y  estos  mismos  compartimientos 
no  tendrjao  oada  de  fantástico;  porque  no  serian  sino  una  consecuencia 
necesaria  de  la  línea  que  se  nos  dio  primero,  que  fue  una  elipse;  pero  el 
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destino  del  local  podría  influir  en  la  elección  del  eje  que  entre  los  tres 
fuese  preciso  colocar  ve'rticalmente. 

**  Si  no  habiese  ninguna  razón  para  hacer-  al  eje  vertical  igual  a  uno 
de  los  ejes  horizontales;  los  tres  ejes  serian  desiguales.  En  esta  hipó- 
tesis, podría  el  eje  vertical  ser  mayor  que  los  otros  dos,  y  la  bóveda  se- 
ría entonces  peraltada;  dicho  eje  podría  ser  el  menor  de  los  tres,  y  en- 
tonces la  bóveda  sería  rebajada;  finalmente  podría  este  eje  estar  com- 
prehendido  entre  los  otros  dos,  y  entonces  la  bóveda  sería  media.  La  bó- 
veda peraltada  manifestará  en  jeneral  mas  atrevimiento  y  mas  dignidad; 
y  si  el  arranque  estubiese  a  una  grande  altura,  cualquiera  que  fuese  el 
destino  del  local,  la  bóveda  peraltada  sería  la  que  se  debía  emplear,  por- 
que su  gran  elevación  haría  aparecer  sus  dimensiones  verticales  meno- 
res que  lo  que  en  realidad  son;  una  bóveda  de  cualquiera  otra  especie 
quedaria  demasiado  achatada.  Como  en  la  bóveda  rebajada  se  disminuye 
mucho  el  volúmen^de  aire  que  comprehende,-  será  mas  favorable  a  la 
voz  de  un  orador.  Si  el  local  debiese  ser  iluminado  por  dos  arañas 
suspendidas  de  la  bóveda,  sería  preciso  que  esta  fuese  o  peraltada 
o  rebajada,  porque  en  estos  dos  casos,  tendría  su  superficie  dos  om- 
bligos, colocados  simétricamente  encima  del  eje  mayor  de  la  elipse 
horizontal,  y  estos  ombligos  que  se  hacen  mui  perceptibles  por  los 
compartimientos  distribuidos  al  rededor  de  elIos>,  serian  los  puntos  na- 
turales de  suspensión;  en  este  caso  podremos  disponer  de  la  tazón  que 
deban  tener  los  ejes,  para  que  estos  puntos  estén  espaciados  de  un  modo 
conveniente. 

'^  Por  el  contrario,  si  el  local  debiese  tener  cuatro  aberturas  grandes, 
o  si  la  bóveda  debiese  estar  sostenida  por  cuatro  grupos  de  columnas,  o 
finalmente  si  en  la  decoración  interior,  se  empleasen  cuatro  soportes 
distribuidos  simétricamente,  sería  preciso  elejir  la  bóveda  media  en  la 
que  los  cuatro  ombligos  están  siempre  en  el  arranque,  y  colocar  los  ma- 
cizos o  soportes  en  las  cuatro  estremidades  de  los  ejes,  porque  en  los 
alrededores  de  estos  cuatro  puntos,  y  lejos  de  los  ombligos,  es  donde 
las  líneas  de  curbatura,  aparentes  por  la  decoración  de  la  bóveda,  y  que 
ademas,  encuentran  todas  verticalmente  al  arranque,  se  desvian  mas 
lentamente  de  la  línea  de  mayor  pendiente  de  la  superficie. 

742.  ^'  £n  el  dia  se  ocupan  en  la  construcción  de  las  salas  para  los 
dos  consejos  déla  lejislatura;  el  sitio  de  que  se  ha  podido  disponer  has- 
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la  d  preciante  para  estas  salai»^  ha  obligado  a  dar  al  anfiteatro  lo^noa 
profundidad  enfrente  al  orador  que  a  loa  lados;  y  como  la  esperien- 
«eia  ha  ptobada  que  la  voz  alcanza  de  frente  a  mayor  distuncía,  pa- 
rece qw  esta  ea  una  dispocicion  enteramente  contraria  a  la  que  ae  de- 
bía adoptar.  J>e  todas  las  formas  prolongadas  que  se  pueden  dar  a  ua 
anfiteatro,  no  bai  ninguBa  cuya  lei  sea  mas  sencilla  y  mas  graciosa  que 
Jael^Híca;  par  consiguiente,  sería  preciso  que  la  sala  fuese  elíptica»  y  que 
<)Uipdaae  cubierta  por  ona  bóveda  de  la  forma  de  un  elipsoide  rebajado. 

^*  d  servicio  de  las  asambleas  lejislativas  exijo  que  haya  un  sitia  para 
4a  mesai  delante  de  ella  está  la  tribuna  del  orador.  Colocando  la  mesa 
en  uno  de  los  vértices  de-^la  elipse»  podríamos  destinarle  un  espa- 
rció suficiente  para  la  comodidad  del  servicio»  y  el  orador  se  ballaria 
«atnraUnente  colocado  bajo  uno  de  los  ombligos  de  la  bóveda;  y  el  anfi- 
teatro no  ociiparia  sino  la  parte  que  estuviese  delante*  Una  galería  que 
^íese  >Tneka  a  toda  la  sala  y  que  estuviese  bastant9  elevada  para  que 
«stwiese  bastante  separada  del  anfiteatro»  serviría  para  que  el  publico 
af  ccflocase*  La  sala  que  no  tuviese  tribuna  ni  ninguna  otra  especie  de 
iiyegularidad,  podría  decorarse  con  columnas»  haciendo  que  a  cada  unfi 
4^  estas  cotrespoadiese  una  moldura  en  la  bóveda»  dirijida  según  la  línea 
4o  curbatnra  ascendente*  Todas  estas  molduras»  verticales  en  su  arranque» 
ssa  encorbarán  al  rededor  de  uno  u  otro  ombligo^  para  volver  a  biyar  en 
496guida  a  plomo  sobre  las  i^olumnas  opuestas,  y  estaran  cruzadas  per- 
f^fendicularmente  por  otras  molduras  dobladas  según  las  lineas  de  la  otra 
.curbatnra.  Los  intervalos  de  estas  molduras  podrán  estar  abiertos»  ya  sea 
jpara  dar  luz  a  la  sala»  o  para  dar  salida  al  aire»  y  formarán  vidríeraa  mé- 
Aos  &ntásticas  que  los  rosetones  de  nuestras  iglesias  góticas*  Por  fin»  dos 
araSas  auspandidas  de  los  ombligos  de  la  bóveda»  a  cuya  suspensión 
liaracería  concurrir  toda  Ja  bóveda»  serviriao  para  iluminar  la  sala  du- 
i^te  la  noche* 

'<  No  entrarénras  ea  mayaros  pormenores  sobre  este  asunto;  bástanoa 
liabor  indicado  a  los  artiatas  no  objeto  simple»  cuya  decoración»  aun- 
qm  lotti  xica^  puede  no  tener  nada  arbitrariOf  poxque  principalmente 
4HHisis(e  en  manifestar  a  la  vista  de  todos  un  ornato  mui  gracioso»  aaca* 
do  de  lanaturaiaaa  misma  «del  ob)eta« " 

743.  Para  hacer  gne  el  depurado  144  fuese  apjicable  a  las  ideas  ^ne 
Acdbfi  dfi  asponcor  l^jua^BerÍM  preciso  distribuir  las  ¡ímm  de  curb»tnra 
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F9y«<?t«W»WPft  *  y,  y  d^  i^quí  99qqlij^íaHies  lo^  (¡íqs  fit^jpjl-.^jes  ^1%  y 
7i§,  4q  la  elipse  §T'Ü\  y  uq*  ve?  tc^^a^ifa,  qs^ft,  gp^  ^^rj^  pj,  pu^íR  T;\. 
que  proyectado  a  T  determinaría  los  vértices  y  l9«  ftje^  Tg,  e3  f!^^  Ifl^ 
hipérbola  pedida  TU.  En  cuanto  a  las  líneas  de  segunda  curbatura, 
ias  haríamos  pasar  por  puntos  que  dividiesen  a  la  semi-eüpse  EC"B 
en  un  numero  impar  de  partes  iguales;  y  proyectando  cada  punto  de 
división  cp"  a  v|/,  y  levantándolo  a  ^',  nos  daria  a  conocer,  como  en  el 
núm.  738,  a  los  semi-ejes  vfd  y  dV,  cp'/z  y  fíW,  de  las  elipses  v^Vcp  y 
'f'V'W,  según  las  cuales  se  proyecta  una  línea  de  la  segunda  cur- 
batura. 

744.  Hiperboloide  osculador  al  largo  de  una  jeneratriz  de  t^n^z^jo.  I4d. 
superficie  gausa  S.  Hemos  visto  (núm,  578)  que  si,  en  los  planos  tan- 
jentes  relativos  a  tres  puntos  M,  M'  y  M",  tomados  sobre  la  misma  jene- 
ratriz G,  se  trazaban  las  rectas  arbitrarias  M Q,  M'Q\  M"Q'^  y  las  adop- 
tábamos por  directrices  de  la  recta  móvil  G,  obtendríamos  de  este  modo 
un  hiperboloide  de  una  napa  que  se  identificaria  con  la  superficie  S  en 
todo  el  largo  de  la  recta  GMM'M'\  eg  decir,  que  tendria  en  cada  punto 
de  esta  línea  el  mismo  plano  tanjente  que  S;  de  modo  que  el  elemento 
superficial  MM'M"m"m'm,  indefinido  en  lonjitud,  sería  común  a  las 
dos  superficies.  Pero  hai  una  infinidad  de  hiperboloides  que  gozan  de 
este  propiedad,  supuesto  que  las  tres  directrices  M Q,  M'Q',  M"Q" 
pueden  trazarse  a  discreción  en  los  planos  tanjentes.  Pero  si  se  elije 
la  recta  QM  de  modo  que  sea  tanjente  a  la  curba  Ma  según  la  cual  es 
cortada  la  superficie  S  por  su  plano  tanjente  en  M,  sabemos  (núm.  731) 
que  esta  tanjente  tendrá  dos  elementos  Mm  y  mn  comunes  con  Ma,  y 
por  consiguiente  con  S:  lo  mismo  sucederá  con  las  rectas  M'Q'  y  M''<i", 
si  las  elejimos  tanjentes  a  las  secciones  MV,  M"a",  que  trazan  en  la 
superficie  los  planos  tanjentes  relativos  a  los  puntos  M'  y  M";  por  con- 
siguiente, adoptando  estas  tres  tanjentes  particulares  por  directiices  del 
hiperboloide,  este  último  tendrá  también  dos  elementos  superficiales 
MM"/w"m  y  mm^^n^^n  comunes  con  S,  y  se  llamará  hiperboloide  oscula- 
dor  de  esta  superficie,  al  largo  de  la  recta  asignada  GMM'M".  Gomo 
la  jeneracion  de  este  hiperboloide  no  contiene  sino  datos  enteramente 
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fijos,  será  único  y  presentará  con  la  superficie  S  un  contacto  mas  íntimo 
que  todos  los  otros;  ademas,  respecto  a  cualquier  punto  de  la  recta  GM ^ 
las  líneas  de  curbatura  de  S  serán  tanjentes  a  las  del  hiperboloide  os- 
culador,  y  estas  últimas  son  fáciles  de  determinar,  en  virtud  de  las  ob- 
servaciones del  num*  732. 


»i«#i^0H^f^<« 
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CAPITULO  PRIMERO, 

Teoremas  diversos. 


Reunimos  aquí  varias  proposiciones  relativas  a  las  teorías  anteriores,  que  entonces 
no  hubieran  tenido  una  aplicación  inmediata^  y  que  nos  serán  útiles  en  la  Pert- 
pectiva^  las  Sombras  y  la  Estereotomia. 


745.  Cuando  un  cilindro  penetra  a  una  esfera  por  una  curha  pla- 
na, la  segunda  rama  de  la  intersección  es  así  mismo  plana  :  ademas» 
esta  curha  de  salida^  que  es  un  circulo  igual  a  la  curha  de  entrada^  es 
perpendicular  al  plano  que  se  tire  formando  ángulo  recto  con  lacurba 
de  entrada  y  paralelamente  a  las  jcneratrices  del  cilindro. 

Conduzcamos  por  el  centro  de  la  esfera,  un  plano  de  proyección  quevto.l45. 
sea  paralelo  a  las  jeneratrices  del  cilindro  y  perpendicular  a  la  curba 
de  entrada:  esta  curba,  que  entonces  necesariamente  es  un  círculo,  es- 
tará representada  por  la  cuerda  AB  igual  a  su  diámetro,  y  las  jonera^ 
trices  CA  y  FB,  saldrán  de  la  esfera  por  los  puntos  A'  y  B'  que  están 
evidentemente  situados  sobre  el  mismo  círculo  máximo  que  A  y  B, 
mientras  que  una  arista  cualquiera  DM  saldrá  de  esta  superficie  por  un 
punto  cuya  proyección  M  caerá  sohre  la  recta  A'B'.  Con  efecto,  todas 
las  cuerdas  paralelas  AA',  BB',  MM',—.  comprehendidas  en  la  esfera, 
estarán  divididas  en  dos  partes  iguales  por  el  plano  OR  tirado  del  cen- 


Digitized  by 


Google 


4!¿4  LIBRO  IX.   ADICIONES. 

tro  perpendiculannente  a  su  dirección  común;  luego  las  ordenadas  EA, 
PM,  IB,  son  respectivamente  iguales  a  EA',TM',  IB';  y  en  virtud  de 
esto,  es  cierto  que  los  tres  puntos  A',  M'  y  B'  se  hallan  en  línea  recta; 
porque  A,  M  y  B  cumplen  con  esta  condición.  De  donde  resulta  que 
la  curba  de  salida  está  proyectada  sobre  la  recta  A'M'B',  y  que  según 
esto  ^5 /7/awa;  ademas,  cumple  mui  bien  con  las  otras  condiciones  del 
enunciado,  según  la  elección  del  plano  de  proyección  de  que  nos  hemos 
servido, y  en  virtud  deque  el  diámetro  A'B'  es  evidentemente  igual  al  AB. 

Observemos  que  si  el  cilindro  penetrase  a  la  esfera  por  un  círculo 
máximo  como  el  aOb,  la  curba  de  salida  sería  el  otro  círculo  máximo 
a'OJ';  y  para  construii*  mas  fácilmente  esta  última  curba,  que  la  encon- 
traremos en  el  depurado  de  las  Sombras  de  un  nicho,  bastará  emplear  un 
plano  de  proyección  que  sea  paralelo  a  loi  rayos  de  luz  y  perpendicular 
ala  curba  de  entrada,  porque  sobre  un  plano  situado  así,  se  proyectará 
la  curba  de  salida  según  una  recta. 

746.  Si  en  la  intersección  de  un  cono  con  nna  esfera,  la  curba  de 
entrada  es  plana,  la  curba  de  salida  lo  es  también. 
FIO.  146.  Adoptemos  por  plano  de  la  figura  el  que  pase  por  el  centro  de  la  esfera 
y  la  cúspide  del  cono,  y  que  al  mismo  tiempo  sea  perpendicular  a  la  cur- 
ba de  entrada,  y  designémosle  con  el  nombre  de  plano  horizontal.  La 
curba  de  entrada  que  precisamente  es  un  círculo,  estará  proyectada  se- 
gún una  cuerda  AB  de  la  esfera,  y  si  S  es  la  cúspide  situada  en  el  plano 
horizontal  que  hemos  elejido,  las  dos  aristas  SA  y  SB  irán  manifiesta- 
mente a  salir  de  la  esfera  por  los  puntos  ayb\  pero  decimos  ademas  que 
la  recta  ab  es  la  proyección  total  de  la  curba  de  salida.  Con  efecto,  si 
por  el  punto  de  la  superficie  cónica  que  está  proyectado  en  m  tiremos  un 
plano  vertical  A'mB'  paralelo  a  AB,  dicho  plano  cortará  al  cono  según 
un  círculo  cuyo  diámetro  será  A'B',  el  mismo  que  abatiremos  según 
A'm'B';  y  como  la  ordenada  w'm  del  cono  es  media  proporcional  entre 
las  dos  partes  de  este  diámetro,  tendremos  que 


mm^=  A'm .  awB'. 

y  como  ademas  los  dos  triángulos  7nA'a  y  mB'ft  son  semejantes,  per  te- 
ner el  ángulo  A'  igual  al  SAB  que  tiene  por  medida  al  mismo  arco  que 
el  ángulo  a¿B;  sigúese  que  estos  triángulos  nos  darán  Ja  igualdad 
siguiente: 
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A'm.  mB^7s=dm.  mh  y  de  aquí  mm^  =^am.  mh 

Esta  última  relación  prueba  que  la  ordenada  abatida  según  wmS  perte- 
nece también  al  círculo  vertical  descrito  sobre  ab  cotóo  diámetro,  y  ya 
que  este  nuevo  círculo  está  evidentemente  sobre  la  esfera  propuesta^ 
coíicluirénios  dé  aquí  que  el  estremó  dfe  la  ordenada  mm\o  elpnnto  del' 
cono  que  está  proyectado  en  m  se  halla  al  mismo  tiempoBobre  la  esfera. 
Como  esto  mismo  diríamos  de  cualquiera  otro  punto  del  cono  proyecta- 
do en  n  sobre  ah,  es  cierto  que  el  ptóno  vertical  aV  corta  al  cono  y  a  lá 
esfera  según  un  círculo  áwíco,qtie  es  la  segunda  rama  de  su  intersección 
o  \k  curha  de  8alida\  con  lo  que  queda  demostrado  el  teorema  enun- 
ciado. 

747;  Obiservemos  que  el  círculo  vertical  ah  es  precisamente  el  que 
se  llama  sección  antiparalela  del  cono  SAB  dé  base  circular;  porque  la 
primera  condición  con  que  debe  cumplir  esta  sección,  es  la  dfe  ser  per- 
pendicular ai /?Zano^nnc¿^aZ'  del  cono,  es  decir,  al  que  pasando  poír  Ik 
cúspide  S  y  el  centro  C  de  la  base  circular  AB,  es  ademas,  perpen- 
dicular a  esta  base;  y  este  plano^  coincide  evidentemente  con  el  de 
nuestro  depurado,  que  contiene  a  los  puntos  S^,  O  y  al  radio  OCl  La' 
sección  antiparalela  debe  en  seguidbíformar,  sobre^Vplano  prihcipal,  un 
triángulo  Sa*  semejante  sin  ser  paralelo  a  SAB;  cuya  condición  queda 
también  satisfecha,  pues  acabamos  déf  observar  que  los  ángulos  9ÁB  y 
^líir  tienen  la  misma  medida. 

748.  Cuando  dos  cilindros  dé  segundb grado  se  cortan  segün  laprt^ 
mera' cutida  VLAT^Á,  la  curbade  salida  es  también  platva*. 

Supongamos  qtre  \k  elipse  EMM^FN'N  sea  lá  curba  dfe  emfadk,  co^no.  I47f, 
mtm  a  los  dos^ cilindros  (el  mismo  razonamiento  es  también  aplicable  a' 
nna  hipérbola  oa^una  parábola);  tirando  en  este  caso  varios  planos  qniEf^ 
sean  paralelos  a  un  mismo  tiempo  alas  jeneratrices  de  los  dos  cilindros; 
estos  planos  tirazarán  en  la  elipse  cuerdas  MN,  JÍ1*N^....  que  serán  para-  . 
lelas  entre  sí)  y  ademas  cada  uno  de  estos  planos  coltará  a  los  crHndro&r 
según  cuatro  rectal;  las  que  corresponden  al  plano  secante  MN,  es  decirj; 
Jas  ISIÁ  y  NB,  Ma  y  NS,  fbrmarán  por  medio  dfe  sn  intersetxion,  un  para-* 
]el6gramd  MWNi/ií  cuyos  dos  vérticeís  m  y  wí  perteínecerán  manifiíertamen^ 
te  a  k  cnrba de  salida;  a^í  mismo,  esta cúrftapaisará por  Torpuntos  wi'  y 
n'  en  que  se  cortan  las  cuatro  aristas  M' A'  y  N'B',  MV  y  N^J*'  contenidas 
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en  el  plano  secante  M'N';  y  asi  de  las  demás.  Y  como  todas  las  diago- 
nales mtij  rn'n\....  son  evidentemente  paralelas;  pasarán  ademas  por  el 
medio  de  las  cuerdas  MN,  M'N',....  y  por  consiguiente,  encontrarán 
todas  al  diámetro  EF  conjugado  con  estas  cuerdas.  Luego  estas  dia- 
gonales formarán,  apoyándose  sobre  la  recta  EF,  una  superficie  preci- 
samente ^/ana,  que  contendrá  a  toda  la  curba  de  salida  wm'Fn'n,  y  así 
esta  última  cumple  ejiíactamentc  con  el  enunciado  del  teorema. 

749,  Vemos  ademas,  que  la  curba  mm'Fn'n  será  de  la  misma  espe- 
cie que  la  curba  de  entrada;  porque  para  las  abscisas  comunes  OP,  OP',... 
las  ordenadas  MP  y  mP,  MT'  y  mT',....  serán  evidentemente  propor- 
cionales; de  modo  que  en  el  caso  actual  las  dos  ramas  de  intersección 
serán  dos  elipses  que  tendrán  un  diámetro  común  EF.  Es  también  claro 
que  en  las  estremidades  de  este  diámetro,  las  tanjentes  ET  y  FV  de  las 
dos  curbas,  así  como  también  las  aristas  de  los  dos  cilindros,  serán  todas 
paralelas  a  los  planos  secantes  empleados  aquí  arriba;  por  consiguiente, 
Ips  cilindros  propuestos  tendrán  dos  planos  tanjentes  comunes  y  pa- 
ralelos* 

750.  Cuando  dos  superficies  de  segundo  grado  tienen  un  ejí;  común 
en  magnitud  y  posíciony  no  pueden  cortarse  sino  según  dos  cursas  pla- 
nas que  ambas  pasan  por  el  eje  común. 

no.  148.  Según  la  hipótesis  admitida,  las  dos  superficies  tendrán  el  mismo  cen- 
tro, y  haciendo  pasar  por  este  punto  el  plano  horizontal  de  proyección 
que  ademas  elejirémos  perpendicular  al  eje  común  (O,  O'C),  este  cor- 
tará a  las  dos  superficies  dadas  según  dos  curbas  de  segundo  grado  y 
concéntricas  ABDE  y  abde;  Pero  si  estas  últimas  se  encuentran  en  dos 
puntos  G  y  H,  habrá  precisamente  otros  dos  I  y  K,  diametralmente 
opuestos  a  los  primeros,  que  también  serán  comunes  a  las  dos  curbas. 
Entonces  el  plano  vertical  GI  cortará  a  las  superficies  propuestas  según 
dos  curbas  que  coincidirán  completamente,  porque  tendrán  los  mismos 
semi-ejesOG  y  O'C;  luego  esta  sección  común  será  una  de  las  ramas 
de  la  intersección  total  de  las  dos  superficies,  y  la  otra  rama  será  la  sec- 
ción también  común»  producida  por  el  plano  vertical  HK. 

Estos  mismos  raciocinios  son  aplicables  a  todas  las  superficies  de  se^ 
gundo  grado  que  tienen  un  centro,  ya  sean  o  no  de  la. misma  especie, 
con  tal  que  el  eje  común  sea  a  un  mismo  tiempo  real  o  imajinario  en 
las  dos  superficies. 
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751.  Si  la  primera  no  tuviese  centro,  su  eje  único  sería  infinito;  y 
por  consiguiente,  la  segunda  debia,  para  cumplir  con  el  enunciado  del 
teorema,  ser  también  un  paraboloide  que  tuviese  la  misma  cúspide.  En 
este  caso,  cortaríamos  a  estos  dos  paraboloides  con  un  plano  perpendicu- 
lar al  eje  común,  y  estas  dos  secciones  que  evidentemente  tendrian  el 
mismo  centro,  se  encontrarían  en  cuatro  puntos  diametralmente  opuestos, 
como  los  G  e  I,  H  y  K  en  la  figura  precedente;  de  donde  concluiríamos 
que  el  plano  conducido  por  la  recta  GI  o  HK,  y  por  el  eje  común,  corta 
a  los  paraboloides  según  dos  parábolas  que  como  tienen  el  mismo  eje, 
la  misma  cúspide  }'  un  punto  común  G  o  H,  se  confundirán  necesa- 
riamente. 

752.  Podremos  jeneralizar  el  teorema  del  núm.  750,  aplicándole  a 
dos  superficies  de  segundo  grado  que  tengan  dos  planos  tanjentes  comu-- 
nes  y  paralelos.  Con  efecto,  la  recta  que  una  los  puntos  de  contacto  de . 
estos  planos  será  un  diámetro  común  a  las  dos  superficies,  y  como  el 
plano  diametral  conjugado  con  este  diámetro,  debe  ser  paralelo  a  los 
planos  tanjentes  dados,  será  el  mismo  para  la  primera  y  segunda 
superficie,  y  cortará  a  estas  según  dos  curbas  concéntricas,  tales  como 
ABDE  y  ahde\  de  modo  que  el  plano  tirado  por  GI  o  HK,  y  por  el  diá- 
metro común,  producirá  en  las  superficies  propuestas  dos  secciones  que 
deberán  también  coincidir,  en  virtud  de  que  tendrán  dos  diámetros  con- 
jugados comunes  en  dirección  y  lonjitud;  luego  estas  superficies  se  carta' 
rán  según  dos  curbas  planas. 

753.  Un  caso  particular  de  este  teorema  se  presenta  en  el  encuen-  pío.  149. 
tro  de  dos  cañones  cilindricos  que  tienen  el  mismo  plano  de  arranque  y 

la  misma  montea.  Con  efecto,  si  el  círculo  AMNB  y  la  elipse  amnb  cuyos 
ejes  verticales  son  iguales,  representan  las  bases  de  esto«  cilindros,  que 
aquí  están  abatidas  al  rededor  de  los  ejes  AB  y  ab  situados  en  el  plano 
horizontal  del  arranque,  vemos  desde  luego  que  las  cuatro  jeneratrices 
AG,  BH,  aG  y  ¿K,  se  encontraráu  formando  el  rectángulo  GHIK.  Si  en 
seguida  cortamos  a  los  dos  cilindros  con  un  mismo  plano  horizontal,  ob- 
tendremos cuatro  aristas  que  saldrán  de  los  puntos  M ,  N,  m  y  91,  y  que 
necesariamente  se  encontrarán  en  pnntos  cuyas  proyecciones  M',  N', 
M^  y  N"  caerán  precisamente  sobre  las  diagonales  del  rectángulo 
GHIK;  poque  siendo  iguales  las  dos  ordenadas  jt^m  y  PM,  sabemos  que 
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hiB'úhAiikúa^ap  y  AP  serán  émrér  ai  cem^  \m  do8  ejeir  airy»  AH,  lo 'cuál 
liúi^ da^  lá' pttD{>orcío»' 

Ga:aM':;GK:KIj 

dé  dónde  concluimos  qué  el  punto  M^  está  enliiiéa  réótá  Cóti  (x  e  IJ  Dé ' 
rin  modo  semejante  próbárénius  qué  N^'  cae  sobré  lá*  niismd  díágoíiat, 
eri  táiíld  qué  Ñ'  y  M^  están  sobré  la  recta  HÍt/'y  así  la  irffefseccion  tó^ 
tal  dé  Ibs  ciíiridrós  propuestos',  sé  comjpbndrá  dé  las  dbá  elipse^  shitadkB^ 
éú  Ibs  planos*  verticales  Gl^y  HÍK, 

7^4.     Observación,  Ciíandb  dós'sírpéí-fi'cifes'ctiatesqtiíefa^áy  S*^sé* 
tocan  en  un  punto,  y  ademas,  se  cortan  según  una  curba  de  dóiá  ratotí^' 
que^aate  por  et' punto  que  secünstderb)  notéis  posible  halkfrlm  tanpsn- 
tes^de  eaCaératiiafi  en  el  p'nnto  múltiplo  pior  el iftétodo  de  los  planos  tan^ 
jebtes,^  porque  eslod' coinciden»  Peifost  se  sáslituyena  las  süp^fíGÍee  S 
y  &\  doe  superficie»  de  ségnodo  grad^  S^yS'  <)tfe  seaoosculadoras  de. 
las'prioieiraB^es  evidédtequela  ihterseceicHi  dé  Soón^S'  tendr^á^las  mia^ 
mb^taníentesque  la  intersección  de  S  con'S\  Y  como  ea  cada  superfí^- 
cié  S'aS'  hai  uin  ejje  o  o  c'  <fi>yia  lohjitud  e8'ari)itrariu  (i^úbi.  69&)i  aun- 
qne  siempre  est^  dtrijidasegitn  lie  noribal  al  punti^<}9ecoii»ideramnj  si 
tomamoB'este  eje'igaatpara'tino  y  ótf  o  ladoi>  áueedéFá-  q^e  laS'  superfimes- 
¿(y  S' se<  cortíi¥án  degán^dos  ourbaé^  (tlan&s  (nuoi,  750)y^cuy!as  pioyieccro- 
neé'8oére  tm  péano  perpenéUimlai'  a  laHormat,  se  ifedaciráo^des  reotes^ 
fáciles  de  construir,  estas  dos  rectas  serán  manifiestamente'^ en  este  ca* 
so  las  tanjentes  de  las  dos  ramas  de  la  intersección  de  Scon  S',  para  el 
púrítb'tói'úttipld  dé  (¡xxé  tratafrtiosi  Esté  rüéwdb  ítfjéttíéáír  tó  ba^dado^'M. 
TÁ\  ÓUtéi^,  enlíntf  m^étebri^  lúééñá  eú  el  cütfdéríifir2i  d^i  DiaYiodéiü' 
É^sVüétá  Phlifñéñícá)  y  datítórló  BarápKcádó  al  conoide  d&léÉ  Mt^sdh' 
pdt'  úHddi  éít  éaiíóií  cicíitár;  cuya*'  tktífeiitefir  betilbi^  Balfafdo'  per^  oím  ifie- 
¿Íió"{tííiíht6^)'. 

jiQ.  150,  755-  Dtí  LAfl  TAi^JBifTkS'dottwekADA^  o-  recíprocas.  Guarnió  ixpcone 
VMKN  está'  cireucfecnto^  a  uñar  s«perfitáe  dó^  seguado^  grado)  una  mrüta 
úuétqviera  VlNídd  este  Qonoyla^  tc^ehle  JVtT'  tiraáaala  curbada  oon- 
iaiíitb  MKN  pw  eV pie  de  estaaristay  son  siempre respevtieatnente para^ 
Ula»  á  dm  diñmethn'oon^ffetdosáé  la  seeeion  pf  educiday  ea  la  jniperfi*^ 
iCiey  popuWpiaiió  ¡iaralekr  aF  piaáo  tanjenté  VMT'- 
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Fara  deknoÉtrar  eete  teorema  (*),  adoptaremos  como  plano  de  la  figu- 
ra al  plano  diametral  que,  pasando  por  la  arista  MV  y  el  diámetro  VO, 
colte  a  la  superficie  según  uha  curba  NXMY  ala  que  será  tánjante  VM. 
Si  adelas,  tiramos  el  plano  diametral  conjugado  dé  YO,  la  sección  de 
este  plañe  éon  la  superficie  será  unú  cürba  EZY  paralela  y  semejante 
(aátn.  354)  a  NKM,  y  por  consiguiente,  fas  tanjcntes  YTy  MT'  serán 
paralelas;  lurago el  conjugado  He  OY  será  una  recta  OZ  paralela  a  MT\ 
Sentado  ésto,  como  los  tred  diámetros  OX,  OY  y  OZ  son  conjugados 
aatresí,  resolta  de  aquí  que  el  plano  XOY  de  la  figura  actual,  divide 
eadoá  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  paralelas  a  OZ;  esto  mismo 
sttcederá  con  el  diámetro  RY'  tirado  paralelamente  a  MV;  y  como  este 
diámetro  es  también  conjugado  de  OZ  en  la  sección  RZY',  que  es  tam- 
Wen  {Paralela  al  plano  tanjenieVMT',  queda  jnsitificado  el  enunciado  de 
<|ab  tratamos,  porque  OY'  y  OZ  son  respectiramentc  paralelas  a  la  aHs^ 
ta  VM  y  a  la  tanjente  MT\ 

756.  A  éstas  dos  tanjentes  de  ía  superficie  se  les)  ha  dado  también 
qJ  nombre  do  redpracM^  porque  si  colocásemos  sobre  MT'  la  cus- 
pide, de  un  nuevo  cono  circunscrito  al  elipsoide,  la  curba  de  contacto  dé 
este  cono  tendría  por  tanjente  a  la  recta  MV.  Con  efecto,  la  sección 
dada  en  la  superficie  propuesta  por  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente 
OA  M  sería  la  curba  RZY',  cuyo  diámetro  OZ  paralelo  a  MT'  tiene  por 
conjugado  a  OY':  y  así  es  que  la  tanjente  a  la  nueva  curba  dé  contacto, 
que  según  el  teorema  precedente,  debe  ser  paralela  a  OY\  no  podrá 
ser  sino  MV  que  es  la  que  cumple  con  esta  condición. 

757.  Esta  reciprocidad  y  el  teorema  del  nüm.  755  en  que  está  fun-pio.151. 
dada,  se  estienden  con  facilidad  a  un  cono  circunscrito  a  una  superficie 
cualquiera  S.  Porque  sean  AMB  la  curba  de  contacto  de  estas  dos  su- 
perficies, MT  una  de  sus  tanjentes,  y  VM  la  arista  del  cono  que  ternñna 

en  el  piínto  de  contacto;  puede  mirarse  a  esta  arista  (nüm.  182)  como 
fa  intersecciort  de  dos  planos  tanjentes  infinitamente  próximos,  tirados 
desdi^  ta  cúspide  V  a  la  superficie,  y  cuyos  puntos  de  contacto  py  q  con 
Sysa  hftWen  sobre  ta  curba  AJVlB.  Figurémonos  ahora  eF  elipsoide  o  él 


(*)     Se  le  debe  á  M.  Dupin,  peto  aquí  le  demosttantos  de  un  modo 
diferente,  sin  necesidad  de  pasar  por  él  intermedio  de  an  cilindro. 
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hiperboloide  S  que  fuese  osculador  de  S  en  M;  en  los  alrededores  de 
este  punto,  las  superficies  S  y  S  tendrán  dos  planos  tanjentes  consecu- 
tivos comunes;  luego  los  puntos ^7  y  q  pertenecerán  tannibicn  a  la  curba 
de  contacto  A'M'B'  del  cono  que,  teniendo  su  cúspide  en  V,  estuviese 
circunscrito  a  S;  y  por  consiguiente,  esta  última  curba  tendrá  también 
por  tanjeute  a  MT.  Pero  sabemos  (núm.  755)  la  relación  que  existe  en- 
tre MV  y  MT  en  la  superficie  2]  luego  también,  relativamente  a  una 
superficie  cualquiera  S,  la  arista  del  cono  circunscrito  y  la  tanjente  a 
la  curia  de  contacto^  son  respectivamente  paralelas  a  dos  diámetros  con- 
jugados  de  la  sección  dada  paralelamente  al  plano  tanjente^  en  la  su- 
perficie de  segundo  grado  osculadora  de  S;  y  estas  dos  tanjentes  nos 
presentan  también  la  reciprocidad  enunciada  en  el  núm.  756. 

758.  Este  teorema,  que  nos  será  muí  útil  en  la  perspectiva  de  nn 
toro  y  de  un  pedestal  de  estatua  o  vaso,  subsiste  también  en  un  cilindro 
circunscrito  a  una  superficie  cualquiera  S,  porque  podemos  suponer  que 
BU  cúspide  V  está  colocada  a  una  distancia  infinita  sobre  MV;  y  será 
fácil  estenderle,  valiéndonos  de  consideraciones  semejantes,  a  cualquiera 
superficie  desarrollable  que  esté  circunscrita  a  la  superficie  dada  S. 


CAPITULO  ir 

Método  de  los  planos  de  acotación  (*). 

759.     Para  representar  los  puntos  y  las  líneas,  hemos  visto  que  era 
suficiente  señalar  sus  proyecciones  sobre  dos  planos  fijos,  y  que  de  aquí 


C*J  La  mayor  parte  de  este  artículo  está,  en  sustancia,  sacado  de 
las  lecciones  redactadas  en  1831 2^ara  la  Escuela  de  Aplicación  de  Metz, 
por  el  capitán  de  Injenieros  M.  Noizet,  que  ha  coordenado  y  perfeccio- 
nado de  este  modo  los  elementos  de  los  planos  de  acotación,  aun  cuando 
se  hábian  empleado  ya  por  gtros  injenieros. 
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podíamos  deducir  todo  cuanto  interesase  en  las  distancias  de  estos  pun- 
ios,  la  forma  de  estas  líneas  o  de  las  superficies  a  que  pertenecían,  &a. 
Pero  en  ciertos  casos,  como  en  los  dibujos  de  Fortificación  o  de  Topo- 
grafía, es  mas  cómodo  definir  los  objetos  solo  ]jorsu  proyección  horizon- 
tal, ala  cual  se  agregan  las  acotaciones  que  indican  la  altura  de  los  di- 
versos puntos  sobro  un  plano  horizontal  fijo,  que  siempre  se  supone 
mas  bajo  que  todos  los  objetos  de  que  se  trata.  Es  evidente  que  este 
método,  cu  el  cual  no  se  emplea  sino  un  solo  plano  de  proyección^  es 
no  obstante  suficiente  para  determinar  completamente  la  posición  de 
cada  punto,  porque  la  acotación  de  este  reemplaza  a  su  proyección  ver- 
tical, y  aun  podra  también  servir  para  hallar  esta  proyección,  si  así  se 
desease.  En  virtud  de  esto,  vamos  a  ver  que  según  esta  marcha,  se  re- 
snelven  con  facilidad  todos  los  problemas  elementales  de  Jeometría  des- 
•  criptiva,  y  de  un  modo  que  se  presta  mejor  a  las  traducciones  nuniéricas 
a  que  nos  vemos  obligados  a  recurrir  en  la  Fortificación;  porque  en  esta, 
los  datos  y  los  resultados  de  un  problema  presentan  dimensiones  muí 
considerables  para  poderse  espresar  en  los  dibujos  de  otro  modo  que  por 
una  e:r£r¿i/a  de  reducción.  Agreguemos  a'esto,  que  en  la  Fortificación,  el 
poco  relieve  que  la  mayor  parte  de  los  objetos  tienen  sobre  el  terreno, 
comparado  con  sus  dimensiones  horizontales,  haría  que  fuese  incómodo 
el  emplear  un  plano  vertical  de  proyección,  sobre  el  cual  el  mayor  nu- 
mero de  rectas  qne  se  considerasen  serian  casi  horizontales,  e  irían  a 
encontrarse  mui  lejos. 

760.  Observemos,  ademas,  que  habiéndose  en  un  principio  hecho 
^iSQ  de  este  método  de  descripción  para  las  acotaciones  submarinas  refe- 
ridas al  nivel  del  mar,  ha  prevalecido  el  uso  de  contar  las  ordenadas  ver- 
ticales de  arriba  a  bajo,  mirándolas  como  verdaderas  sondashn]diáfiB  de 
un  plano  de  comparación  horizoutal  situado  encima  de  todos  los  objetos 
que  se  consideran;  mientras  que  el  plano  de  proyección  sobre  el  cual  se 
opera,  lo  consideramos  horizontal  y  colocado  a  una  distancia  arbitraria 
debajo  de  estos  mismos  objetos.  Por  lo  demás,  estos  convenios  no  harán 
mas  difícil  la  evaluación  de  la  diferencia  de  nivel  de  dos  puntos  dados; 
pero  será  preciso  recordemos  que  el  pantoque  está  afectado  de  la  aco- 
tación mayor  está  nuis  bajo  que  el  otro. 

761.  En  virtud  de  esto,  estará  representado  un  punto  por  su  pro-LAM.e^. 
ycccion  y  su  acotación,  como  el  que  está  indicado  por  (12™,  5)  de  la  ''®-  *• 
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fig.  1.  Sin  embargo,  si  hubiese  mtTChos  pontos  &otable6  BÍtuadeSsobM 
la  misma  vertical,  sería  preciso  escribir  la  acotación  de  cada  uno  dé^ 
ellos  al  lado  de  esta  proyección  común. 
FiG.  1.  762.  Una  recta  queda  definida  por  suproyecciún  y  las  acútacionté  rf* 
DOS  de  sus  puntos.  De  aquí  sería  fócil,  por  medio  de  un  trapecio  abatida^ 
concluir  gráficamente  la  loojitud  de  una  porción  de  esta  recta,  so  incK- 
nacion  sobre  el  horizonte,  la  acotación  de  otro  tercer  punto  de  esta  tíñét^ 
dado  por  su  proyección;  o  recíprocamente  la  proyección  de  un  putito 
definido  por  su  acotación;  pero  como  para  las  aplicaciones  que  aquí  nú9 
hemos  propuesto,  sería  preciso  concluir  por  valuar  estx)s  resultados  en 
números,  será  mas  exacto  y  mas  cómodo  el  construir  desde  luego  la 
escala  dependiente  de  la  recta  propuesta,  ^enn,  por  ejemplo  (14**,  7)  y 
(13*,  5)  loa  dos  puntos  dados;  principiaremos  por  indagar  el  intervalo 
L  que,  en  la  proyección  de  la  recta,  separa  dos  puntos  cuyas  atotaoid- 
nes  se  diferencien  un  metro,  esto  evidentemente  lo  conseguiremos  por 
la  proporción  siguiente,  en  la  que  D  representa  el  intervalo  de  ]ñé  dos 
proyecciones  dadas : 

(14«,7— 12*,5):D  ::  1"  :  !=« -D. 

Y  así,  después  de  haber  valuado  a.D  en  partes  de  la  escala  tióttítOAfAt 
del  dibujo,  calcnlarémos  fácilmente  la  lonjitud  L;  y  si  tomados  los 
¿  de  esta  lonjitud  por  la  parte  de  abajo  del  punto  (14"",  7)  obtendrémosr  él 
punto  que  tiene  la  acotación  15°".  En  seguida,  si  partiendo  de  este  último 
punto,  tomamos  la  lonjitud  L  muchas  reces  subcesivas,  hallai^mos  \oé 
pontos  que  corresponderán  a  las  acotaciones  H"*,  19^$  l^y*?  y  nobabtá 
mas  que  subdividir  uno  de  estos  intervalos  en  diez  partes  iguales,  par» 
completar  la  escala  dependiente  de  la  recta  propuesta. 
FIO.  1 .  763.  Sentado  esto,  representemos  por  A  la  proyección  asígnatfa  a 
un  punto  situado  sobre  esta  recta,  y  cuya  acotación  se  nos  pide.  Si  A  cae 
entre  las  divisiones  13"  y  14*,  por  ejemplo,  tomaréiMOé  eon  el  cfompésla 
distancia  Aar¿s<me»2  del  punto  A  al  punto  IS"*,  y  trasladándola  en  segui- 
da sobre  la  parte  de  la  escala  dé  pendiente  que  está  subdívidida  en  d'écí- 
metros,  veremos  cual  es  el  número  de  decímetros  que  es  preciso  agi-egar 
a  IS'^^paraobtoner  la  acotación  del  punto  proyectado  en  A,  Los  een- 
tímelros  podrán  estimarse  a  ojo. 
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Osn  la  Bilmva  facilidad  hatlar^mos  la  info^ieocion  de  mt  ponito  ct^ci 
acotación  se  nos  dé 

76tt,  Para  obteoor  ta  Tordad^m  distancia  de  dos  pwrtos  de  la  'nscta, 
dados  por  «as  proy^ccione^^  hallaremos  eo  primer  lugar  ^ns  acotacio- 
nes;'en  sej^nida,  calentaremos  la  hipotemisa  de  un  triángulo  rectángiflo 
enjra  altara -sea  la  diferenciadle  estas  acotaciones,  y  su  base  igual  a  los 
intervalos  de  las  di^s  proyecciones,  apreciada  en  metros  «obre  ta escata 
horizontal  del  dibujo. 

765«    £a  cnanto  a  la  pendiente  de  la  recHa,  entendemos  por  ella  la  fio.  i. 
taníente  Iri^oBométréca  del  ángulo  que  esta  linea  forma  ooa  ol  hori^^otb- 
Ut;  es  decir,  la  diferencia  de  nÍTol  de  dos  puntos  de  esta  recta,  dividida 
fnr  la  distancia  de  siks  ptx>yeccioiies.  Y  así,  tef^pecte  a  la  recta  citaáft 
iitun.  762,  s»  pendiente  está  espresada  por  la  fracción 

14,  7—12,  5        1 
D  L' 

m  nos  recordamos  que  L  representa  aquí  el  intervalo  que  separa  las 
froyecciones  de  los  dos  puntos  cuyas  acotaciones  se  diferencian  en  tm 
metro,  y  que  es  preciso  estimar  esta  lonjitod  en  partes  de  la  escala  hori* 
zontal  del  díbnjo.  Esta  regla  se  enuncia  tambieti^  diciendo  que  la  pen^ 
diente  de  ana  recta  es  la  ratón  de  la  altura  aja  base* 

786.  Recíprocamente»  si  se  nos  da  la  proyección  de  una  recta  y  la  fio.  i. 
acotación  14"^,  7  de  uno  de  sus  puntos,  con  la  pendiente  ^  que  debe 
tener  esta  línea,  tomaremos  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  una 
lonjitad  ignal  a  3  metros,  que  aplicada  a  continuación  del  punto  (14"*,  7) 
nos  dará  por  resaltado  el  punto  que  debe  tener  la  acotación  (13°^,  7).  En 
este  caso,  conocemos  dos  pontos  de  acotación  de  la  recta,  y  por  con» 
•iguiento,  conoceremos  también  su  escala  de  pendiente  lo  mismo  que 
en  el  núm.  762. 

767.  Tirar  por  unpnnto  dado  (10°*,  6)  una  recta  paralela  a  una  piq.  i. 
recta  conocida  ya.  Tiraremos  por  el  punto  dado  una  paralela  a  la  pro« 
yeccion  de  la  primera  recta,  y  esta  evidentemente  será  la  proyección  de 
la  segunda.  En  seguida,  como  estas  dos  rectas  deben  tener  la  misma  pen- 
diente, si  unimos  el  punto  (10",  6}  de  la  segunda  con  el  punto  afectado  de 
la  misma  acotación  en  la  primera,  y  si  en  segoida  tiramos  paralelas  a  esta 
linea  de  unión,  por  las  divisiones  enteras  de  la  primera  recta,  inmediata* 
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mente  formaremos  la  escala  de  pendiente  de  la  recta  pedida,  que  según 
esto  quedará  completamente  determinada. 
FIO.  I.  768.  Cuando  la  primera  recta  solo  se  nos  dé  por  medio  de  dos  de  sus 
puntos  de  acotación  (14"*,  7)  y  (12",  5),  tomaremos  el  intervalo  D  de  es- 
tas proyecciones  debajo  del  punto  (10"^,  6),  y  obtendremos  otro  segando 
punto  de  la  nueva  recta,  que  evidentemente  tendrá  por  acotación  a 
(lO^^jG+S^'jS)  o  (12™,  8).  Hecho  esto,  acabaremos  la  escala  de  la  recta 
pedida,  como  en  el  núm,  762. 

769.     Una  curba  aislada  se  representa  por  su  proyección  horizontal 
acompañada  de  las  acotaciones  de  cierto  numero  de  puntos  de  ella,  toma- 
dos bastante  próximos  para  que  a  ojo  pueda  apreciarse  el  curso  ascen- 
dente o  descendente  de  esta  línea,  o  para  que  los  arcos  intermedios  pue- 
dan mirarse  como  rectas.  Pero  casi  siempre  las  curbas  están  relacionadas 
con  superficies  que  mui  pronto  enseñaremos  jbl  representar;  y  esta  es  la 
razón  porque  no  nos  detenemos  mas  sobre  este  asunto. 
LAM.624      770.  Un  plano,  cuando  es  una  magnitud  que  realmente  existey  está, 
''^'  ^'  por  consiguiente,  limitado  por  todas  partes,  se  representa  por  la  proyec- 
ción de  su  contorno,  y  cada  ángulo  de  este  debe  tener  su  acotación,  se 
le  agregan  cierto  numero  de  secciones  de  nivel  que  en  el  caso  presente 
son  rectas  paralelas  a  su  traza  horizontal.  Estas  secciones  que  se  elijen 
equidistantes  y  separadas,  por  ejemplo,  un  metro  en  el  sentido  ver- 
ticalf  deben  estar  señaladas  en  sus  dos  estremos  con  una  acotación 
común;  si  en  seguida  trazamos  una  perpendicular  a  estas  horizontales, 
esta  evidentemente  será  la  proyección  de  la  línea  de  mayor  pendiente  del 
plano  propuesto;  y  acotando  los  puntos  en  que  la  encuentran  las  hori- 
zontales anteriores,  constituirá  lo  que  se  llama  escala  de  pendiente  del 
plano  de  que  tratamos,  la  cual  jeneralmente  se  indica  por  una  línea 
doble.  Este  modo  de  representar  estos  objetos,  equivale  a  mirar,  como  lo 
hemos  hecho  en  la  Jeometría  descriptiva,  a  un  plano  como  enjendrado 
por  una  do  sus  horizontales  que  resbaba,  paralelamente  a  sí  misma  so- 
bre la  línea  de  mayor  pendiente  de  este  plano. 
FiG.  2      771.     Cuando  un  plano  es  üimitadoj  y  no  existe  realmente,  se  le  re- 
C^**)-  presenta  solo  por  una  de  sus  horizontales  acotada,  con  su  escala  de  pen- 
diente graduada;  así  se  asigna  la  jeneratriz  y  la  directriz  de  esta  super- 
ficie para  determinarla  completamente.  Muchas  veces  nos  contentamos 
con  señalar  la  escala  de  pendiente  graduada,  porque  de  aquí  se  pued^»" 
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deducir  trazas  horizontales  acotadas  cuantas  se  quiera,  porque  estas 

son  siempre  perpendiculares  a  la  dirección  de  la  escala. 

772«  Cuando  un  plano  es  horizontal,  no  existe  su  escala  de  pen- 
diente, pero  todos  los  ángulos  de  su  contorno  tienen  la  misma  acotación; 
o  bien,  si  este  plano  es  indefinido,  se  le  espresa  por  el  plano  horizontal 
de  la  acotación  n.  Si  el  plano  dado  es  vertical,  le  representaremos  por  su 
traza  horizontal  solamente. 

773.  Determinar  al  plano  que  pasa  por  tres  puntos  dados  (9",  4),  fio.  2 
(14")  y  (17"*).  Uniremos  por  medio  de  una  recta  el  primero  y  el  último 

de  estos  pantos,  y  valiéndonos  de  una  proporción  análoga  a  laque  he^ 
mos  empleado  en  el  núm.  762,  hallaremos  sobre  esta  recta  un  punto 
que  tenga  por  acotación  a  14"", :  en  cuyo  caso  la  recta  que  reúna  este 
último  punto  con  el  segundo  de  los  puntos  dados,  será  evidentemente 
una  horizontal  del  plano  pedido;  y  una  paralela  tirada  por  el  punto 
(17°*)  será  otra  segunda  horizontal  de  este  plano,  cuya  escala  de  pen- 
diente será  en  este  estado  mui  fácil  de  señalar  y  graduar. 

El  mismo  procedimiento  se  aplicará  también  al  caso  en  que  el  plano 
pedido  debiese  pasar  por  un  punto  y  una  recta  dada;  y  si  esta  recta  es- 
tuviese acompañada  de  su  escala  de  pendiente,  la  solución  sería  aun 
mas  sencilla. 

774,  Tirar  por  una  recta  dada  un  plano  cuya  pendiente  sea  - .  De-  lam.  ñ% 

W  PIGf,3. 

ben  conocerse  a  lo  menos  las  acotaciones  de  dos  puntos  de  esta  recta,  que 
aqní  son  10"  y  12",  5;  mirando  en  este  estado  al  primer  punto  como 
la  cúspide  de  un  cono  recto  cuyas  jeneratrices  tuviesen  la  inclinación 

-  (núm.  765),  sería  preciso  y  evidentemente  bastaria  tirar  un  plano 

'tanjente  a  este  cono  que  pasase  por  el  segundo  punto.  Pero  si  describi- 
mos un  círculo  que  tenga  por  centro  a  la  proyección  del  punto  (10"),  y 
por  radio  una  lonjitud  tomada  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  e 
igual  a  n  veces  la  diferencia  2",  5  de  las  acotaciones  de  los  puntos  dados, 
este  círculo  será  la  traza  del  cono  en  cuestión  sobre  el  plano  horizontal 
que  pase  por  el  punto  inferior  (12",  5);  luego,  tirando  por  este  último 
punto  do»  tanjentes  a  este  círculo,  obtendremos  las  trazas  horizontales 
de  dos  planos  que  satisfarán  al  problema;  y  de  aqní  se  deducirán  con 
suma  facilidad  sus  escalas  de  pendiente,  porque  conoceremos  sus  direc- 
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cJOBes  y  la  acotación  de  dos  puntos  de  cada  una  de  ellas.  Tambiea 
remos  con  facilidad  que  el  problema  no  admitirá  sÍMp  «aa  aoladott  o 
Mrá  imposible,  según  la  pendiente  asignada  sea  ¡goal  a  la  de  la  wcta 
dada»  o  menor  que  esta  últi'ina. 

•  775.  Cuando  la  recta  definida  por  los  dos  pantos  acotados,  esté  imii 
poco  inclinada,  el  método  precedente  nos  conduciria  a  trazar  «n  círcalo 
mui  pequeño,  y  por  lo  tanto,  poco  cómodo  para  el  objeto.  En  este  caso, 
tomaremos  un  plano  horizontal  inferior  álos  dos  puntos,  y  acotado  en 
número  entero;  describiremos  en  seguida  sobre  este  plano  dos  circn^ 
ios  cuyos  centros  sean  las  proyecciones  de  los  dos  puntos  propuestos,  y 
que  los  radios  sean  n  veces  la  altura  de  cada  uno  de  estos  puntos  sobre 
este  plano  hori;sontal.   Da  este  modo  tendfénK>s  las  bases  de  dos  eonoB 

cpya  pendiente  será  -  ,  y  no  habrá  mas  que  tirar  un^  tunjeot^  aoqaoa 

a  efiftos  dos  círculos. 

776.     Si  la  recta  dada  fuese  horizontal,  conoceríamos  iraedíatamente 
la  proyección  de  la  escala  de  pendiente  del  plano  que  buscamos;  y  en 

seguida^  como  nos  es  dada  la  inclinación  -  ,  no  bcibrá  xaos  quQ  tomar 

sobre  esta  escala,  partiendo  de  la  recta  propuesta,  una  lonjitud  de  n  me- 
tros inedidos  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  y  el  estreno  d^  ^ta 
lonjitqd  corresponderá  a  un  punto  de  la  escala  de  pendiente,  cuya  acota- 
^\)U  será  un  metro  m^nor  que  ei  punto  situado  sobre  la  recta  dada.  Co- 
Qio  4^  Q^te  modo  tenemos  dos  puntos  acotados  de  asta  escala  de  pon- 
4Í9nte,  pera  mui  fácil  concluir  su  graduación. 
FI0.4.      777,    Por  un  pi^nta  10™,  3  ííitmclQ  sphr^  un  plana  dadPt  trax^r  zo- 

hre  este  plano  una  recta  cuya  pendiente  sea  -,  Tra??LréroQ3  uaft  hpri* 

atORtal  de  este  plano  cuya  acotación  S3  diferepele  de  la  del  punto  dado, 
en  4^,  por  ejemplo;  en  seguida,  con  un  radio  igual  a  4  veces  la  base  n  ds 
la  pendiente  «signada,  y  desde  el  punto  dado  como  centro,  describiré- 
noa  un  arco  de  círculo  que  al  cortar  a  la  horizontal  elejida,  nos  dará  a 
^anocer  el  puqto  que  se  debe  unir  eon  el  punto  dado,  para  obtener 
la  reeta  pedida.  Conocemos  que  en  jeneral  este  problema  tendrá  dos 
solucionesi  pero  se  reducirán  a  una  %o\%  o  serán  imposibles,  si  la  peu- 
dieate  asignada  a  la  recta,  iguala  o  excede  a  la  del  plano  dado. 
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778.  Dítda  la  proyección  de  im  punto  9Ítuadv  tobre  un  plano  €om- 
oida,  hallar  la  acaíatian  de  ertt  punto.  Tiraremos  por  esta  proyecctotí» 
una  perpendicular  a  la  escala  del  plano,  y  la  acotacioo  del  punto  de  en- 
cuentro será  la  del  punto  propuesto. 

Sino  estayiese  construida  la  escala  del  plano,  y  este  estuviese  Bola- 
mente representado  por  varias  horizontaleSi  podríamos  aplicaí'  ai  piiiitt> 
propuesto  una  regla  ditridida  en  milímetros  colocándola  de  ihddo  que  dds 
divisiones  enteras  cayesen  sobre  las  horizontales  vecinas;  de  eate  modi» 
sfiTOciaríamds  inmediatamente  la  fracción  de  metro  que  es  preciso  agre- 
gar a  la  acotaci<m  de  la  horiscontal  superior  para  obtener  la  accttadoD 
del  punto  do  que  se  trata. 

779.  Hallar  la  intersección  de  dús  plaHos  dddos.   En  cada  pliEÚio  Fftib.  5. 
tvaaarémos  dos  horizontales  que  tengan  respectivamente  las  mismas  acó-* 
taciooes;  y  el  encuentro  de  estas  cuatro  rectas.nos  dará  a  conocer  dob 
puntos  acotados  de  la  intersección  pedida,  lo  cual  determinara  sta  pro- 
yección y  pendiente. 

780.  Cuando  las  horízsontales  de  los  dos  planos  propuestos  ae  eñ*-  fio.  6. 
enentran  demasiado  lejos,  se  hace  uso  de  dos  planos  üuúlimne$  que, 
cortando  a  cada  uno  de  los  planos  dados  según  dos  rectas^  lios  daiús 

a  conocer  dos  puntos  de  la  intersección  que  buscamos. 

Así  mismo,  si  los  dos  planos  dados  tuviesen  sus  hotízototaiM  respec- 
tivamente paralelas,  bastaría  un  solo  plano  ausíliar,  porque  entóneos  bi 
intersección  pedida  debia  también  ser  parálela  a  las  horizontales  inri- 
tnttivas. 

781.  Hallar  la  intersección  de  una  recta  y  de  un  plano  dada.  -Por  fiq  7. 
la  recta  propuesta  conduciremos  un  plano  ausiliar  cuyas  hofizoirtaiM 
serán  dos  paralelas  tiradas  arbitrariamente  por  dos  puntos  de  esta  reotá; 

en  seguida,  indagando  la  intersección  de  este  plano  aueiliar  eoft  «1  pla^ 
no  dado,  está  intersección  cortará  a  la  recta  propuesta  en  el  pdoto  qttsf 
se  nos  pedia. 

782.  Del  mismo  modo  hallaremos  el  punto  de  encuentro  de  dos  fio.  8. 
rectas  dadas,  que  estuviesen  situadas  en  el  mismo  plano  vertical.  Por- 
que dirijiendo  por  cada  una  de  ellad  nn  pknp  arbitrario,  ii*á  la  ialerpee*- 
don  de  estos  dos  planos  a  pasar  por  el  punto  que  buscamos,  cuya  aco- 
tación se  estimará  en  seguida,  como  en  el  nám,  76S. 

783.  Por  un  medio  análogo,  podremos  reconoccir  sí  dos  nsetai  ém- 
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das,  cayaa  proyecciones  son  diferentes,  se  cortan  efectivamente;  porqne, 
en  este  caso,  será  preciso  que  la  intersección  de  los  dos  planos  arbi- 
trarios conducidos  por  estas  rectas,  vaya  a  pasar  por  el  punto  común  a 
las  dos  proyecciones  dadas. 

LAM.  63.  784,  Tirar  por  un  punto  dado  (10"*,  4)  un  plano  paralelo  a  un 
*  plano  dado.  La  escala  de  pendiente  del  plano  que  buscamos,  será  pa- 
ralela a  la  del  plano  conocido,  y  pasará  por  el  punto  dado.  Ademas,  como 
la  inclinación  debe  ser  igual,  bastará  unir  el  punto  (10°^,  4)  con  el  que 
tiene  la  misnia  acotación  en  la  escala  dada,  y  en  seguida,  tirar  a  esta 
Línea  de  unión,  paralelas  por  las  otras  divisiones  de  la  escala  del  plano 
conocido. 

Fi6. 10^  785.  Tirar  por  dos  rectas  dadas,  dos  planos  que  sean  paralelos  entre 
sí.^  Por  un  punto  de  la  primera  recta,  tiraremos  una  paralela  a  la  segun- 
da; y  por  un  punto  de  esta,  una  paralela  a  la  primera  recta.  Hecho  esto, 
y  conduciendo  un  plano  por  la  primera  y  la  tercera  recta,  y  en  seguida, 
otro  por  la  segunda  y  la  cuarta,  manifiestamente  hallaremos  los  dos 
planos  pedidos.  Conocemos  bien  que  estos  se  reducirían  a  uno  solo,  si 
las  rectas  primitivas  se  cortasen;  o  que  serian  indeterminados,  si  fue- 
sen paralelas. 

786.  Bajar  desde  un  punto  dado  (8"*,  2),  una  perpendicular  a  un 
piano  conocido.  La  proyección  de  esta  perpendicular  será  evidente- 
mente j^ara/^/a  a  la  proyección  de  la  escala  del  plano,  pero  sus  inclina- 
ciones serán  inversas  una  de  otra;  es  decir,  que  si  la  pendiente  del  plano 
dado  es  |,  por  ejemplo,  la  de  la  recta  que  buscamos  será  |.  Tomando 
entonces,  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  una  lonjitud  igual  a  3 
metros,  y  trasladando  este  intervalo  sobre  la  perpendicular  indefinida 
debajo  del  punto  dado  (8°',  2),  obtendremos  otro  segundo  punto  de  esta 
perpendicular  que  tendrá  por  acotación  a  (8",  2+5"")  o  a  (13"",  2).  Y  así, 
esta  perpendicular  quedará  completamente  determinada;  dejaremos 
al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  estas  construcciones,  así  como  también 
las  que  se  indican  en  los  dos  números  siguientes. 

787*  Si  ademas,  hallamos  (num.  781)  el  pnnto  de  encuntro  de  esta 
perpendicular  con  el  plano  propuesto,  y  en  seguida,  calculamos  la  ver- 
dadera distancia  qne  hai  de  este  punto  de  sección  al  punto  dado  (nüm. 
764),  conoceremos  la  distancia  mas  corta  que  medía  entre  este  último 
punto  y  plano  propuesto. 
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788.  Así  mismo,  si  so  nos  pidiese  la  monor  distancia  de  nn  punto  a 
una  recta,  tiraríamos  por  este  pnnto  un  plano  perpendicular  a  esta  recta, 
y  la  escala  de  este  plano  se  construiría  por  un  procedimiento  inverso  de 
el  del  nüm,  786.  En  seguida,  determinaríamos  el  punto  de  encuentro 
de  este  plano  y  de  la  recta  propuesta,  y  hecho  esto,  hallaríamos  la  verda- 
dera distancia  de  este  punto  de  sección  al  punto  dado. 

Las  cuestíones'que  preceden  son,  sin  duda  ninguna,  suficientes  para 
enseñar  el  modo  de  resolver  todos  los  problemas  en  que  no  haya  que 
combinar  sitio  rectas  y  planos. 

789.  Lis  SUPERFICIES  cüRBAs,  sobro  todo  cuando  no  son  suscepti- i-am.  63 
bles  de  una  definición  rigurosa,  como  sucede  con  la  superficie  del  suelo, 

se  representan  por  las  proyecciones  de  cierto  numero  de  curtas  de  nivel 
que  son  las  secciones  que  producirían  en  esta  superficie  los  planos  hori- 
zontales, equiiiistantes  en  sentido  vertical;  miraremos  en  seguida,  a  cada 
zona  comprehendida  entre  dos  curbas  consecutivas  de  nivel,  como  en. 
jendrada  por  una  recta  que,  resbalando  sobre  estas  dos  curbas,  perma- 
neciese constantemente  normal  a  una  de  ellas,  a  la  curba  infisrior,  por 
ejemplo.  Por  consiguiente,  es  una  superjieie  gausa  la  que  de  este  modo 
sustituimos  a  la  superficie  real  del  terreno,  cuya  forma  rigurosa  no  nos 
sería  conocida  mientras  no  hubiésemos  asignado  la  lei  jeomátrica  que 
une  entre  sí  a  las  diversas  secciones  de  nivel;  pero  en  el  caso  actual  es 
mui  suficiente  esta  aproximación. 

790.  Por  lo  común,  las  curbas  horizontales  están  bastante  próximas 
y  se  diferencian  mui  poco  en  su  curbatura,  y  por  lo  tanto  podremos  mirar 
a  la  jeneratriz  rectilínea  como  que  sensiblemente  es  normal  a  un  mismo 
tiempo  a  las  dos  curbas.  Según  esta  hipótesis,  la  superficie  que  susti- 
tuimos a  la  zona  del  suelo,  es  desarrollabte  (núm.  180);  porque  para 
pasar  cada  jeneratriz  a  una  posición  infinitamente  próxima,  debe  moverse 
sobre  dos  tanjentes  que  evidentemente  son  paralelas^  y  por  lo  tanto  están 
situadas  en  un  mismo  plano. 

791.  Cuando  la  distancia  de  las  secciones  de  nivel  se  halla,  en  fio.  i  I. 
ciertas  rejiones,  muí  considerable  para  qne  las    rectas  jeneratrices 
sean  sensiblemente  normales  a  las  dos  curbas  vecinas,  se  sustituye  a 
estas  rectas  arcos  de  curba  que  llenen  esta  condición,  y  no  por  esto, 

se  varia  el  modo  de  jeneracion,  porque  esto  se  reduce  a  suponer  otras 
secciones  de  nivel  intercaladas  entre  las  primeras,  y  bastante  próximas 
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pOrTA  iiit^i^dptcur  QolajíQiiejratrtz  ciurbiliaea,  arcos  que  po^edan    mirarse 
qamo  9QAf4P4iclo8  C9a  9ua  cuerdas. 

792.  ^\  partiendo  de  un  punto  dado  sobre  la  superficie,  tiranaos  de  ep-^ 
to  K)€kdQ  una  normal  ala  curba  inferior;  j  en  segiúda^  desde  el  pie  de  eftm 
iiarn9al<dl¡r¡¿¡mosf  otra  perpendicular  a  la  tercera  curba,  y  asíf  en  seguida» 
el  conjunto  de  estos  divecsas  normales  formará  la  línea  de  mayor  péni- 
diente  de  la  superficie,  <:oii  relación  al  punto  dq  partida.. 

PÍO.  1 1,  793.  Hallar  la  acotación  de  un  panto  dado  por  eu  proj/eccion  kori- 
xontal  y  situado  sobre  una  superficie  conocida.  Si  esta  projeccion  cae 
OQUe  Ias  enjebas  do  nivel  qae  tienen  las  acotaciones  12°"  y  13°",  tarare- 
mos .par  qsle  punto  una  jeneratriz  normal  cuyos  e&trcmos  tengan  estas 
fnismas  acotaciones;  y  por  medio  de  una  simple  proporcijon,  hallaremos 
la  acotación  djel  punto  propuesto  (12°",  6). 

794  La  cuestión  recíproca,  que  tuviese  por  objeto  hallar  todos  los 
puntos  dje  la  superficie  quo  tienen  una  acotación  dada  (14°',  5),  es  así  mis- 
mo íacil  de  resolver;  y  por  este  medio  es  por  el  que  intercalaremos  nue- 
vas curbas  de  nivel  entre  las  primeras,  según  lo  vemos  en  la  figura 

TiQf  11.  ^^^'  Construir  el  plano  tanjente  para  un  punto  dado  sobre  una  íte^ 
perfioie  conocida.  Cuando  el  punto  dadoM  esté  colocado  sobre  una  d^ 
lAScnrbas  de  nivel,  deberá  el  plano  tanjente  pasar  por  la  tanjente  de 
esta  curba  y  por  la  jenerataiz  rectilínea  LMque  le  es  normal;  y  así,  pro- 
longando esta  normal  hasta  la  curba  superior»  la  parte  interceptada  nos 
dÁrá  a  conocer:  l.^la  dirección  de  la  escala  dependiente  del  plano  pe- 
dido; 2.^  las  acotaciones  de  dos  puntos  de  esta  escalo,  cuya  graduociou 
«eirá  fácil  concluir^  Si  admitimos  la  hipótesis  del  numero  790,  este  pla- 
no tocaxá  a  la  zona  en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  interceptada  LM; 
mientras  que  no  sería  tanjente  sino  en  el  punto  M,  si  conservásemos  la 
jeneracion  del  num.  789* 

796>  Cuando  el  punto  de  contacto  se  nos  dé  entre  dos  curbas  con- 
secutivas, de  nivel  tiraremos  también  por  este  punto  una  normal  a  la 
curba  inferior;  y  si  esta  recta  es  sensiblemente  normal  a  la  curba  snpe-* 
rior,  la  parte  interceptada  nos  dará  la  dirección  y  magnitud  de  una  de 
las  dii^islones  de  la  escala  del  plano  tanjente.  En  el  caso  contrario,  tra- 
zaremos {jmnx,  794)  la  sección  horizontal  que  pase  por  el  punto  dadoj 
y  entonces  la  tanjente  y  la  normal  de  esta  curba  determinarán  el  plano 
tanj<ente  como  en  el  número  precedei^te^ 
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797.  £&  tea  apHcacionesr  del  método  presente^  ra  mui  iraportionte 
saber  discernir  con  anticipación  cual  seta  la  posictua  del  pisao  tanjente 
eoii  1  dspceto  a  hi  soperfieie,  en  los  alradedorea  del  pnnta  de  csontacto* 
Feve>  en  virtud  de  lo  que  bemos  dicho  sobre  la  curbatura  de  laa  sapn* 
fícies,  y  de  la  nota  del  num^  695,.  podemos  sentar,  como  jeneralmeiitr^ 
cierto,  Id  re;gla  siguiente:  Caando  dos  cnrbas  trazadas  sobre  una  snper. 
BcxBf  06  cor  tan  formando  ángulos  rectos,  y  ambas  son  convexas^  es  d^rr 
m,  sítuadasi  debajo  del  plano  tanjente  relativa  al  punto  común,  la  snper^ 
fície  al  rededor  de  este  punto  es  así  misma  convexa^  £sta  oonsecnen» 
cía  no  padecerá  úxcepz'iotif  srno  cuando  las  tanjenics  a  las  dos  cutbas 
reeteo^lures  se  hallaseii  oomprehendiidas  eo  el  mismo*  angula  obtuso 
PM^  ú  QM/r  (fig.  134)  formado  por  ios  dos  plauios  normales  límites  de 
que  hemos  hablado  en  el  núia»694;  pero  este  caso  excepcional  nose  pre^ 
sentará  aqut  respecto  a  hi  sección  de.nively  la  línea  de  mayor  pendien- 
te, a  lo  menos  mientras  exista  la  hipótesis  de  una  zona  desarrollable  ad« 
mitida  en  el  núm*  790;  porque  entonces  esta  línea  de  mayor  pendiente 
será  tanjente  a  una  de  las  dos  acciones  principales,  Y  así,  para  cercío* 
rarnos  de  qne  la  superficie  del  suelo  es  convexa  en  los  alrededores  de 
un  punto,  será  suñciente  reconozcamos  que  la  eiirba  de  nivel  y  la  lineal 
de  mayor  pendiente,  son  ambas  convexas  en  la  proximidad  de  esto 
punto;  para  esto  se  nos  ha  dado  la  primera  de  estas  líneas  en  su  verdft^ 
dora  magnitud  sobre  et  plami horizontal,  jen  cuanto  a  la  segunda,  ved 
aquí  un  carácter  fácil  de  comprender. 

798.  Repiesentando  por  k  la  diatincia  vertical  de  dos  secciones  deiw.  ii*; 
nivel  consecutivas,  y  por  é  sa  distancia  LAf  en  la  proyección  horizontal, 

es* claro  que  la  inclinación  a  de  la  tanjente  a  la  línea  de  mayor  pendían^ 

te  en  et  punto  M,  la  conoceremos  por  la  relación  tanj  a=  j-.  Luego,  b\ 

queremos  qne  esta  eurba  sea  cúnwexa,  o  esté  situada  debajo  de  sa  tan- 
jente en  la  proximidad  del  punto  que  consideramos,  es  evidentemente 
preciso  que  el  ángulo  «  vaya  aumentando  a  medida  que  deseeodemes 
de  La  M,  N,  P,....,y  consiguientemente  que  laa  distancias  horissontales 
;  o  LM,  MN,  NP,..M  vayan  disminuyendo,  supuesto  que  h  es  constante* 
En  virtud  de  estas  observaciones,  podremos  sentar  las  reglas  siguientes: 
1?  La  ftnperfície  es  convexa,  es  decir  inferior  al  plano  tanjente  en  to- 
do el  alrededor  del  punto  de  contacto,  cuamlo  todas  las  ourbas  de  nivel 
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vecinas  son  convexas^  y  sus  distancias  horizontales  disfininüyem  bajando^ 
o  por  lo  menos  pernianecen  constante. 

2?  La  superficie  es  cóncava,  o  superior  al  plano  tanjente,  cuando  to- 
das las  curbaa  de  nivel  son  cóncavas,  y  su  distancia  horizontal  aumenta 
bajando,  o  alo  menos  permanece  constante. 

.  3?  Cuando  las  curbas  de  nivel  son  convexas,  y  su  distancia  horizon- 
tal ai¿//2^/i¿a  bajando,  es  convexa  la  superficie  en  el  sentido  horizontal; 
pero  es  cóncava  según  la  línea  de  mayor  pendiente,  como  la  garganta 
de  una  polea  cuyo  eje  fuese  verttcaK 

4^  Cuando  las  curbas  de  nivel  son  cóncavas,  y  su  distancia  horizontal 
disminuye  bajando,  es  cóncava  también  la  superficie  en  sentido  horizon- 
tal, y  convexa  en  sentido  do  la  línea  de  mayor  pendiente,  como  la  gar- 
ganta de  una  polea  cuyo  eje  fuese  horizontal. 

Pero  en  estos  dos  últimos  casos^  y  en  las  otras  variedades  de  forma 
que  pueden  presentar  las  curbas  de  nivel,  el  plano  tanjente  se  halla  en 
parte  encima  y  en  parte  debajo  de  la  superficie;  por  consiguiente,  corta 
al  terreno,  y  no  podemos  hacer  uso  de  él  con  utilidad  para  resolver  los  pro* 
blemas  de  desenfilamiento.  Este  mismo  inconveniente  tiene  lugar  en  el 
segundo  de  los  casos  citados  arriba. 

799*     De  las  consideraciones  precedentes,  resulta  también  que  la 
pendiente  del  suelo  es  tanto  mas  áspera,  cuanto  mas  próximas  esté» 
unas  de  otras  las  curbas  en  proyección  horizontal;  y  si  dos  de  estas  cur- 
bas llegasen  a  tocarse,  la  forma  del  terreno  sería  vertical  en  este  sitio. 
LA^.  63.     800.     Hallar  la  intersección  de  un  plano  dado  con  una  superficie  co- 
'^°*     '  nacida.  Trazaremos  las  horizontales  del  plano  que  tengan  las  mismas 
acotaciones  que  las  curbas  de  nivel  de  la  superficie  propuesta;  y  sus  en- 
cuentros mutuos  nos  darán  a  conocer  los  puntos  de  la  intersección  pedi- 
da. Será  preciso  tengamos  cuidado  en  no  confundir  los  puntos  de  entrada 
con  los  de  salida,  e  intercalemos  nuevas  curbas  de  nivel  en  las  partes  en 
que  los  datos  no  estén  bastante  próximos.  Para  obtener  el  punto  culmi^ 
nantede  la  sección,  será  preciso  que  determinemos  aproximadamente  una 
jeneratriz  normal  a  dos  curbas  de  nivel  vecinas,  y  que  en  su  proyección 
sea  paralela  a  la  escala  de  pendiente  del  plano  secante;  porqi>e  el  plano 
tanjente  que  toque  a  la  superficie  en  todo  el  largo  de   esta  jeneratriz 
(núm.  790),  no  podrá  cortar  al  plano  secante  sino  según  una  horizontal 
que  será  la  tanjente  al  punto  culminante.  En  seguida,  no  tendremos 
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mas  que  hallar  el  punto  de  encuentro  de  estajeneratriz  con  el  plano  se- 
cante dado;  lo  que  efectuaremos  por  el  método  del  uúm.  781^  que  es 
como  se  vé  en  la^.  12. 

801.  Cuando  el  plano  propuesto  es  vertical,  la  sección  está  proyecta- 
da sobre  su  traza;  pero  como  entonces  conoceremos  las  acotaciones  de 
los  puntos  en  que  corta  a  las  curbas  de  nivel,  podremos  ejecutar  un 
perfil  abatido. 

802.  Hallar  la  intersección  de  una  recta  y  de  una  superficie  dada.  fio.  13. 
Tiraremos  por  esta  recta  un  plano  arbitrario;  e  indagaremos  la  sección 

que  pioduzca  en  la  superficie;  esta  curba  irá  a  encontrar  a  la  recta  pri- 
mitiva en  el  punto  pedido; 

803.  La  intersección  de  dos  superficies  conocidas,  la  hallaremos 
combinando  las  curbas  de  nivel  que  tengan  acotaciones  repectivamente 
iguales  en  las  dos  superficies. 

804.  Si  se  tratase  de  conocer  el  punto  de  encuentro  de  una  superficie 
eon  una  curba,  nos  imajinaríamós,  por  esta  última,  un  cilindro  horizon- 
tal, y  hallaríamos  la  intersección  de  este  con  la  superficie  dada  esta  ope- 
ración la  ejecutaríamos  como  en  el  num.  800;  y  esta  intersección  iría  a 
cortar  a  la  curba  dada,  en  los  puntos  que  fuesen  comunes  a  esta  última  y 
a  la  superficie  propuMta. 

Nos  limitaremos  aquí  a  estas  indicaciones  suscintas,  porque  las  otras 
cuestiones  que  podíamos  tratar  por  estos  métodos,  no  tendrían  interés 
sino  presentándolas  bajo  un£^  forma  que  principalmente  harían  r^lacioq 
A  la  Fortificación, 


CAPITULO  IIL 

J^Tociones  preliminares  sobre  los  Engargantes. 

805.     Cuando  un  cuerpo  sólido,  cualquiera  que  sea  su  forma,  jira  al 
rededor  de  un  eje  fijo,  todos  los  puntos  de  este  cuerpo  describirán  en  un 
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mismo  tiempo,  arcos  de  círculo  correspondientes  á  án^gnlos  que  n^éM- 
riamente  son  iguates,  porqne  el  sistema  es  de  forma  ihvariabie;  ítwgd* 
estos  arcos  serán  proporcionales  a  sus  radios  que  son-  las  distancias'  de? 
estos  varios  porotos  al  eje  fijo,  7  por  consiguiente,  las  velocidades  a6é(h 
lutas  V,  v\  d",....  de  todos  estos  pantos  son  también  próporcioniafes  a  lo^ 
radios  r,r',  r"..,.;  de  modo  que  si  representamos  por  t)  la  tetocidad  ábác^ 
luta  coman  a  todos  los  puntos  que  están  colocados  a  una  distancia  dét 
eje  igual  a  la  unidad^  tendremos  constantemente  las'  relaciones 

-=  -j-  =  -y,  = =  «;  y  de  aquí  t  :^r(a,  v*  =±=  r'^y  w^- 

T         T  T 

La  cantidad  6)  es  lá  que  se  llama  velocidad  angular  o  telocidad  dé  ro- 
tación del  sistema,  ya  sea  que  permanezca  constante  o  qite  vaníe  €M 
el  tiempo. 
LAM.  64  806.  Sentado  esto,  el  objeto  que  nos  proponemos  en  qq  engargante 
cilindrico,  es  establecer  entre  dos  ejes  paralelos/  proyectados  ei*  O  f 
0\  una  dependencia  tal  que  cuando  al  primero  se  le  imprima  una  telo- 
cidad de  rotación  od,  el  segando  reciba  también  una  velocidad  de  ro- 
tación co'  que  tenga  con  co  una  razón  constante  y  asignada  en  cada  eoe^í-» 
tion  particular.  Pero  si  dividimos  el  intervalo  OO'  en  dos  partes  OA  =« 
R  y  O'A  =  R',  que  estén  en  razón  inversa  con  las  velocidades  ci>y  co',  o 
de  raodo  que  tengamos  que 

R  :  R'  : :  cü' :  w ; 

• 

y  si  en  seguida,  con  estas  distancias  como  radios,  describimos  dos  cír- 
culos tanjentes  en  A,  y  que  cada  uno  esté  unido  de  un  modo  invariable 
a  su  eje,  conseguiremos  ;.evidentemcnte  el  fin  que  nos  habíamos  pro» 
puesto,  haciendo  jirar  estos  dos  círculos  primitivos  áo  moáo  i\\xe  los 
puntos  de  una  y  otra  circunferencia  adquieran  velocidades  absolutas  que 
sean  iguales.  Porque,  representándolas  por  V  y  V,  resultarán  las  velo- 
cidades angulares  dadas  por  la  fórmala 

y  si  V  =  V,  tendremos  también  que 

W  :  W  : :  R'  :  R  : :  w  :  («>'. 
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Pero  para  que  las  velocidacles  ahsotutas  de  las  dos  circunferéacias 
OA  y  O'A  sean  iguale«>  es  manífiestameQte  necesaria  que  los  dos 
pantos  A  y  iZ|  colocados  én  la  actualidad  en  contacto  sobre  la  línea  de 
los  centros,  recorran  en  un  mi^mo  tiempo  los  arcos  A  A'  y  aa^  que  s^an 
iguales  en  lanjitud  ah$oluta;  esta  es  pues  defínítivamente  la  condición 
esencia]  con  que  todu  engargante'deberá  cumplir. 

807.  Para  que  el  movimiento  de  rotación  impreso  a  la  rueda  O  S0  fio.  i: 
transmita  a  la  rueda  O'  de  un  modo  eficaz  y  capaz.de  vencer  resistencias 
considerables,  se  arman  estas  dos  ruedas  de' cuerpos  salientes  o  dientea, 
terminados  por  superficies  cilindricas  proyectadas  sobre  curbas,  tales  cor 
mo  AB  y  ah.  Pero  si  uno  de  estos  perfiles  ah  ío  podemos  trazar  a  nues- 
tro arbitrio,  no  sucede  así  con  el  otro;  porque  de  no  ser  así  no  quedaría 
satisfecha  la  condición  esencial  del  núm.  806;  y  para  enunciar  mas  cla- 
ramente la  forma  que  conviene  al  perfil  AB,  propondremos  la  cuestión  en 
términos  un  poco  diferentes. 

•   808,  .  Imajinémonos  que  ej  círculo  O  permanece  enteramente  inmiór  ^^m.  64. 
vil  y  que  el  círculo  O'  rueda,  sin  resbalar,  sobre  él,  llevando  consigo  a  ^'^*  ^' 
la  eurba  ah  que  forma  un  cuerpo  con  éL  Tomando  sobre  ias  varias  posi- 
Clones  O'i,  O',,  0\y....  de  este  círculo  móvil,  los  arcos 

Ai^i  =  AjA,  k^^  =  AaA,  As^^  =  A3A, 

obtendremos  desda  luego  la  epicicloide  aa^a^^^  (nüm.  471);  si  en  se- 
guida trazamos  las  curbas  aA^a^b^,  «Ar-  idénticas  con  ab  en  cuanto 
a  la  forma  y  situación  relativa,  estas  curbas  se  cortarán  eonsecutiva- 
mence  en  los  puntos  i,í,  í\  t'",....  que  darán  oríjen  a  un  polígono  cur- 
bilíneo;  pero  aproximando  indefinidamente  los  centros  0*i,  0\,  0\y  este 
p«>lígono  se  convertirá,  en  el  estado  de  límite,  en  una  curba  continua 
Keyfiffi^fi  qae  se  llama  la  envolvente  de  todas  las  curbas  individuales  a*, 
«1*11  ««&£,..••  porque  evidentemente  es  tánjante  a  cada  una  de  estas  otras  ' 
que  se  llaman  involutas  (números  190  y  192). 

Sentado  esto,  decimos  que  esta  envolvente  Xe^Bw  el  perfil  que  es 
preciso  adoptar  para  el  diente  de  la  rueda  O,  Con  efecto,  si  hacemos 
jiiar  al  rededor  del  centro  O  el  sistema  invariable  de  los  dos  círculos 
O  y  O  4,  sin  alterar  en  nada  su  situación  relativa,  hasta  que  la  recta 
OA40'4  haya  tomado  la  posición  vertical  OAO',  estos  des  círculos  se 
hallafáo  entonces  auna  con  las  curbas  A^^B  y  aj>^  en  una  posición 
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(Jig.  3)  que  evidentemente  será  idéntica  con  la  que  hubieran  tomado  los 
círculos  O  y  O*  de  la^^'.  2,  si  estos  hubiesen  solo  jirado  al  rededor  de 
sus  centros  inmocibles^  y  do  modo  que  imprimiesen  a  las  circunferencias 
«3»  ao\  velocidades  absolutas  ¡guales;  porque  vemos  mui  bien  en 
lajfíg'.  3,  que  los  puntos  Aya^  que  en  un  principio  se  hallaban  en  contac- 
to sobre  la  linca  de  los  centros,  habrán  recorrido  los  arcos  A4A  y  A^/a^ 
iguales  en  lonjitud  absoluta,  supuesto  que  son  los  mismos  que  los  arcos 
A4Ay  A^a^áQ  \difig*  2,  y  que  así  mismo  estos  son  también  iguales  por 
la  dcfínicion  de  la  rodadura  dada  en  el  num.  469.  Y  como  otro  tanta sa* 
cedería  con  los  círculos  O  y  0*3, 0  y  OV—-  podemos  asegurar  que  la 
condición  esencial  de  los  engargartos  (ními  806)  quedará  completamen- 
te satisfecha,  si  adoptamos  por  perñl  conjugado  de  ab  la  envolvente 
Af4B  definida  como  lo  hemos  hecho  aquí  arriba. 

809.  De  aquí  podemos  concluir  este  principio  jeneral:  hacer  jirar  que 
simultáneamente  los  dos  círculos  O  y  O'  al  rededor  de  sus  centros  inmó- 
viles, de  modo  que  las  circnnferencias  ol^  y  a'o'  adquieran  velocidades 
iguales,es  lo  mismo  que  hacer  rodar  a  la  circunferencia  a'5'  sobre  la  cir- 
cunferencia aSi  permaneciendo  esta  enteramente  inmóvil,  salvo  que  en 
semiida  se  vuelva  el  sistema  de  estos  dos  círculos,  considerados  invaria- 
bles  a  la  situación  en  que  la  línea  de  los  centros  adquiera  de  nuevo  la  po- 
sición primitiva  OO'.  Debemos  conocer  que  este  segundo  modo  de  movi- 
miento es  mas  cómodo  para  las  operaciones  gráficas,  porque  podemos 
efectuarlo  sobre  el  plano  del  círculo  O  luego  de  quedar  este  inmóvil. 

Asi  mismo,  si  en  la  primera  hipótesis,  tuviésemos  necesidad  de  hallar 
la  curba  ^^i^a— •  descrita  sobre  el  plano  móvil  del  círculo  O,  por  an 
punto  cualquiera  g  unido  invariable  ni  ente  con  la  circunferencia  a'3'i  bas- 
taría hacer  lodar  a  esta  última  sobre  la  circunferencia  aS  enteramen- 
te fija;  y  entonces  el  punto  g  describirla  una  epicicloide  alongada 
ggigzgi'*-'  que  ya  hemos  enseñado  a  construir  (núm.  473),  y  que  sería 
la  curba  que  buscábamos* 

810.  Vemos  pues  que  para  la  teoría  de  los  engargantes,  es  necesa- 
rio saber  construir  la  envolvente  de  las  posiciones qiíe  toma  una  curba  ab 
arrastrada  por  un  círculo  mocil  O'  que  rueda  sobre  otro  círculo  O  en- 
teramente Jijo.  Es  cierto  que  podríamos  contentarnos  con  trazar  esta 
envolvente  Ae^e^^^B  haciándola  sensiblemente  tanjente  a  las  curbas  in- 
dividuales ab,  afii,  ajb^,....  construidas  como  en  el  nüm,  808;  pero  ob- 
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tendremos  mas  precisión^  inquiriendo  directamente  la  posición  de  los 
puntos  de  contacto  por  medio  del  teorema  siguiente: 

Si  consideramos  el  círculo  individual  0\  con  la  involuta  correspoií^ 
diente  a^b^y  y  tiramos  a  esta  una  normal  As^s  que  salga  del  punto  de  can^ 
tacto  del  círculo  móvil,  decimos  que  ^3  será  el  punto  do  contacto  de  la' 
envolvente  AB  con  la  curba  0363.  Con  efecto,  mientras  dura  la  rotación 
del  círculo  O'a  para  pasar  a  una  posición  infinitamente  próxima,  el  punto 
es  describe  (num.  470)  un  arco  pequeño  circular  e^ta  que  tiene  por  radia 
a  la  distancia  A^e^:  y  como  hemos  elejido  esta  recta  norpial  a  la  curba 
«3&3,  el  arco  e^e  se  hallará  todo  él  en  la  involuta  a^bs;  luego  el  punto  e  será 
común  a  la  involuta  «363  y  a  la  que  inmediatamente  la  sigue,  y  en  vir- 
tud de  esto,  este  punto  pertenecerá  a  la  enrolvento  AB  que  buscamos* 
Pero  esta  envolvente  pasaria  también  por  un  punto  análogo  e'  situado  a 
la  izquierda  de  e^  que  será  la  intersección  de  la  curba  a-sb^  con  la  involuta 
que  la  precede  inmediatamente;  luego  el  elemento  eVae,  es  común  a  la 
involuta  ¿?3¿3  y  a  la  envolvente  jeneral  AB;  por  consiguiente,  el  contacto 
de  estas  dos  líneas  está  ciertamente  en  e^,  y  su  normal  común  es  A^e^^ 

811.  Sentado  esto,  cuando  la  involuta  ab  esté  definida  jeométrica- 
mentc,  sabremos  tirar  normales  que  salgan  de  As,  A^,....  a  sus  diversas 
posiciones,  las  cuales  nos  darán  a  conocer  otros  tantos  puntos  ^¿^  ^3-«->  de 
la  envolvente  jeneral.  Si  solo  so  nos  da  gráficamente  la  involuta  ab,  des- 
pués de  haberla  transportado  a  la  posición  a^b^,  por  ejemplo,  determi- 
naríamos una  abertura  de  compás  tal,  que  describiendo  desde  el  centro 
A3  un  arco  de  círculo,  este  toque  sencillamente  a  la  curba  a^s\  una  pe- 
queña porción  de  este  arco  sensiblemente  'pertenecerá  a  la  envolvente, 
y  casando  en  seguida  todos  los  arcos  semejantes  por  medio  de  un  trazo 
continuo,  obtendremos  la  envolvente  que  buscamos  con  una  exactitud  su- 
ficiente en  la  práctica.  Sin  embargo,  este  trazo  presentaría  mas  precisión 
aun,  si  le  efectuásemos  con  Iob  radios  de  los  círculos  osculadores  de 
la  envolvente;  por  esta  razón  vamos  a  dar  el  medio  de  hallar  estos 
últimos. 

812.  Observemos  antes  de  esto,  que  si  por  el  contrario  hacemos 
rodar  sobre  el  círculo  O^  permaneciendo  este  fijo,  al  círculo  O  que  consi- 
deraremos móvil,  y  que  arrastra  consigo  a  la  curba  Ae^e^^fi,  la  envol- 
vente de  todas  las  posiciones  de  esta  ultima  curba  será  precisamente  la 
línea  ab.  Con  efecto,  cuando  un  punto  del  círculo  O,  por  ejemplo  el  A,, 
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b&yft  li^gKuio  «  tocar  a  la  eircaofareacía  0\  la  carba  aj^^  que  ea  la  ac- 
tualidad jtoca  a  la  Uoea  A^aB,  evidentemeute  coincidirá  coa  aó,  y  por 
CQMÍgüiaQte,  esta  úJtiuia  8trá  tanjente  a  la  posición  que  habrá  to- 
mado antóncea  la  Imea  A^sB. 
LAM.64.     91Sf    Cebras  de  ourbatura  de  la  involuta.  Sea  O'  una  posición 
''^'     cualquiera  del  círculo  móvil  que  toque  al  círculo  fijo  O  en  un  punto  a; 
•ean  ai  la  involuta  correspondiente  a  esta  situación,  AmB  la  envolvente 
jt^aeral,  C  y  O  los  centros  de  curbatura  de  estas  líneas  para  el  punto  de 
contacto  m,  cuyos  centros  deben  hallarse  sobre  la  normal  común  am, 
al  primero  da  estos  le  consideramos  como  conocido  por  la  definición 
de  la  cur^  amb.  Si  sobre  los  círculos  primitivos  tomamos  dos  arcos 
Mil  ^^^  que  sean  iguales  en  magnitud  absoluta,  e  infinitamente  peque- 
Sos,  la  jrecta  Gaimí,  será  (uúm.  810)  una  normal  de  la  envolvente  y 
CmV  üM  normal  de  la  involuta;  pero  cuando  la  rotación  del  círculo 
O'  baya  llevado  al  punto  <¿  ai  contacto  con  ol^  necesariamente  se  halla- 
rán lasdoa  normales  Caí  y  O'^'  ^^  línea  recta,  así  come  también  los  dos 
radios  O^i  y  OV;  de  donde  concluiremos  que  los  ángulos  OcCiC  y 
0*a^G*  deben  en  la  actualidad  ser  iguales,  porque  durante  la  rodadura 
del  círculo  Q'  no  habrán  variado  de  magnitud.  Sentado  esto,  y  repre- 
SOatAado  por  <p  el  ángulo  OaC=0'«C\  tendremos  evidentemente  que 

0^10=9  +  0  —  0  y  OVC'  =  q;  +  C— O'; 

de  donde,  igualando  estas  espresiones^  resulta  que 

(a)  0  +  0'=C  +  C\ 

Para  estimar  estos  últimos  ángulos,  es  preciso  emplear  los  arcos  de  cír- 
culo descritos  desde  sus  vértices  con  un  radio  igual  a  la  unidad,  y  com- 
parar estos  áreos  con  acTi  y  ao^^  que  deberemos  murar  como  una  sola 
JÜáüea  recta  perpendicular  a  OaO^  En  s^uida,  haciendo  a 

Oa^Ü.^  Cmaop,  0'a=eR',  C'iH*Bp*,  aEm=*p,  aa^í^^taí^^dM, 
hallaremos  fácilmente  que 

tagalo  0=-^.  o  =-g„  C= -^-^,  C  =:-^—. 

y  sustituyendo  estos  valores  en  la  igualdad  precedente  (a),  nos  resultará 
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fórmula  mal  sencilla  qae  nos  dará  a  conocer  al  radio  de  curbatura  p  de 
)a  envolvente»  y  por  consiguientey  a  su  centro  de  curbatura  C,  cuando 
86  conozca  el  radio  p'  de  la  involuta 

814,  Podemos  proveer  con  facilidad  y  sin  necesidad  de  trazar  una 
nueva  figura  que  deberemos  cambiar  en  esta  fórmula  el  signo  de  p',  cuan- 
do el  centro  C  caiga  al  mismo  lado  que  C  respecto  al  punto  m;  lo  mismo 
será  preciso  hacer  con  K\  si  el  centro  O'  se  halla  al  mismo  lado  que  O 
relativamente  al  punto  de  contacto  a  de  los  dos  círculos.  Y  así,  en  el  ca- 
so de  1a J%*  5,  la  equacion  (A)  tomará  la  forma 


(B; 


/  1        1   \  11 


que  es  muí  simétrica  en  todas  sus  partes.  Bajo  este  punto  de  vista,  hubie- 
ra sido  mas  racional  fundar  la  demostración  en  la  j^^.  5,  en  que  los  cen- 
tros están  colocados  al  mismo  lado  de  la  tanjente;  pero  como  este  últi- 
mo caso  se  presenta  menos  veces  en  los  engargantes,  hemos  querido 
fijar  la  atención  en  los  datos  mas  habituales. 

Somos  deudores  de  las  fórmulas  (A)  y  (B)  a  M.  Savary,  así  como  tam- 
bién de  la  construcción  gráfica  que  vamos  a  esponer. 

815.  Unamos  por  medio  de  rectas  los  centros  O  y  C,  O'  y  C;  pro-  fio. 6. 
longando  en  seguida  estas  rectas,  indaguemos  los  puntos  D  yD'  en  que 
van  a  cortar  a  la  perpendicular  áD  levantada  a  la  normal  común  GaC; 
y  sucederá  que  estos  dos  puntos  se  confundirán.  Con  efecto,  si  desde 
los  centros  O  y  O'  bajamos  perpendiculares  a  la  normal  CaC%  formare- 
mos triángulos  semejantes  con  Cú:1)  y  C'aD',  de  los  cuales  con  suma  fa- 
cilidad sacaremos  que 

ffP—  (p— p)R8en(p        ^p,_  (p^+y)R^sen? 
R  cos'f — (p — p)  ^  (p'+P) — R^coscp* 

Pero  la  fórmula  (A)  nos  da,  transportando  el  segundo  y  tercer  término, 

R  cosy — (p— jg)  _  (p'+p)— R'cosíjp 

(pj;;^-  (p>p)  R'     ' 
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que  nos  prueba  que  los  valores  precedentes  de  aD  y  olD^  son  ciertamen- 
te iguales. 

816    Y  así,  cuando  se  conozca  el  centro  de  curbatura  C  del  punto  m 
de  lainvoluta  amby  tiraremos  la  recta  C*0'  que  prolongaremos  hasta  que 
encuentre  en  un  punto  D  ala  perpendicular  aD levantada  a  la  normal 
amC:  y  en  seguida,  uniendo  este  punto  D  con  O,  la  recta  OD  irá  a  cor- 
tar a  la  normal  prolongada  C'a  en  el  punto  C  que  será  el  centro  de  cur- 
batura de  la  envolvente  AmB  respecto  al  punto  m.  Cuando  la  invointa 
amb,  en  lugar  de  estar  deñnida  por  sus  propiedades  jeométricas,  solo  se 
nos  dé  gráñcamente,  trazaremos  muchos  círculos  tanjentes    en  m   a 
esta  curba,  y  elijicndo  entre  ellos  el  que  se  aproxime  mas  a  conHindirse 
con  ab  en  los  alrededores  de  m,  podremos  tomar  su  centro  como  si 
fuese  el  punto  C\ 

En  lodos  los  casos,  si  con  radios  como  Cm  describimos  arcos  pequeños 
de  círculo,  y  los  casamos  por  medio  de  un  trazo  continuo,  obtendremos 
el  trazado  de  la  envolvente  Amb  del  modo  graneo  mas  exacto. 
FiG.  4.      817.     Antes  de  aplicar  estos  resultados  a  varios  ejemplos,  colocare- 
mos en  este  lugar  una  observación  importante  relativa  a  la  teoría  de  los 
engargantes;  tal  es  la  de  qué  durante  la  rotación  del  círculo  O'  sobre  el 
círculo  fijo  O,  la  curba  amb  no  solo  rueda  sencillamente  sobre  AmB, 
sino  que  al  mismo  tiempo  resbala  sobre  ella  (núm.  469),  de  lo  cual 
resulta  un  rozamiento  entre  los  dientes  de  las  dos  ruedas  que  consume 
una  parte  de  la  fuerza  motriz.  Con  efecto,  cuando  en  una  época  cual- 
quiera se  tocan  los  círculos  O  y  O*  en  a,  el  contacto  mde  la  envolvente 
con  la  ínvolutase  conoce  por  la  normal  CamC  tirada  por  este  punto  a; 
luego,  cuando  un  desvío  infinitamente  pequeño  haya  hecho  que  los  cír- 
culos se  toquen  en  los  puntosa'  y  a^,  las  normales  correspondientes  se- 
rán las  rectas  C'a'  y  Ca^,  que  van  a  determinar  los  puntos  w'  y  vi^  en 
(][ue  lainvoluta  y  la  envolvente  se  tocan  en  esta  segunda  época  del*  movi- 
miento. Pero  si  los  arcos  mm'  y  mm^  no  son  igualas,  y  dirijidcMt  cm  d 
mismo  sentido,  es  claro  que  habrá  resbalamiento  de  una  de  las  cnrbas 
sobre  la  otra;  calculemos  pues  estos  arcos. 
Evidentemente  tenemos  que 

p  coscp  •  ds             ,      p'coscp .  ds 
mmi  =  ^ í y  mm^=:  ^ — r-^^ • 

P—P  P+P      ' 
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luego 

mm,-mm'=(^-l-  -  -£_)  eos?  .  ds=(l  +  ^^pds, 

reduciéndola  en>¡rtud  déla  fórmula  (A).  Ademas,  si  consideramos  un 
desvío  de  magnitud  finita,  representado  sobre  el  círculo  fijo  por  s" — s\ 
la  diferenciado  los  arcos  recorridos  sobre  la  envolvente  y  la  involuta  por 
el  punto  de  contacto,  nos  la  dará  a  conocer  la  integral  definida 


^={n  +  w)/^^p'^' 


luego,  excluyendo  los  casos  inusitados  en  que  la  porción  de  normal 
am=^p  cambiasen  de  signo  en  el  intervalo  de  s'  a  «",  es  cierto  que  esta 
integral,  compuesta  toda  de  elementos  positivos,  no  será  nunca  nula;  y 
por  consiguiente,  habrá  siempre  un  resbalamiento  entre  las  curbas 
amb  y  AmB. 

818.  No  nos  detendremos  en  el  caso  mui  particular  que  supusiese 
ap  constantemente  nula;  porque  esto  exijiria  que  la  involuta  y  la  en- 
volvente se  confundiesen  con  las  circunferencias  O'  y  O,  Si  uno  de  los 
dos  centros  C  o  C*  estuviese  situado  entre  a  y  tn,  debíamos  notar,  en  la 
Jig.  4,  que  los  puntos  Wiy  w'  estarían  colocados  uno  a  la  izquierda  y  otro 
a  la  derecha  de  771;  y  como  entonces  uno  de  los  arcos  mm^  o  mm*  sería 
negativo,  su  diferencia  analítica  sería  también  la  que  nos  diese  a  conocer 
el  desvio  de  los  puntos  m^  y  m\  de  modo  que  la  integral  &  se  aplica  tam- 
bién a  este  caso.  Finalmente,  cuando  el  resbalamiento  es  interior,  como 
sucede  en  lajfS^.  5,  esta  integral  tomará  la  forma 


'^>=(h-¿)/I"^''''  . 


y  supuesto  que  en  este  caso,  son  precisamente  desiguales  los  radios  R 
y  R',  la  diferencia  í  de  los  arcos  recorridos  por  el  contacto,  será  también 
diferente  de  cero,  y  habrá  siempre  resbalamiento  entre  la  envolvente  y 
la  involuta,  con  tal  que^^  »o  cambie  de  signo  en  el  intervalo  que  se  con- 
sidera. 

Volvamos  ahora  a  la  construcción  gráfica  de  los  centros  de  curbatura 
de  una  envolvente,  tomando  por  ejemplo  los  casos  que  mas  comunmente 
se  usan  en  los  engargantes. 
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LAM.6d.  819.  Envolvente  de  un  punto  móvil.  Si  la  ínvoluta  se  reduce  a  na 
^^^'  '  solo  punto  A  colocado  sobre  la  misma  circunferencia  del  círculo  móvil, 
la  envolvente  no  será  otra  cosa  que  la  curba  descrita  por  este  punto,  es 
decir,  la  epicicloide  sencilla  AMB;  sería  una  epicicloide  alongada  A'M'B% 
si  el  punto  jenerador  estuviese  colocado  en  A'  esterior  al  círculo  mó- 
vil; y  si  estuviese  colocado  interiormente  en  A",  daria  oríjen  a  la  epi- 
cicloide acortada  A"M"B".  Hemos  visto  precedentemente  (números  471, 
y  473)  cuan  fácil  es  hallar  los  puntos  M,  M'  y  M"  de  estas  curbas,  co- 
rrespondientes a  cada  punto  de  contacto  a  del  círculo  móvil  O";  y  que 
las  normales  correspondientes  son  las  rectas  aM,  aM^  y  aM'\  Para  obte- 
ner ahora  los  centros  de  curbatura,  es  preciso,  según  la  regla  del  núm. 
816,  levantar  una  perpendicular  aD,  aD'  o  aD'*  a  cada  normal,  y  prolon- 
garla hasta  que  corte  al  diámetro  MO';  y  uniendo  ea  seguida  el  punto 
de  sección  D,  D'  o  D^',  con  el  centro  O  por  una  recta,  esta  última  encoo- 
traráa  la  prolongación  de  la  normal  en  el  centro  C,  C  o  C  que  buscamos. 
FIO.  9;  820.  Para  la  epicicloide  sencilla  AMB,  vemos  claramente  que,  sin 
trazarla  perpendicular  aD,  el  punto  de  encuentro  con  MO'  estará  siem- 
pre en  el  estremo  D  de  este  diámetro;  ademas,  la  serie  de  los  centros  de 
curbatura  análogos  a  C,  formará  una  involuta  AGE  que  sorá  ella  mis- 
ma una  nueva  epicicloide  y  que  podemos  determinar  a  priori  del  modo 
siguiente.  Después  de  haber  levantado  la  perpendicular  C6  a  la  normal, 
describiremos  un  círculo  que  tenga  por  diámetro  el  intervalo  aS,  y  otro 
círculo  que  tenga  por  radio  a  Og;  haciendo  en  seguida  rodar  el  primero 
sobre  el  segundo,  el  punto  G  enjendrará  la  evoluta  AGE«  Para  justifi-^ 
car  esta  aserción,  adoptemos -las  anotaciones  siguientes: 

Oa=R,  0'a=R',  OS=r  y  a6=2r'  ; 

observemos  en   seguida,   que  con  motivo  de  ser  aD=MT,  tendremos 
evidentemente  que 

06  :Oa  ::6G  :aD  ::  aS  :aT; 

lo  cual  nos  da  la  relación 

r  :  R  : :  r'  :  R';  y  ademas   R=r+2r' ; 

de  donde  concluimos  que 

R^  ,         RR' 


R4-2R''  '  R-I.2R' 
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EUtos  Talacea  constantes  prueban  desde  luego  qne  los  dos  círculos 
dascnto»con  OQ  y  aS  permaneceirán  invariables  en  magnitud,  cual- 
f  QÍeiraqiie  sea  la  posición  del  contacto  a  del  círcnlo  primitivo  O';  según 
QStaS' después  de  h&beff  tomado  el  arco  AF  igual  a  la  semi-circnnferencia 
MaD^y  de  haber  tirado  el  radio  OEF,  no  habrá  mas  que  demostrar  que 
el  aacoi  ge  esrgual  a  gE.  Pero  como  los  arcos  semejantes  gC  y  MT  son 
proporcionales  a  sus  radios,  y  como  el  segnndo  de  estos  arcos  es  igual 
aíh^  ftPy  tendrénu»  que 

arco  §C= :—  .  aF,  y  arco  6E==5^ .  aF, 

óm  donde  Fesvlta  qne  los  arcos  SCjS^  son  efectiramente  iguales  en  lon- 
jitud  absoluta,  en  virtud  de  la  proporción  hallada  mas  arriba  entre  los 
cuatro  radios. 

821.  Para  el  vértice  B  de  la  epicicloide  primitiva,  el  centro  de  cur- 
batura  se  halla  en  el  oríjen  E  de  la  evoluta  ACE;  y  como  la  regla  jcne- 
ral  del  núm.  816  es  en  este  caso  insufíciente  para  obtener  este  centro 
particular  E,  es  útil  saberlo  hallar  directamente.  Pero  el  valor  de  r 
sentado  arriba  nos  dice  que  si  sobre  OB  como  diámetro,  describimos 
una  semi-circunferencia,  esta  cortará  al  círculo  primitivo  descrito  con 
el  radio  OA  en  un  punto  G,  desde  el  cual,  bajando  una  perpendicular 
GE  at  diámetro,  nos  dará  a  conocer  al  punto  E  que  buscamos. 

822.  Debemos  observar  que  la  epicicloide  es  una  curba  rectificable; 
povque  crn  arco  de  una  evoluta  es  siempre  igual  a  la  diferencia  de  los 
radios  de  curbatura  que  terminan  en  los  estremps  de  este  arco,  de  aquí 
resotea  que  el  arco  AC  es  igual  a  la  recta  CaM .  La  mitad  de  la  rama 
ACE  tendrá  por  tonjitud  a  EB==:2r'+2R';  y  si  queremos  espresarla  solo 
por  medio  de  los  elementos  de  esta  epicicloide,  bastará  que  sustituya- 
mos aquí  por  R'  su  valor  en  funciones  de  r  y  r\ 

823.  Envolvente  de  un  círculo.  Sea  O  el  círculo  fijo,  y  O'  el  móvil  lam.  65. 
que  rodando  sobre  el  otro,  arrastre  consigo  a  un  pequeño  círculo  amb  "^' 
cuyo  centro  M  esté  colocado  sobre  la  circunferencia  0\  Este  punto  M 

ha  descrito  la  epicicloide  AM ;  y  para  obtener  la  envolvente  em,  es  pro- 
eiso,  segnn  la  regla  del  num.  811,  tirar  de  cada  punto  de  contacto  a, 
uim  normal  a  la  ínvoluta  amb,  es  decir,  tirar  la  recta  ocM.  Esta  ultima 
eDcoeittra  a  la  invoIuta  en  dos  puntos  m  y  m';  luego  aquí  habrá  dos 
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envolventes^  una  em  interior»  y  la  otra  e'm'  esterior,  las  cuales  tocarán 
a  la  involuta  amb  en  los  puntos  m  y  m\  Estas  dos  envolventes  tendrán 
los  miamos  centros  de  curbatura  G  y  la  misma  evoluta  AGE  que  la 
epicicloide  AM;  pero  sus  radios  de  curbatura  serán  todos  menores  o 
mayores  que  los  de  esta  última  linea,  una  cantidad  constante  Mm=r; 
de  modo  que  estas  tres  curbas  estarán  equidistantes  en  todos  sus  pnn- 
toSf  en  el  sentido  de  sus  normales  comunes. 

Gada  uno  de  esto«  involucros  presenta  un  retroceso  en  el  sitio  en  que 
encuentra  a  la  evoluta  AGE.  Para  determinar  este  punto  e,  basta  obser- 
var que  entonces  el  radío  de  curbatura  de  la  epicicloide  es  igual  a  Mm 
=r,  y  que  la  porción  de  normal  señalada  por^  en  el  núm.  813,  es  en 
este  caso  la  cuerda  aM  del  círculo  móvil;  luego,  si  en  la  fórmula  (A) 
de  este  número,  hacemos  a 

p=r,  p'=0  y  a  p=2R^  cos^  , 

deduciremos  de  aquí  con  suma  facilidad  que 

_  rf  R+2K\ 

lo  que  nos  dice  que  tomando  sobre  la  circunferencia  O,  y  partiendo  del 
punto  A,  un  arco  igual  al  que  en  el  círculo  O'  tiene  por  cuerda  el  valor 
que  acabamos  de  hallar  para  p,  obtendremos  el  punto  de  contacto  a' 
que  corresponde  al  retroceso  e  que  buscamos;  y  desde  luego,  este  último 
punto  se  construirá  fácilmente,  así  como  lo  hemos  hecho  con  el  centro 
G  por  medio  del  punto  a. 

En  lugar  de  aplicar  la  fórmula  (A)  a  la  epicicloide  AM,  hubiéramos 
podido  aplicarla  directamente  a  la  envolvente  em,  cuyo  radio  do  curba- 
tura es  nulo  en  el  punto  que  buscamos  e;  en  cuyo  caso  hubiera  sido 
preciso  hacer  a 

p=0,  p'=r  y  p+r=p'=2W  costp , 

y  hubiéramos  hallado  para  p\  que  representa  la  cuerda  Mee,  el  mismo 
valor  que  aquí  arriba. 

825.  La  única  parte  de  estas  envolventes  que  es  útil  en  las  aplica- 
ciones a  los  engargantes,  es  la  rama  em^  o  para  hablar  mas  exactamente, 
es  la  porción  dm  de  esta  rama  que  se  halla  en  el  esterior  del  círculo  O. 
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Aun  cuando  el  oríjen  d  de  esta  porción  útil  se  diferencia  mai  poco  del 
retroceso  e^  si  queremos  determinar  rigurosamente  el  primero  de  estos 
puntos,  observaremos  que  se  presenta  cuando  el  círculo  pequeño  pasa 
por  el  contacto  a  de  los  círculos  O  y  O',  es  decir,  cuando  la  cuerda  Ma 
es  igual  al  radio  Mm.  Luego  será  suficiente  tomar  el  arco  Ad  igual  al 
que,  en  el  círculo  0\  tiene  por  cuerda  al  radio  Mm. 

826  Envolvente  de  un  radio.  Si  adoptamos  por  involuta  al  radio  n 6*  n. 
O'A  del  círculo  móvil  O',  la  envolvente  será  la  epicicloide  AmB  enjen- 
drada  por  el  punto  A  de  un  círculo  Vque  se  hubiese  descrito  sobre  AO' 
como  diámetro,  y  que  él  mismo  rodase  sobre  la  circunferencia  O.  Con 
efecto,  cuando  el  círculo  O'  haya  llegado  a  una  posición  cualquiera  O", 
el  radio  O'A  ocupará  una  situación  O^^a  determinada  por  la  condición 
aa=aA;  luego  si  bajamos  sobre  esta  involuta  0"a  la  perpendicular  am, 
el  punto  7n  será  (num,  811)  un  punto  de  la  envolvente  que  buscamos.  Pe- 
ra este  punto  m  manifiestamente  pertenecerá  a  la  circunferencia  V  des- 
crita sobre  aO"  como  diámetro,  y  entonces  los  arcos  ocm  y  aa  que  corres- 
ponden a  un  mismo  ángulo  aO"a  y  están  descritos  con  radios  duplo  uno 
y  otro,  serán  iguales  en  lonjitud  absoluta;  de  donde  concluiremos  que  el 
arco  am  es  también  igual  al  arco  aA,  y  que  según  esto  el  punto  m  hallado 
ya  para  la  envolvente;  pertenece  efectivamente  a  la  epicicloide  AB  que 
describiría  el  punto  A  del  círculo  V  que  rodase  sobre  la  circunferencia  O; 

827.  Lo  que  precede  demuestra  al  mismo  tiempo  que  si  el  círculo 
V.  rodase  en  el  interior  del  círculo  O  considerado  inmóvil,  el  punto  A  de 
esta  circunferencia  V  describiría  una  epicicloide  rectilínea  que  precisa- 
mente sería  el  radio  AO',  o  mas  bien  el  diámetro  entero  del  círculo  0% 
según  ya  lo  hemos  visto  en  el  num,  475.  De  modo  que  en  el  caso  pre- 
sente la  involuta  y  la  envolvente  son  enjendradas  por  el  rodamiento  del 
mismo  círculo  V  sobre  las  circunferencias  O  y  O',  este  resultado  no  es 
sino  un  caso  particular  de  la  proposición  siguiente  : 

828.  Envolvente  de  una  epicicloide.  Si  hacemos  rodar  un  círculo  ü  pjo.  i2; 
de  un  radio  arbitrario,  primeramente  en  el  interior  del  círculo  O',  y  en 
seguida,  en  el  esterior  del  círculo  O,  un  mismo  punto  de  la  circunferencia 

U  describirá  dos  epicicloides  ab  y  AB,  de  las  cuales  la  última  será  la 
envolvente  de  todas  las  posiciones  que  tomará  la  involuta  ab,  cuando 
esta  sea  arrastrada  por  la  rotación  del  círculo  O'  sobre  la  circunferencia  O. 
Con  efecto,  consideremos  los  círculos  O  y  O'  eu  una  posición  cualquiera 
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ea  que  se  toquen  en  a,  tracemos  en  seguida  el  cífcalo  U  taajeal»  e«  mtím 
mismo  punto  a  los  otros  dos.  En  este  caso,  la  circunferéBcia  U  ir¿  a 
cortar  a  la  epicicloide  ab  en  un  punto  m,  de  modo  que  sea  el  areó  mma^ctai 
pero  a  causa  de  la  rotación  del  círculo  O'  sobre  O,  será  también  el  arco 
aa=aA;  luego  los  arcos  am  y  aA  son  iguales^  y  por  CMieigniénte,  el 
punto  tn  de  la  curba  ab  pertenece  también  a  la  epicicloide  AB.  Ado- 
rnas, estas  dos  epicicloides  son  tanjentes  en  el  punto  coromi  m,  porque 
tanto  para  la  una  como  para  la  otra  (núm.  472)  la  normal  es  la  cuerda 
am  del  círculo  jenerador  U.  Pero  mui  rara  rez  se  emplean  estos  dos  per« 
files  curbilíneos  en  los  dientes  de  las  ruedas,  en  atención  a  qne  es  mn* 
cho  mas  cómodo  adoptar  el  sistema  de  la  Jig.  11|  en  el  cual  ano  de  los 
dos  perfiles  es  una  recta  AO'  (*). 


(*)  Jeneralizanda  estas  consideraciones^  podemos  á^nir  de  otro  moda 
que  como  lo  hemos  hecho  en  el  núm.  808»  la  iorma  que  deben  tener  la$ 
perfiles  conjugados  de  los  dientes  de  un  engargante.  Para  esto,  t$mema9 
una  curba  cualquiera  W  tanjenteen  A  (fig.  2)  a  los  dos  drcuh»  O  jr^^t 
y  hagámosla  rodar  alternativamente  en  él  interior  de  la  circunferencia 
O'  y  en  el  esterior  del  círculo  O;  en  este  caso  el  punto  A  de  W  describirá 
mbcesicamente  dos  curbas  ab  y  AB  qtse  serán  losperfUee  pedidos»  Par- 
que cuando  los  circuios  O  y  O'  jiren  al  rededor  de  sus  centros  inmóviles 
de  modo  que  impriman  velocidades  iguales  {núm.  806)  a  las  circunfe- 
rendas  aS  y  cC%\  sucederá  que  las  curbe^KR  jpab  enjendraéas  coma  ar- 
riba, se  tocarán  constantemenente  en  un  punto  variable^  cuya  normal  ca^ 
mun  pasará  siempre  por  el  punto  A  colocado^  sobre  la  limsa  que  une  Im 
centros.  Demostraremos  esto  con  facilidad^  sustituyendOf  en  conformé^ 
dad  con  el  principio  del  núm.  809»  al  movimiento  de  revolución  de  las 
círculos  O  y  O'  al  rededor  de  sits  centros  inmócileSf.  el  rodamiento  de  la 
circunferencia  O'  sobre  la  circunferencia  O  enteramente fija:^ 

Pero  esta  segunda  definición  de  los  perfiles  de  los  dientes,  sería  paco 
camoda  para  emplearla  en  el  caso  en  que  con  anticipación  y  arbitraria* 
mente  se  asigne  la  forma  ah  de  uno  de  estos  perfiles;  porque  entáncee  seria 
preciso  principiar  por  indagar  cual  era  la  curba  W  que,  radandaso^ 
bre  O'  podria  enjendrar  el  perfil  dado  ab,  lo  que  de  ordinaria  ofrecería 
muchas  dificultades. 
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829L  MniHíltenta  de  una  voluta  de  circulo.  Finalmente,  adoptemos  fig.  13. 
px  iavoktta  a  la  curba  ainb  que  es  la  volata  (num.  479)  de  un  círculo 
concéntrico  con  O',  y  descrito  con  un  radio  arbitrario  0'C\  Si  desde  el 
poato  ft  tiramoa  a  este  círculo  O'C  la  tanjente  amC\  esta  será  normal 
a  ami  X  nos  dará  (num.  811).  un  punto  m  de  la  envolvente  AmB  que 
bmcamM;  por  otra  paite,,  el  centro  de  curbatura  C  de  esta  envolvente 
90  obteiidrá  (núm.  816)  tirando  O'G'  y  su  paralela  OC,  que  será  per- 
peadicular  a  la.  normal  G'aO,  y  evidentemente  tendrá  por  valor  cons- 
tante a 

OC=0*C'x|,; 

de  donde  concluimos  que  la  circunferencia  descrita  con  el  radio  OC  será 
el  lugar  de  todos  los  centros  de  curbatura  de  la  envolvente  AmB,  y  con- 
siguientemente esta  misipa  envolvente  es  una  voluta  del  círculo  OC. 

830.  Volvamos  ahora  a  tratar  del  verdadero  estado  de  dos  ruedas  fig.  7. 
una  de  las  cuales  transmita  a  la  otra  el  movimiento  circular  que  la  ani- 
ma; porque  según  hemos  dicho  núm.  808,  la  hipótesis  de  que  el  cír- 
culo O'  rodaba  sobre  el  círculo  O  que  estaba  absolutamente  fijo,  no  era 
sino  una  ficción  propia  para  simplificar  el  estudio  y  trazado  de  las  envol- 
ventes de  que  teníamos  necesidad.  Y  así  en  realidad,  los  centros  O  y  O' 
están  ambos  fijos,  y  el  movimiento  de  revolución  que  se  imprime  a  la 
rueda  O  se  comunica  a  la  rueda  O'  por  medio  del  empuje  que  la  curba  AB 
tranamite  a  la  otra  ah\  pero  para  que  este  movimiento  satisfaga  ala  con- 
dición esencial  del  num.  806,  es  preciso  (num.  808)  que  una  de  estas 
curbassea  la  envolvente  de  la  otra  cuya  forma  queda  arbitraria.  Sin  em- 
bargo, debemos  hacer  la  restricción  de  que,  en  la  porción  de  ah  que  se 
utilice ,  vayan  los  radios  vectores,  tales  como  Q'm ,  disminuyendo 
siempre  o  siempre  aumentando;  y  entonces  los  de  AB,  tales  como  Om, 
variarán  constantemente  en  sentido  contrario  a  los  anteriores.  Esto  es  ne- 
cesario para  que  haya  verdadero  empuje  áe  un  diente  contra  otro;  porque 
ai  uno  de  los  radios  vectores  O'm  fuese  máximo  o  mínimo,  este  necesa- 
riamente sería  normal  a  la  curba  ah\  y  cuando  los  dos  dientes  llegasen 
a  tocarse  en  m,  la  normal  O'm,  que  en  esta  época  debe  (núm.  810)  pa- 
sar por  el  punto  de  contacto  D  de  los  dos  círculos,  iria  a  coincidir  en  di- 
rección con  la  línea  de   los  centros  ODO';  y  entonces  la  revolución 
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del  círculo  O  al  rededor  de  su  centro  inmóvil,  produciría  una  velocidad 
precisamente  tanjencial  a  la  curba  amb,  esto  no  daría  lugar  sino  a  aa 
simple  rozamiento  que  sería  insuficiente  para  arastrar  a  la  rueda  0\ 
Fia.  7,  831.  Lvgar  de  los  contactos.  En  el  movimiento  de  revolución  al  rede- 
dor de  los  centros  fijos  O  y  O',  el  punto  do  contacto  m  de  la  envolvente  j 
de  la  involuta,  que  ámbns  participan  de  este  movimiento,ocupasubcesiva- 
mente  posiciones  diferentes  con  respecto  a  la  recta  invariable  ODO'  y  al 
punto  D  en  que  constantemente  se  tocan  los  círculos  movibles;  la  su- 
cesión de  estas  posiciones  del  punto  m,  sobre  el  plano  fijo  de  los  dos  cír- 
culos, forma  una  curba  qne  es  útil  conocer.  En  jeneral,  la  obtendremos  mi- 
diendo en  cada  posición  del  círculo  móvil  de  la^^.  2  el  radio  vector  A^^ 
y  el  ángulo  e^k^O\  para  referirlos  en  seguida  sobre  la  fig.  7,  partiendo 
desde  el  punto  D  considerado  como  polo;  pero  en  muchos  casos,  este  lu- 
gar de  los  contactos  entre  la  envolvente  y  la  involnta  se  obtiene  de  un 
modo  directo  y  mni  sencillo. 

1.^  Si  la  involnta  se  redujese  a  un  punto  de  la  circunferencia  0\  es 
evidente  que  esta  circunferencia  sería  ella  misma  el  lugar  pedido. 

FIO.  11  2.°  Cuando  la  involnta  es  el  radio  O'A  {fig.  11),  el  lugar  de  los  con- 
tactos subcesivos  es  la  circunferencia  V  descrita  sobre  O'A  como  diá- 
metro: porque  cualquiera  que  sea  la  posición  O'A'  del  radio  móvil,  la 
normal  AN',  que  es  preciso  bajar  del  punto  A  (nüm.  811),  terminará 
siempre  sobre  la  circunferencia  V. 

3.®  En  el  caso  poco  usado  de  la^o^.  12,  en  que  la  envolvente  y  la  in- 
volnta fuesen  dos  epicicloides,  sus  puntos  de  contacto  se  hallarían  todos 
evidentemente  sobre  la  circunferencia  U,  colocada  tanjencialmente 
a  los  dos  círculos  primitivos  sobre  la  línea  invariable  que  une  los  cen- 
tros fijos. 

FIO.  13  4.°  Por  último,  cuando  la  involnta  y  la  envolvente  son  dos  volutas 
de  círculo,  el  lugar  de  sus  contactos  subcesivos  será  precisamente  li 
recta  C'aC,  que  es  tanjente  común  a  los  dos  círculos  ausiliares  que 
dan  nacimiento  a  estas  volutas;  porque  durante  la  revolución  de  estas 
curbas  al  rededor  de  los  centros  fijos  O  y  O',  la  normal  que  sería  preci- 
so tirar  desde  el  punto  a  (nútn.  811),  coincidiría  siempre  con  la  rec- 
ta C'aC- 

832.  Límites  correspondientes.  Como  en  la  práctica,  no  se  emplean 
sino  arcos  poco  estensos  de  envolvente  e  in voluta,  es  importante  saber 
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limitar  una  de  estas  cnrbas  en  la  porción  verdaderamente  íítil,  según  la 
magnitud  del  arco  que  se  ha  conservado  para  la  otra.  Pero  los  puntos 
correspondientes,  es  decir,  los  que  se  hallan  en  contacto  a  cierta  época 
del  movimiento  de  revolución,  naturalmente  serian  dados  si  constru- 
yésemos la  envolvente  según  el  método  del  núm.  811  y  \ajig.  2;  y  como 
en  la  mayor  parte  de  los  casos  usuales,  se  conoce  con  anticipación  la 
naturaleza  de  la  envolvente  y  de  la  involuta,  y  se  trazan  estas  curbas  in* 
dependientemente  una  de  otra;  de  modo  que  es  necesario  indagar  en 
seguida  los  límites  correspondientes,  es  fácil  esto  después  de  haber 
construido  el  lugar  de  los  contactos  subcesivos. 

833.  Por  ejemplo,  en  el  caso  de  la^^.  11  en  que  la  involuta  es  el  ra- 
dio O'Ay  y  la  envolvente  la  epicicloide  AmB  descrita  por  el  rodamiento 
del  círculo  Y\  para  hallar  el  punto  correspondiente  a  N,  referiremos  este 
último  a  N'  sobre  la  circunferencia  V  que  es  el  lugar  de  los  contactos 
subcesivos,  por  medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  desde  el  centro  O; 
y  en  seguida,  desde  el  centro  O'  con  el  radio  0'N^  describiremos  otro 
arco  de  círculo  que  transportará  el  punto  N'  a  n  sobre  el  radio  O'A;  y 
este  último  punto  corresponderá  a  N.  De  modo  que  si  de  la  envolvente 
no  conservamos  sino  el  arco  A'N,  la  única  porción  útil  de  la  involuta 
será  An;  y  como  estos  arcos  evidentemente  tienen  lonjitudes  mui  desi- 
guales, conoceremos  claramente  que  habrá  resbalamiento,  y  por  consi- 
guiente rozamiento  de  la  envolvente  con  la  involuta,  como  lo  hemos  de- 
mostrado en  jeneral  en  el  núm.  817. 

834.  En  la^.  13  en  que  la  envolvente  y  la  involuta  son  dos  volutas, 
«abemos  que  el  lugar  de  sus  contactos  subcesivos  es  la  recta  C'aC; 
luego  para  obtener  el  punto  correspondiente  a  N,  será  suficiente  trans- 
portar este  último  a  N'  por  medio  de  un  arco  descrito  con  el  radio  ON, 
y  referir  en  seguida  N'  a  n  por  medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  des- 
de el  centro  0\  Y  así  es  que  los  arcos  AN  y  an,  AB  y  a¿,....  serán  los 
arcos  correspondientes,  que  ruedan  y  resbalan  uno  sobre  otro  durante 
la  revolución  de  los  círculos  O  y  O'  al  rededor  de  sus  centros  fijos. 
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CAPITULO  IV. 

Trazado  de  los  engargantes  planos  o  cilindricos. 

LAM.  66.  835»  Cuando  las  dos  ruedas  que  queremos  poner  en  morimiento  tie- 
Fia.  14.  jjgjj  g^g  ejes  paralelos  proyectados  en  O  y  O*  sobre  el  plano  mismo  del 
depurado,  tanto  estas  ruedas  como  los  dientes  de  qne  están  armadas,  se 
componen  de  rebanadas  cilindricas  mas  o  menos  gruesas,  pero  que 
tienen  sus  j  enera  trices  paralelas  a  los  ejes  :  estos  dientes  se  proyecta- 
rán según  curbas  o  perfiles,  que  manifiestamente  bastará  señalar  para 
que  la  forma  total  de  la  rueda  quede  bien  definida.  Haremoa  pueB  abs- 
tracción de  los  espesores,  y  no  tendremos  qne  ocuparnos  sino  de  los 
perfiles  situados  en  el  plano  del  depurado.  Sentado  esto,  y  según  las 
nociones  preliminares  manifestadas  en  los  números  806  y  808,  sabemos 
que  será  preciso  principiar  por  dividir  el  intervalo  OO'  en  dos  partes 
OA=R  y  0'A=R'  que  estén  en  razón  inversa  de  las  velocidades  cm^ 
guiares  (núm.  805)  o)  y  cu'  que  se  quieran  imprimir  a  las  dos  rueda»;  en 
seguida,  se  trazarán  con  estos  radios  los  circuios  primitivos  aS  J  oc'S' 
cuyas  circunferencias  deberán  adquirir  velocidades  absolutas  que  sean 
iguales,  es  decir,  que  los  arcos  iguales  AA'  y  aa*  deberán  pasar  por  ta 
línea  de  los  centros  OO^  en  un  mismo  tiempo. 

836.  Elijamos  ahora  dos  números  enteros  cualesquiera  n  y  n',  que 
estén  en  razón  inversa  de  las  velocidades  angulares  oj  y  cd',  es  decir,  que 
sean  de  tal  magnitud  que  nos  den 

n  :  n'  : :  o*'  :  (tí  : :  R  :  R' ; 

dividamos  en  seguida  el  círculo  [nrimitivo  a&  en  n  partes  iguales  AA\ 
A' A",  A" A"',...  y  el  a'6'  en  n'  partes  también  ¡guales  aa\  aV, «"«"'.... 
Estas  divisiones  tendrán  también  las  mismas  lonjitudes  absolutas  en  los 
dos  círculos;  porque  en  virtud  de  la  proporción  precedente,  evidente- 
mente hallaremos  que 

2nR      2nK 


n  n 


o   AA^=aa  ; 
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ée  modo  qae^  poi*  Ja  revólucioii  de  los  círculos,  los  puntos  A'  y  a\  A"  y 
^"...k  ¿legarán  al  misaie  tiempo  a  la  línea  de  los  centros  00\  En  se- 
rvido, subdiyidirénas  cada,  una  de  las  divisiones  precedentes  en  dos 
{Mii-tés desiguales,  tomando  IosarcosAB,A'B',A''B'\...  iguales  entre  sí, 
pero  im  tanto  menear  que  la  mitad  de  AA';  estos  arcos  parciales  formarán 
la  base  de  cada  diente,  o  el  lleno  de  la  rueda,  mientras  que  los  arcos  AB', 
A'B"....  Forán  los  vanos  o  intervalos  entre  dos  dientes  consecutivos^  Del 
Aiiaino  modo  operaremos  con  el  círculo  primitivo  a^g',  en  el  que  ab,  a'b\... 
«eráfi  lad  buses  de  ios  dientes  de  esta  rueda,  un  poco  menores  que  los 
mtetv4x\Ó8bn\Va^\...  E^ta  diferencia  es  necesaria  para  el  juego  que  siem- 
pre debe  haber  en  el  engargante^  como  lo  demostraremos  en  lo  que  si- 
gisie  (núm.  842). 

S37\.  Siqneretoos  apreciar  con  exactitud  la  amplitud  de  este  juego, 
llamemos  B  y  B'  a  las  bases  AB  y  ab  que  pueden  ser  desiguales,  I  e  F 
~a  los  intervAlod,  y  tendremos  que 

n  n 

y  de  aquí  concluiremos  para  el  juego  que 

J  =  I  — B'  =  r— B  =  ?!l^  — (B+B'); 

n 

os  decir,  la  lonjitud  común  de  las  divtsione»^  menos'  la  suma  dé  las  ba- 
ses.  Si  las  bases  fuesen  iguales  en  las  dos  ruedas,  la  amplitud  del  juego 
sería  el  exceso  ele  un  intervalo  sobre  uñábase;  pero  en  todos  los  casos, 
es  preciso  que  este  juego  esté  comprehendido  entre  un  duodécimo  y  un 
vijésimo  de  la  lonjitud  constante  AA'  de  las  divisiones  primitivas,  con  el 
fin  de  no  disminuir  mucho  el  espesor  de  los  dientes,  y  por  consiguiente 
la  resistencia  de  que  son  Susceptibles;  y  también  para  hacer  menos  sen- 
sibles los  choques  alternativos,  que  comunmente  se  manifiestan,  cuando 
las  dos  ruedas,  aunque  continúen  su  marcha  en  el  mismo  sentido, 
sufren  variaciones  en  sus  velocidadas,  producidas  por  causas  acci- 
dentales. 

Todos  los  detalles  que  preceden  sun  comunes  a  los  diferentes  jéneros 
de  engargantes,  y  estos  no  se  diferencian  entre  sí  sino  por  la  forma  del 
perfil  de  los  dientes:  pero  en  todos  casos,  para  cumplir  con  la  condición 
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esencial  (núm.  806)  de  qne  los  arcos  iguales  AA'  y  aá!  pasen  al  mismo 
tiempo  por  la  línea  de  los  centros,  será  preciso  recordemos  que  los 
perfiles  corespondientes  ZAF  y  zéi/debenser  uno  con  respecto  al  otro, 
envolvente  e  involuta  (núm.  808),  y  podemos  elejir  a  nuestro  arbitrio 
uno  de  estos  perfiles,  siempre  que  quede  satisfecha  la  restricción  indica- 
da en  el  níim.  830. 
riG.  14.  838.  Ejngargante  de  flanco  simétrico  y  recíproco.  En  este  caso, 
adoptaremos  por  perfil  de  cada  diento  de  la  rueda  O',  a  un  radio  como  el 
O'a;  y  desde  luego  el  perfil  correspondiente  AZ  sobre  la  rueda  O  deberá 
ser  un  arco  de  epicicloide  enjendrada  por  el  punto  a  del  círculo  V  des- 
crito sobre  el  diámetro  O'a  cuyo  círculo  rodará  sobro  la  circunferencia 
O;  porque  hemos  visto  (num.  826)  que  esta  epicicloide  era  la  envolvente 
de  todas  las  posiciones  qne  adquiere  el  radio  O  a  en  la  rotación  del  cír- 
culo 0\  Trazaremos  pues  este  arco  AZ  por  el  procedimiento  del  núm. 
471  o  por  el  del  núm.  4.72,  y  le  terminaremos  en  el  punto  Z  en  que  cor- 
tará al  radio  OZ  tirado  por  el  medio  de  la  base  AB  :  en  seguida,  trans- 
portaremos estos  resultados  simétricamente  a  la  izquierda  de  este  radio 
OZ  para  obtener  el  perfil  opuesto  BZ;  porque,  en  el  caso  actual,  es  ^'- 
métrico  el  engargante,  es  decir,  destinado  a  rodar  de  derecha  a  izquierda 
del  mismo  modo  que  de  izquierda  a  derecha;  pero  si  la  rueda  O  no 
debiese  nunca  jirar  sino  en  el  segundo  de  estos  sentidos,  quedaría  arbi- 
traria la  forma  del  perfilBZ  (*). 

839.  Se  da  el  nombre  áo  flanco  a  la  parte  plana  del  diente,  dirijida 
según  el  radio  0*a;  y  como  nohai  sino  una  débil  porción  de  este  radio 
que  sea  tocada  y  conducida  por  el  arco  epicicloídico  AZ,  conviene  saber 
hallar  la  ostensión  exacta  ú/quo  debe  tener  el  flanco.  Pero  en  virtud  de 
loque  hemos  dicho  en  el  núm.  833,  será  preciso  describir  con  la  distan- 
cia OZ  por  radio  un  arco  de  círculo  que  transportará  la  estremidad  Z  a 


(^)  Para  evitar  toda  equivocación,  y  no  caer  en  contradicciones  gra- 
ves sobre  el  sentido  de  los  diversos  movimientos  de  rotación  al  rededor  de 
ejes  diferentes;  es  preciso  tener  cuidado  de  observar  cada  uno  de  ellos  colo- 
cándose sobre  el  eje  correspondiente.  Y  así  en  la  fig.  14,  si  el  sistema  fun- 
•  ciona  en  la  dirección  indicada  por  la  flecha,  será  preciso  decir  que  la  rue- 
da O  jira  de  izquierda  a  derecha  y  la  rueda  O'  de  derecha  a  izquierda. 
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m  sobre  la  circunferencia  V;  y  en  segnida^  referir  este  punto  ni  di  f  por 
medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  desde  el  centro  O'. 

840.  Por  lo  común  se  hace  que  este  engargante  sea  redproco  prolon- 
gando el  perfil  ZA  en  el  interior  déla  rueda  O  por  un  flanco  AF,  y  agre- 
gando al  esterior  déla  rueda  O'  un  diente  saliente  azh  cuyo  perfil  está 
fonnado  de  dos  arcos  de  epicicloide  simétricos  uno  de  otro.  En  el  caso 
actual,  se  trazará  el  arco  az  haciendo  rodar  sobre  la  circunferencia  O'  al 
círculo  V  descrito  sobre  AOcomo  diámetro;  y  la  estension  exacta  AF 
del  flanco  que  será  rejida  por  el  arco  az  se  obtendrá  (num.  833)  des- 
cribiendo desde  el  punto  O'  el  arco  de  círculo  xM.  terminado  en  la  cir- 
cunferencia V,  y  refiriendo  en  seguida  el  punto  M  a  F  por  medio  de  un 
arco  concéntrico  con  O. 

Una  vez  trazado  el  perfil  FAZBE  sobre  un  cartón  se  recorta  este  según 
el  contorno  y  sirve  de  patrón  móvil  colocándolo  encima  de  todas  las 
demás  bases  AVB';  A"B",....  con  cuyo  ausilio  se  trazan  inmediatamen- 
te los  perfiles  de  todos  los  dientes  de  la  rueda  O.  Del  mismo  modo  ope- 
raremos con  la  rueda  O'  empleando  también  otro  patrón  recortado  según 
el  coniotuo  fazhe. 

841.  Límite  de  las  excopleaduras^  o  Curba  de  identificación  entre  dos  fig.  15. 
perfiles.  A  continuación  de  los  flancos  AF  y  BE,  es  preciso  practicar 

una  escopleadura  que  deje  espacio  al  diente  azbpñva.  moverse  libremente. 
Para  determinar  éstos  límites  exactamente,  consideremos  la  Jig.  15  en 
que  suponemos  que  es  nulo  el  juego  del  engargante,  y  en  la  que  desde  lue^ 
go  el  diente  azb  está  precisamente  en  contacto  con  los  dos  perfiles  Z AF 
y  Z'B'E'  a  un  mismo  tiempo;  en  este  caso,  se  tratará  de  hallar  el  lugar 
FGE'  de  todas  las  posiciones  que  toma  el  punto  z  sobre  el  círculo  O 
móvil  al  rededor  de  su  centro,  en  tanto  que  el  mismo  círculo  O'  jira 
y  arrastra  al  radio  O'z  al  rededor  del  punto  fijo  0\  Pero  según  las  con- 
sideraciones espuestas  en  el  núm.  809,  esta  curba  FGE'  es  la  misma 
quo  la  que  describiria  el  punto  z  en  la  hipótesis  de  que  el  círculo  O'  ro- 
dase sobre  el  círculo  O  enteramente  inmóvil ;  este  último  jénero 
de  rotación  produce  ima  epicicloide  alongada  cuya  construcción  hemos 
dado  en  el  num.  473;  es  pues  una  porción  del  nudo  de  esta  epicicloide 
la  que  es  preciso  tomar  para  el  contorno  F^E',  y  este  arco  se  identifica- 
rá completamente  con  los  dos  flancos  AFy  BE'.  Con  efecto,  si  conside- 
ramos (fig.  16)  el  diento  azb  cuando  ha  llegado  a  la  posición  en  que  va 
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a  dejar  óe  estar  trabado,  y  en  que  toca  la  estremidad  del  areo  éLZ  a]  élú- 
mo  elemento  del  flanco  AF,  en  esíte  cado,  la  normi^l  ceimuii  ^  «stn  itiwdu* 
ta  y  a  esta  envolvente  es  la  reoia  FD  (núm.  «10);  pero  mrrando  al  punto 
z  como  que  ha  descrito  en  el  mismo  tiempo  la  epicicíoide  Hlargada  EXiF^ 
la  recta  FD  será  también  (níim.  470)  normal  a  esta  última  cttrba;  é^ 
donde  concluiremos  qne  la  epicicloide  E'GF  es  tanjente  «1  ñaaco  AÍ*, 
y  así  mismo  toca  al  otro  flanco  P/E^  en  el  punto  E\ 

842.  Lo  que  acabamos  de  decir  supone  que  la  base  «5  de  cada  dien- 
te es  precisamente  ig^ual  al  intervalo  AB';  pero  en  la  práctica  no  debe 
nunca  admitirse  esta  hipótesis;  porque  de  aquí  resaltaria  en  cada  cara  fe 
de  dientes  trabados,  un  contacto  inútil  para  el  empuje,  y  por  <K)nsigt)íen- 
te,  rozamientos  que  dismiuuirian  notablemente  defecto  útil  de  la  fuerza 
motriz:  ademas,  la  menor  irregularidad  en  los  perfiles  detendría  el  nio*- 
vimiento  de  la  máquina,  o  espondria  a  que  se  quebrasen  los  diemes. 
Por  consiguiente,  es  preciso  qne  admitamos  cierto yie/»^^,  cuyos  límites 
hemos  indicado  ya  en  el  núm.  837;  y  en  este  caso,  que  es  el  de  i^Jig^ 
14,  la  epicicloide  FG  no  volverá  ya  a  unirse  con  el  flanco  B*E',  y  de- 
beremos terminarla  en  su  vértice  G  situado  sobre  la  circunferencia  des- 
crita con  el  radio  OL  que  se  halla  tomando  OZ=i=K)V.  en  ^egaida,  como 
es  preciso  prevenir  al  caso  en  que  una  causa  accidental  llegue  a  retardar 
la  velocidad  de  rotación  de  la  rueda  ducen^e^  sucedería  que  el  perfil  fas: 
marcharía  de  vacío  mientras  que  el  ompnje  &e  ejercería  entre  las  caras 
ebz  y  Z'B^E';  segnn  esto,  deberemos  también  trazar  iñ  epicicloide  ñU>u- 
gada  E'H  simétrica  con  FG  (*),  y  el  conjunto  de  estas  doa  ramas  reuni- 
dos pornn  arco  mui  pequeño  de  circunferencia  OL,  compondrá  el  con- 
tormo FGH'E'  de  la  escoplead ura  rigurosamente  necesaria  para  q\ie  la 


(^)  Estos  dos  arcos  FG  y  E'IT  no  pertenecen  a  la  misma  epicidóidt 
alongada]  porque  para  conseguir  el  vértice  G  de  la  primera,  ser  (a  preciso 
tomar  sobre  la  circunferencia  aS,  partiendo  desde  d punto  A,  un  arco 
igual  a  la  mitad  ak  de  ab;  y  en  seguida^  tirar  al  radio  Ok*  que  cortase  a 
la  circunferencia  OL  en  el  punto  pedido  Q.  Mientras  que  para  la  otra 
epicicloide  E'H',  necesitaríamos  tomar  el  arco  hk  sobre  el  circuló  ag, 
pero  partiendo  desde  el  punto  B»,  haciendo  mover  a  las  dos  ruedas  para 
poner  en  contacto  al  perfil  bz  con  el  oríjen  B'  del  Hanco  B*E'. 
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ponte  z  ae  ociueva  líbretaeate,  ya  sea  en  las  pequeras  vacüaciqíies  que 
permite^ el  juego,  o  ya  eu  el  caao,  ep  que  la  rueda  O  deba  moverse  t^qto 
a  la  izquierda  co.mo  a  la  derecha. 

Del  m¡3i»o  modo  determinaríamos  el  contorqo  ehg'f  de  la  eacopleadu- 
ra  que  debería  ejecutarse  en  la  rueda  O'  para  dejar  paso  libre  al  diente 
A'Z'B\  formándole  de  dos  ramas  de  epicicloide  alarga,da,  descrita 
por  la  estremidad  del  radio  OZ'  cuando  este  es  arrasjtrado  por  el  rpda- 
mienta  del  círculo  O,  eobre  el  círculo  O',  y  estas  dos  ramas  se  casarán 
pov  medio  de  un  arco  pequeño  de  la  circunferencia  cuyo  radio  s^erá  07', 
que  se  determina  tomando  la  distancia  OZ=OZ'. 

843.  En  lugar  de  atenernos  a  esto^  límites  rigurosos,  es  siempre  ?"•  ^'*- 
preciso  en  la  práctica,  hacer  la  escopleadura  un  poco  mas  profunda;  y 

para  simplicar  los  procedimientos  de  la  ejecución,  croemos  por  Iq  común 
suficiente  prolongar  los  flancos  hasta  la  circunferencia  OL,  cuyo  radio 
se ht^Ila  tomando  0X^=0'2:;  de  modo  que  la  escopleadura  se  termine  a 
escuadra  como  so  ve  en  F'^GaHaE"'.  Ademas,  como  el  influjo  de  una  gran 
presión  podría  hacer  que  las  partes  agudas  o  las  aristas  vivas  espusiesen 
el  sistema  a  que  se  apuntalasen  o  decentasen  las  superficies  sobre  que 
resbalan,  y  esto  alterariala  curbatura  primitiva  de  los  perfile?  y  aumentaría 
el  rozamiento,  es  costumbre  quitar  la  porción  de  cada  diente  que  so  apro* 
sima  a  la  punta  Z,  según  se  ve  en  B4XYA4,  teniendo  cuidado  de  suavizar 
de  la  arista  viva  que  deje  esta  truncadura  ejecutada  por  medio  de  un  cír- 
eulp  concéntrico  con  O.  Los  dientes  se  llaman  entonces  ckajlanados^  y 
practicando  lo  mismo  con  la  raeda  O',  podremos  dará  las  escopleaduras 
de  las  dos  ruedas  una  profundidad  menor  que  la  que  indican  las  circun- 
ferencias OL  y  O'i. 

844.  Para  fijar  convenientemente  el  radio  de  círculo  XY  que  sirve 
para  deterrpinar  el  chajlanamientOj  es  preciso  cumplir  con  la  condición 
siguiente :  cuando  dos  dienten  se  tacan  en  A  sobre  la  línea  de  los  centro^ 
GAO',  debe  haber  después  de  esta  líneay  y  en  sentido  del  mQüimientOy  otro 
par  de  dientes  Z'  y  z*  que  también  estén  trabados  en  este  mismo  instante. 
Y  cómo  le^  epicicloide  A'Z'  toca  al  flanco  a]/*'  en  un  punto  x  que  se  halla 
bajando  desde  el  punto  A  una  perpendicular  Aa:  al  flanco  (num*  810), 
bastará  por  consiguiente,  tirar  esta  normal,  y  tomar  la  distancia  O2;  para 
radio  del  círculo  XY. 

Si  sucediese  que  la  normal  A.c  bajada  sobre  el  flanco  a'/',  fuese  a  catsr 
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encima  del  pnnto/^,  nos  indicarla  esto  que  los  dientes  estaban  demasiado 
separados  para  complir  con  la  condición  enunciada  aquí  arriba^y  entonces 
sería  preciso  aumentar  los  números  ny  tC  disminuyendo  la  magnitud 
de  lasi  divisiones  iguales  AA'  y  aa\  Volveremos  a  tratar  de  esta  circun- 
ferencia en  el  núm.  879. 
no.  14;  845.  Método  aprozimatioo.  De  la  condición  precedente  se  ha  dedu- 
cido un  procedimiento  mui  simple^  pero  que  su  exactitud  no  es  sino  apro* 
ximadn,  este  consiste  en  reemplazar  el  perfil  epicicloídieo  A'Z'  por  un  arco 
de  círculo  que  pase  por  el  punto  x  indicado  arriba^  y  toque  en  A'  al  flan« 
co  rectilíneo  A'F'O;  será  mui  fácil  hallar  el  centro  de  este  arco  circular 
que  se  deberá  terminar  en  «,  chaflanando  el  diente  como  anteriormente 
se  ha  hecho.  Este  método,  que  debe  prescribirse  cuando  se  trate  de  una 
máquina  que  demande  exactitud,  puede  emplearse  en  las  máquinas  de 
fuerza  en  que  están  arreglados  los  movimientos  por  medio  de  volantes; 
sobretodo  cuando  los  dientes  do  la  rueda  están  bastante  próximos  para 
que  las  porciones  de  perfil  B^X,  A^Y,  que  quedan  después  del  chafla-- 
namicnto,  no  excedo  de4  o  5  centímetros. 

846.  Y  también  cuando  un  dibujo  no  tiene  por  objeto  el  servir  para 
ejecutar  una  máquina  en  sus  verdaderas  dimensiones,  sino  solamente  para 
dar  a  conocer  la  disposición  de  sus  diversas  partes,  entonces  nos  conten- 
taremos con  figurar  los  dientes  describiendo  un  círculo  que  tenga  por 
centro  el  medio  co  del  arco  ByAg,  y  por  radio  a  una  de  las  dos  distancias 
iguales  (0B7  u  cüAgí  en  este  caso,  este  círculo  nos  da  a  la  vez  los  dos  per- 
filos  opuestos  B7X7  y  AgYg  con  una  aproximación  suficiente  para  la  in- 
dicación que  nos  proponemos. 

847.  En  el  depurado  que  presentamos,  suponemos  que  la  rueda  pe- 
queña O'  es  maciza,  y  se  llama  un  piñón.  La  rueda  grande  O  está  cala- 
da, con  el  objeto  de  que  sea  mas  lijera:  N  representa  \apina  que  está  re* 
ligada  por  medio  do  los  brazos  P,  P',...  con  e\cubo:  este  está  proyectado 
entre  los  dos  círculos  OQ  y  OS,  el  último  de  estos  indica  el  vacío 
destinado  |)ara  recibir  el  árbol  de  la  rueda,  y  este  árbol  se  fija  al 
cubo  por  medio  de  dos  llaves  qne  se  introducen  en  las  escopleaduras 
Ty  T'.  Finalmente,  W  es  la  loriga  o  anillo  do  hierro  que  rodea  el  es- 
tremo saliente  del  cnbo,  para  reforzarle  e  impedir  que  se  rompa. 

848.  Observación.  Si  después  de  haber  construido  este  engargante» 
necesitásemos  cambiar  mas  adelante  las  velocidades  angulares,  y  qui- 
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8Í6ramos  conservar  intacta  la  rueda  O,  sustituyendo  a  O'  una  nueva  rueda 
O''  de  un  radio  diferente,  sabemos  (núm.  808)  que  sería  preciso  adoptar 
por  perfil  de  cada  diente  de  O'^  la  envolvente  del  espacio  que  recorriese 
el  contorno  ZAF  en  la  hipótesis  en  que  el  círculo  O  rodase  sobre  la 
circunferencia  O".  Pero  como  la  porción  Z A  de  este  contorno,  es  ya 
un^í  epicicloide  enjendradapor  el  rodamiento  del  círculo  V  sobre  el  O, 
y  hemos  visto  (núm.  828)  que  su  envolvente  era  otra  epicicloide  produ- 
cida por  el  mismo  círculo  V  rodan  Jo  en  el  interior  de  la  circunferencia 
O'';  por  consiguiente,  esta  epicicloide  interior  será  la  que  reemplazará 
en  el  caso  actual  al  flanco  af\  y  en  cuanto  a  la  parte  de  radio  AF,  su  en- 
volvente será  también  (núm.  826)  una  epicicloide  enjendradapor  el  roda- 
miento del  círculo  V  sobre  la  circunferencia  O".  Y  así  es  que  el  diente 
de  esta  nueva  rueda  no  tendrá  flanco  rectilíneo;  y  todo  su  perfil  se  com- 
pondrá de  dos  arcos  pertenecientes  a  las  epicicloides  producidas  por 
los  círculos  V'  y  V  que  rodasen  en  el  interior  y  esterior  del  círculo  O": 
su  trazado  será,  por  consiguiente,  menos  sencillo  que  de  ordinario, 
pero  presentará  la  ventaja  de  hacer  que  sirva  la  rueda  O  que  está  ya  * 
construida. 

849.  Engargante  de  flancos  simétrico  y  pero  no  recíproco.  Lai-^M.e?. 
rueda  grande  O  podría  sola  llevar  dientes  propiamente  tales,  es  de- 
cir, salientes  por  la  parte  esterior  del  círculo  primitivo  aS  mientras  que 

el  pinon  no  tuviese  sino  flancos  a&,  bcy  dirijidos  según  los  radios,  en  el 
interior  del  círculo  primitivo  a'g\  La  ostensión  de  estos  flancos  la  obten- 
dremos como  en  el  núm  839,  refiriendo  el  punto  Z  a  m  sobre  la  circunfe- 
rencia V  por  medio  de  un  arco  descrito  desde  el  centro  O,  y  trazando 
en  seguida,  desde  el  centro  O'  el  arco  de  círculo  m/Cf  prolongando  des- 
pués estos  flancos  para  formar  una  escopleadura  terminada  a  escua- 
dra en  la  circunferencia  O'^  cuyo  radío  debe  a  lo  mas  ser  igual  a  la 
diferencia  de  las  distancias  OO'  y  OZ  (núm.  843)^  En  cuanto  a  la  rue- 
da O,  en  rigor  no  tendrá  ni  flanco  ni  vacíos;  pero  como  siempre  es 
prndente  dejar  un  poco  de  juego  con  el  fin  de  evitar  el  rozamiento  que 
produciría  un  desvío  accidental,  se  escop!ea  esta  rueda  en  mentido  de  los 
radios  hasta  una  profundidad  de  1  o  2  centímetros  indicada  por  el  cír- 
culo.GH. 

850.  En  el  caso  actual,  ia  rueda  es  la  que  deberá  mover  al  pinon. 
Con  efecto,  vemos  que  la  epicicloide  AZ  principia  a  tocar  al  flanco  af 
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ca  e}  pnDto  a,  cuando  este  flanco  coincide  con  la  línea  á»  los  oenktoft 
OCV  y  que  depaes  de  esta  línea  en  sentido  del  movimiento^  el  coaftado  x 
con  el  radio  OV,  se  aproxima  al  contro  O";  luego  a  la  Í2X}aierda  de  QQ%, 
BO  tendrá  el  perfíl  A^Za  ningún  punto  común  con  el  flanee  O^a^  este  no 
seiá  tocado  sino  por  la  rama  de  la  epicicloide  simétrica  de  A^Z,.  Do 
aquí  resolta  que  cuando  es  la  rueda  la  que  mueve  al  piñón,  nunca  están 
trabados  los  dientes  sino  según  la  línea  de  los  centros  00\  en  sentido 
del  movimiento;  esto  nos  ofrece  una  ventaja  importante  parala  piúcti-^ 
cñf  como  lo  csplicarémos  en  el  num.  875.  En  ia^^.  14  habia  empuje  tan- 
to delante  como  detras  de  la  línea  de  los  centros,  en  atención  a  que  fai 
roeda  pequeña,  estaba  también  armada  de  dientes  salientes  por  la  parto 
esterior  del  círculo  primitivo  a'o\ 
FIO.  18.  851.  Barra  dentada  nwtida  por  una  rueda  también  dentada.  Si 
en  el  engargante  precedente,  suponemos  que  la  rueda  O*  adquiere  nq 
radio  iiiñuito,  el  círculo  primitivo  a'g'  so  cambiorá  en  una  recta  lanjento 
a  la  circunferencia  a%  de  la  rueda  O;  y  la  rotación  de  esta  imprimirá  un 
movimiento  rectilíneo  a  la  pieza  recta  XY,  llamada  barra  dentada^ 
que  se  mantiene  en  esta  dirección  por  medio  de  canales  o  de  abrazade- 
ras. Sin  tratar  aquí  de  la  razón  de  las  velocidades  angulares,  una  de  las 
cuales  es  cero,  seiá  preciso  dividir  a  la  circunferencia  «3  en  cierto  nú-^ 
mero  de  partes  iguales  AX\  A'A'',....  y  en  seguida  trasladar  la  lonjitud 
rectifícada  de  una  de  estas  divisiones  sobre  aa\  aW\... 

El  perfíl  AZ  del  diente  de  la  rueda,  deberá  ser  una  voluta  del  círculo 
enjendrado  por  el  rodamiento  de  la  recta  aS'  sobro  la  circunferencia 
a§:  porque  en  el  caso  actual  esta  recta  es  en  lo  que  se  convierte  el  círcu- 
lo V*  de  la /?^.  17,  que  tenia  por  diámetro  al  radio  del  círculo  O',  y  que, 
en  el  caso  presente,  es  infliiito.  Por  la  misma  razón,  los  flancos  de  I9 
rueda  dentada  serán  las  rectas  ag,  ¿A,....  perpendiculares  a  a'6',  y  loa 
prolongaremos  hasta  que  encuentren  a  una  recta  ghg^  paralela  a  a'§'  ti- 
rada a  una  distancia  O^  igual  por  lo  menos  a  OZ;  o  mas  bien,  estas  rectas 
agf  bh,....  solo  sirven  para  formar  las  escopleaduras  necesarias  para  e} 
libre  paso  de  los  dientes,  porque  los  flancos  de  la  barra  dentada  se  redu- 
cen en  la  actualidad  a  un  solo  punto.  Con  efecto,  siendo  la  tanjente  a'5* 
normal  (nüm.  479)  a  todas  las  volutas  AZ,  A'Z',  A"Z",....  lo  es  precisa- 
mente en  los  puntos  a,  a\  a",...  en  que  se  hallan  los  contactos  do  estos 
perfiles  con  los  flancos  agy  a'g\  a"^":...  Ademas,  la  rueda  O,  hablando 
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con  todo  rigor^  no  necesitará  vacíos,  porque  las  caras  ah^  a'b\^..  son 
tanjentes  a  la  circunferencia  a6;  pero  como  es  preciso  evitar  los  roza- 
mientos, se  escopleará  la  rueda  según  el  contorno  AGH'B',  hasta  una 
profundidad  de  cerca  de  un  centímetro.  En  la  actualidad,  no  se  trabarán 
los  dientes  sino  después  de  la  línea  de  los  centros. 

852.  Podemos  también  armar  la  barra  dentada  con  dientes  salien-  fio.  19. 
tes  azhy  aV&V««*  que  conducirán  a  los  flancos  AF,  AT',  cortados  en  el 
interior  de  la  rueda  según  sus  radios;  y  como  el  círculo  V  descrito  sobre 

AO  como  diámetro,  es  el  que  rodando  sobre  la  circunferencia  otSt  produ- 
ciría la  epicicloide  rectiiína  AF,  es  también  este  mismo  círculo  V  el  que 
será  preciso  hacer  rodar  sobre  la  recta  a'6'  para  obtener  la  envolvente 
az  (num.  827);  por  consiguiente,  esta  última  curba  será  una  cicloide  co- 
mún que  se  construirá  como  en  el  núm.  478.  Para  fijar  la  estension 
exacta  del  flanco  AF  en  que  tocará  el  arco  az,  operaremos  como  en  el 
depurado  14,  del  cual  no  es  este  sino  un  caso  particular,  transportando 
el  punto  2;  a  M  sobre  la  circunferencia  V,  por  medio  de  una  paralela  a 
a&^  (núm.  840);  en  seguida,  describiremos  desde  el  centro  O  el  arco  de 
círculo  MEF.  En  fin,  prolongaremos  el  flanco  AF  hasta  la  circunferen- 
cia GH'G^  descrita  con  el  radio  OG  determinado  por  la  paralela  MGz; 
porque  este  límite  riguroso  será  suficiente  en  la  práctica,  en  virtud  de 
que  deberemos  chaflanar  los  dientes  de  la  barra  dentada,  para  evitar 
los  apuntalamientos  que  producirían  los  dientes  trabados  antes  de  la  lí- 
nea de  los  centros  (núm.  877). 

853.  Otra  combinación  que  también  podríamos  admitir,  consiste  en 
suprimir  los  dientes  de  la  rueda  no  dejándole  sino  los  flancos,  y  que  la 
barra  dentada  no  tuviese  flancos,  y  solo  ella  llevase  dientes  cicloidales, 
pero  nos  parece  mni  supérfluo  trazar  una  figura  nueva  para  este  caso 
particular. 

854.  Engargante  de  flancos  interior.  Cuando  el  menor  de  los  cír-  «a. '% 
culos  O'a'S'  deba  colocarse  en  el  interior  del  mayor  OaSi  la  mejor  dis- 
posición consiste  en  colocarlos  flancos  af,  be,  cCf,....  sobre  la  rueda  pe- 
queña, y  hacer  que  la  grande  téngalos  dientes  AZB,  A'Z'B'-..  El  per- 
fil AZ  es  entonces  una  epicicloide  interior  (núm.  474)  descrita  por  el 
círculo  V  que  rueda  dentro  de  la  circunferencia  ag;  y  la  estension  exac- 
ta del  flanco  af  se  obtendrá  describiendo  desde  el  centro  O  el  arco 

Z/w,  y  en  seguida,  desde  el  centro  O*  el  arco  mf.  En  cuanto  a  la  profun- 
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didad  de  ia  excopleadura^  deberá  estenderse  b^sta  la  wmti{éremiÍB.gig' 
cuyo  radio  quedará  detenuinado  por  el  círculo  mZ.  La  rueda  dMsemte 
deberá  ser  Ifi  que  lleva  los  dientes,  por  los  motivos  ¡eüflrplioados  ya  en  el 
níxta*  850,  con  el  fin  de  que  el  empuje  no  se  ej^er^a  sUio  después  de  la 
línea  de  los  centros. 
i¡i«.  sa .      855*     Si  por  el  contrarío  se  quisiese  que  la  rueda  pequeña  O  Vg'  lie* 
va9e  dienten  y  colocar  los  flancos  sobre  la  grande  0(6  cuyo  centro  «s- 
lá  ficticiamente  irepresentado.en  O  (porque  realmente  cae  fuera  de  los 
límites  de  lajS^.  21),  seiía  preciso  para  trazar  el  perfil  az,  diescribir  im 
círculo  YSA  cuyo  radio  VA  fuese  la  mitad  de  OA,  y  hacer  rodar  a  este 
círculo  V  sobre  la  circunferencia  a*6'  que  él  env^elv^,  esto  nos-dará  una 
epicicloide  del  jénero  de  la  que  hemos  considerado  en  el  nnm.  477.  En 
cuanto  al  flanco  FAG,  debería  estenderse  desde  A  hasta  G  eá  k 
circunferencia  QU'G*  descrita  con  el  radio  OO'  +  O'zt  coa  el  fin  de 
dejar  paso  libre  al  diente  azb;  y  en  se^ida,  se  deberá  prolon^rar  liácia 
el  centro  desde  A  a  F,  para  recibir  el  empuje  del  perfil  az.  Con  efecto^ 
si  según  )a  regla  jeperal  del  num.  833,  queremos  hallar  el  punto  déla 
involuta  AO  que  venga  |t  tocAr  al  punto  :«;  de  la  eovotv^te  az,  será  pre- 
ciso, parc^  conseguirlo,  transportar  el  punto  z  a  M  sobre  lacirconfbrencia 
V,  por  ffiedio  de  un  Arco  zM  descrito  desde  el  centro  O';  y  en  seguida,  re- 
ferir el  punte  M  Q  F  ppr  medio  de  un  arco  MEF  descrito  desde  el  centro 
O.  Y  ^BÍ,  AF»  A^Fs,....  serán  las  únicas  porciones  de  los  flancos  sobre 
que  se  ejercerá  el  empuje  de  los  dientes,  mientras  que  el  contacto  x  se 
ayaqce  de  A^  hacia  F^;  de  modo  que  siendo  el  camino  total  recorrido 
por  este  contacto  mayor  que  en  los  otros  casos,  aumentará  considerable* 
^ente  el  ro^^mi^nto* 

Pero  aun  hai  otro  iconveniente  mas  grave,  que  resulta  de  la  escoplea- 
dura  que  es  preciso  practicar  en  la  rueda  pequeña  para  dejar  al  flanco 
A;F  lugar  de  jirar  libremente.  Porque  mientras  la  revolución  de  loa  dos 
círcqlps  O  y  O'  al  re(]pdor  de  sus  centros  ion^óvilos,  la  curba  q^  el  pun* 
to  F  recorre  sobre  el  círculo  pequeño  móviles  la  misma  (núm.  809)  qoe 
la  que. este  punto  describiria  sobre  el  plana  fijo  de  esto  círciulo,  si  híciá- 
pernos  rodfir  Ift  ci¡rc\inferencia  aS  sobre  9*@':  Inegoosta  cnrba  es  noaepi- 
ci^lcyide  de  t^udo  QJiFtiz  que  vendrá  ^  casar  en,  z  coa  et  perfil  az,  sognn  lo 
l^í&a^w  probi^do  par»  uq  ca^Q  ípemeja«te  ^n^el  num.  841.  Pos  consigoien* 
t^,  ser4  j^oci^  vaciar  la  r^^di^  O'  s^gun  el  conlor sta  Fi[6,  eon»  lo  cnal  se 
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qtritará  una  porción  peqaená  del  perfil  az;  de  donde  resoltará  que  el  dien- 
ten 00  priocipinrá  a  trabar  sino  oii  poco  después  de  la  línea  de  los  cen- 
tros. Fero  to  mas  importante  que  hai  en  esto,  es  que  la  base  del  diente  se 
debilitará  de  tal  mudo  por  esta  esciürpléadüra,  que  no  presentará  ya  la 
resistencia  sufid^nte;y  por  condigaiente>  el  sistema  de  engargante  repre- 
sentado eA  lájf^.  21  debe  proscribil^  en  la  práctica. 

856.  El  enguizgante  interior  ño  puedtser  reciproco;  es  decir,  qué 
es  imposible  dar  a  cada  rueda  dientes  y  flancos  a  un  mismo  tiempo. 
Con  efecto,  sí  sobreponemos  has^jlguras  20  y  21  de  modo  que  coinci- 
dan los  dos  radios  designados  por  O'a,  yerémos  claramente  que  él  perfil 
AZ  quedará  cubierto  por  el  flanco  AF,  y  que  será  precisó  destruir  és- 
te ultimo  para  poder  ejecutar  el  otro:  así  mismo,  en  la  rueda  0^  el  flan- 
ct^crf  no  puede  eoextstír  con  \&  escopteadura  aAF. 

857.  ENGARQAKrPE  DE  LINTERNA*  Por  oSto  tíltitúo  uoníbre  áé  ésprésáLAM.  67. 
uiia especie  de  tamboi^  domptiesto'dé  dos  rodajas  o  planchaéi  círbutarés,  ^^^*^^' 
iguales,  paralélfis  y  reunidas  por  niédlo  de  cilindros  rectos,  llamados  At¿- 
sillos  y  cuyas  bases  son  los  cítenlos  ¿r,  r',  ^";  todos  losí  centros  de  estos 
pequeños  círculos'  están  Situados  Sobré  tina  Circunferencia  ot%'  que  forba 

e(  e^cídó  primitivo  de  ésta  éspédé  dé  rueda,  y  la^.  22  presenta  un 
cof^té  dado  entre  laa  rodajas  p6r  un  platló  parálelo  a  éstas;  por  esta  razón 
los  cítenlos' ¿r,  c\  c",....  están  cubiertos  con  ráitas.  Esta  liiitértaa  se  pone 
en  movimiento  por  una  rueda  O  cuyo  círculo  primitivo  es  og,  je'netut- 
mente  los'díentés  dé  esta' sé  trabajan  separadamente,  y  en  seguida  ée  in- 
jieren en  el  cuerpo  de  te  rtleda  :  entonces  se  les  da  él  nombre  áe  punto-- 
negy  Y  se  trabajan*  de'  madera  mui'  duna;  los"  husíHos  que  se  gastan  mas 
protítb'cén  lüdtivo  del  i^izamiénto^  son  algunas  veces  de  hierro  fundido. 
Esté  jénero  de  engalrg^nte'no  se-  emplea  sino  en  las  máquinas  fuertes^ 
en  que  no  se  requiere  una  gran  étaotitud  eñ  los' movimientos;  porque  ik> 
presenta- tanta  suavidad  y  regulairidad  como  el  engargante  de  flancos; 
Después' de^  haber  etej ido  (núm.  836)  dos  números  enteros  n  y  n'  que 
tengto' entre  sí  la  misina  razbtl  qué  los  radios  dé  las'circunfelrenciaGrdíS 
y  o'g'j  dividiremos  Iti  plriniera  en  n  partes  iguales  A  A',  A'A'*,4...  y  la  se- 
gunda en  7^  partes  también  igüaleaú(á^aV^...  de  lo  cual  nos  resultará 
tanábien  que  AA's=a¿t';  séñálatéinos  las  bases  de  los  dientes' AB;. 
A^BV—  iguales^  cuándo  mas,  a  la  mitad  dé  una  división  ÁA';  tomando 
en  ^eguidioí  un  arco  ac  niénor  ((te  lá  cuarta  pai^é  de  lá  división  da\  em- 
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plearémos  la  cuerda  de  eate  arco  para  describir  todos  los  circalos  c,  c\ 
^'^«..  que  serán  las  bases  de  los  husillos.  Hecho  esto,  como  el  perfíil  AZ 
debe  ser  la  envolvente  (núm*  808)  del  espacio  qoe  recorriese  el  circulo 
c  en  Ja  hipótesis  en  que  la  circunferencia  a'g'  rodase  sobre  a&  que  per-* 
maneciese  inmóvil,  observaremos  desde  luego  que  el  punto  c  describirá 
en  este  caso  una  epicicloide  el  cuya  construcción  será  fácil  (num.  471); 
luego,  si  de  los  diversos  puntos  de  esta  epicicloide  y  con  un  radio  cons- 
tantemente igual  a  la  cnerda  cUy  describimos  varios  arcos  de  circulo,  bas- 
taría trazar  una  curba  AZ>{  que  les  fuese  tanjente,  para  obtener  el  perfíil 
pedido  por  un  medio  mas  espedico  que  la  construcción  por  puntos  indir 
cada  en  el  núra,  823. 

858.  Esta  rama  AZA  de  la  envolvente  del  círculo  pequeño  r,  se  pro- 
longará  en  el  interior  de  la  circnferencia  a§  basta  un  punto  de  retroce- 
so indicado  por  e'  en  la^^.  10  de  la  Lám.  65.  Y  como  en  la  época  en 
que  la  involuta  tocase  a  la  envolvente  en  este  punto  e',  el  eje  del  husillo 
habría  ya  pasado  de  la  línea  de  los  centros  OO',  nada  habría  que  se  opu- 
siese a  que  conservásemos  esta  prolongación  de  AZA:  pero,  para  mayor 
facilidad  en  la  práctica,  se  termina  este  perfilen  el  punto  d'  que  corresr 
ponde  a  A  en  la^^.  22,  que  es  en  el  qae  tiene  lugar  el  contacto  cuando 
este  punto  A  ha  llegado  a  la  recta  OO'  (nüm.  825).  Y  así,  en  los  engar-^ 
gantes  de  linterna  no  se  efectuará  ln  trabazón  de  los  dientes  antes  de  la 
línea  de  los  centros^ 

859.  En  cuanto  a  la  escopleadura  necesaria  para  que  los  husillos  se 
muevan  libremente,  podrá  dársele  por  contorno  el  semi-círculo  descrito 
sobre  la  cuerda  del  arco  AB'  como  diámetro;  pero  jeneralmente  nos 
contentamos  con  trazar  la  porción  de  radio  AG  un  poco  mayor  que  la 
cuerda  ac,  y  describir  desde  el  punto  O  el  arco  de  círculo  GH'  termi- 
nado también  en  el  radio  B'H\  Es  cierto  que  la  recta  AG  no  es  rigu- 
rosamente tanjente  al  perfil  AZ,  porque  la  normal  común  a  esta  curba 
y  a  la  epicicloide  el  sería  la  cuerda  a/:  (núm.  823);  pero  la  arista  sa- 
liente que  resultaría  en  A  seria  mui  obtusa,  y  ademas  se  podrá  suavizar, 
salvo  que  el  diente  no  principiara  a  trabar  sino  uu  poco  mas  tarde. 

860.  Es  bueno  chaflanar  los  dientes,  pero  sin  dejar  por  esto  de  lle- 
nar la  condición  del  núm.  844,  con  el  fin  de  que  el  movimiento  se  con- 
tinúe sin  golpes.  Para  esto,  tiraremos  la  recta  Ac'  que  siondo  normal 
(num.  823)  a  la  involuta  cVi'  y  a  la  envolvente  A'Z',  determinará  el 
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ptmtó  jde  «ontaoto  :z:  y  enlóaow  bABtaié  tornar  :ilp  mdip  ;mi)po«:.o 
nuijw  iqne)Oii:  pwa-dMOÉibirdamBeuoiHMeDoia  i»q  queJ9eiprÍRCÍpÍAi:á.Ql 
ohaflan.  8i.ie«ta  tüorntal  Jbo'  mí»  di^s^^on  puato  a;  qna^afttuvieae.epciioa 
de  la  Mceioa^Z"  uüe  .los  dos  iperQlas  Hrfiíéti^ieoa, ^^stuian  los ihu^íUos  dfi- 
«aaíado  8epcg»dcHi.piura  ümmv  ia ccofidicúm  del  nufn*  844;  y  .^a  e6to:oa- 
•Oy  «Qiiía^prBcisD  «omeDtar  ^d  número  fi\:haeÍ!6Bdo  tftmbiea  variar  «el  ;0U- 
mero  n  de  dientes  de  .k)raeda9< de  JBodo  que  fia  razón  de  los  números 
ny  2»'¡pQrm9kn^cie9^  siempre. Iftjni^jpo^  ^íie  la  de  los  radios  R  y  R'  de  los 
círcnlo^  primitivos  4t 3  7,0;'  6 '. 

A6h  íB^aaAvDi^TADÁ  ooiv  pcrsiLLp^.  Cuando  el.radio  RMlega.a  s^r  fio.3s. 
íi]ifiQÍb>MeLcír:culoprig(iitivo.^'.S':se  reduce  auna  recta,  y  la  linterna  se  con. 
viextejea  una/bariiaxlentada  XY  •  V^n  ^ste  caso^  como  la  curbia  el  descrita 
4)or.la i;ecta.a'g' que  rueda sobijeofS  es  una eqvolveate del  círculo; la curba 
deiquidÍ3taQte. AZ: será  también. jmm  envolvente  de  ^S,  enjendi:ad^  por  ^ei 
'pUQto,/!^;  ide  modo  que  inmedíataqn^nXe  podremos  tcazar  esta  última,  sin 
cewrriraciZ.XiaescopIeadura  AQH'B'  90  ejecutará  lo.  mismo  aquí  arriba; 
y  xomo  «aiempre  .coincide  .la  . norial  Ac  con  a'S',J.os  puntos  de  con- 
AACto^  <lerj;od0sUQs  iper&leade  Ix^s  xUente3,  se  Ji^^ráu  coA^tanteme.pXe 
3Qbne,la  ltnea.a'6';  JbaegQj,  para  johaflap^r  :los  .dientes»  b9at9]:á.tr;^7^ar  upa 
carqwifareficiaí  ^ofi.nn  radio  ím  ppQo  jqaayor  q^e  Qa;. 

JB4JaRA  imrrxAPA'  con  t^a. ](.ijvi;erna.  Si  por  el  conlirario  supusiésemw  no.  22. 
eJQ.Íajf^.22el,i:adio.R  iofinitp,  la  rueda  0,serS¡a  una b^jirra dentadja  ar- 
mada de. dientes  que, conduciría  aJaUnt^rna  0'.,£;q  esté  caso,  la  c^rli^a 
c/^ería  jcum  cicloide,  común  descrita  jior  el  pjqmto  c  del  -círculo  a'6'  que 
rodase  sobre  la  linea  aS  convertida  en  recta;  y  debiendo  ser  el  perfil  AZ 
una  curba  equidistante  de  esta  cicloide,  la  construiremos  por  medio  de 
arcos  de  círcülo,€omo  en  el  núm.  '857. 

'^63.  £}ngargánte  de  voluta.  Después  de  haber  determinando,  co-  lam.68. 
nao  en  el  núm.  836,  las  divisiones  iguales  A  A',  aa\y  también  las  bases  "®•^'^• 
"de  los  *dientes*AB,  áb,  sobre*  los  círculo  primitivos  cc&  y  ct'g'  cuyos  radios 
están  representados  por  Ry  R',  trazaremos  por  el  punto  A  una  recta 
*TAT*  que  forme  uti  ángulo  arbitrario  con  la  línea  O AO';  y  'dei^de  los 
centros  O  y^O',  describiésemos  dos  nuevos  ¿írculoa  OD  y  'C?!)'  tanjentes 
a  está  recta  TAT':  los  radios  de  círculo  ausiliares  serón  evidentemente 
-pffQpéfoíotiskMéAiy.R'.  líitnMiibiarto,  hadíeiido«iK)dap4a>vw  I\AT' 
-iobfé^iB  c<rociDf6>eBoiaí(^,¿¿ekpoa«o^^  vidn- 

60 


Digitized  by 


Google 


'  4?4  LIBRO  IX.    ADICIONES. 

ta  de  este  círculo;  y  rodando  en  seguida  la  raisma  recta  sobre  O'D^ 
también  el  punto  a  describirá  una  voluta ^az  de  esta  última  circunferen- 
cia. Pero  hemos  visto  (núm.  829)  que  estas  dos  curbas  FAZ  y  faz  eran 
respectivamente  envolvente  c  involuta;  luego  (núm.  808)  estos  son  los 
perñles  conjugados  que  es  preciso  adoptar  para  los  dientes,  con  el  fin  de 
que  en  un  mismo  tiempo  pasen  por  la  línea  de  los  centros  arcos  iguales 
A  A'  y  aa^  medidos  sobre  los  círculos  primitivos. 

864.  Para  chaflanar  los  dientes,  cumpliendo  con  la  condición  del 
num.  844,  observaremos  que  el  punto  x,  en  que  actualmente  encuen- 
tra la  recta  AT'  a  la  voluta  aV,  es  precisamente  el  pie  de  la  nor- 
mal bajada  desde  el  punto  A  a  esta  curba;  luego  sera  preciso  tomar  el 
radio  del  círculo  del  chaflanamiento  por  lo  menos  igual  a  Ox.  Así  mismo, 
para  los  dientes  de  la  rueda  0^  deberá  el  radio  análogo  igualar  o  exce- 
der un  poco  a  la  distancia  OV.  En  cuanto  a  la  escopleadora  necesaria 
para  dar  paso  a  los  dientes,  después  de  haber  continuado  la  voluta  ZAF 
hasta  suoríjenFen  el  círculo  ausiliar,  prolongaremos  esta  curba  (si  fue- 
se preciso)  según  un  radio  FGO,  hasta  una  profundidad  tal  que  OG  sea 
un  poco  menor  que  la  diferencia  que  hai  entre  O'O  y  0*%;  del  mismo 
modo,  para  el  vacio  de  la  rueda  O',  debe  ser  el  radio  O^g  del  fondo  de 
la  escoplead ura  un  poco  menor  que  la  diferencia  entre  OO^  y  OZ.  Debe- 
mos también  observar  que  el  trabamiento  de  los  dientes  tendrá  lugar  tan- 
to antes  como  después  de  la  línea  de  los  centros;  a  no  ser  que  se  reduz- 
can los  dientes  de  la  rueda  movida  O'  a  que  no  pasen  del  círculo  primi- 
tivo según  la  forma  g^aJA;  pero  en  este  caso  no  sería  ya  recíproco  el  en- 
gargante. 

865.  Aun  cuando  hayamos  dejado  arbitrario  el  ángulo  TAO='f  for- 
mado por  la  tanjente  a  los  círculos  ausiliares  con  la  línea  de  los  cen- 
trosj  es  conveniente  que  este  ángulo  sea  a  lo  menos  igual  a  los  tres 
cuartos  de  un  ángulo  recto>  con  el  fin  de  que  las  escopleaduras  que  de- 
ben ejecutarse  en  las  dos  ruedas  no  tengan  demasiada  profundidad. 
Ademas,  haremos  observar  que  este  sistema  de  engargante  es  muchas 
veces  preferido  por  los  constructores  modernos,  a  causa  de  las  dos 
ventajas  siguientes: 

']f  El  ancho  de  los  dientes  va  siempre  anmeútando  hasta  la  extremi- 
dad inferior  £F,  lo  que  hace  que  sean  susceptibles  de  mayor  resisten- 
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cia:  miéiitras  que  en  la^.  14,  como  los  flancos  converjen  hacia  el  cen- 
tro,  queda  algunas  veces  la  base  de  los  dientes  mui  debilitada. 

2f  Desques  de  ejecutado  un  engargante  de  voluta,  podemos  dismi- 
nuir o  aumentar  en  una  cantidad  pequeña  la  distancia  OO'  adoptada  en 
un  principio  para  la  separación  de  los  ejes,  sin  que  el  sistema  deje  de 
funcionar  regularmente,  y  esto  es  excelente  en  la  práctica,  en  que  es 
muchas  veces  mui  difícil  colocar  los  ejes  rigurosamente  a  la  misma 
distancia  que  la  supuesta  en  el  depurado.  Para  justiñcar  esta  lati- 
tud, figurémonos  que  en  la^g.  24,  hayamos  bajado  el  centro  O  con 
os  círculos  ag  y  CD,  y  que  hayan  tomado  las  posiciones  Oi,  ai6i,  CiDj 
(el  lector  los  trazará  fácilmente);  si  entonces  tiramos  una  tanjente  co- 
mún a  las  dos  circunferencias  CiDi  y  CD%  esta  recta  cortará  a  la  línea 
de  los  centros  en  un  punto  Ai  que  dividirá  a  la  distancia  OíO'  en  dos 
partes  cuya  razón  será  aun  la  misma  que  la  de  los  radios  CiDi  y  CD*; 
Ademas,  rodando  esta  nueva  tanjente,  alternativamente  sobre  estas  dos 
circunferencias,  el  punto  Á^  describirá  las  mismas  volutas  AZ  y  a%  que 
formaban  ya  los  perfiles  de  los  dientes  del  engargante  primitivo.  Luego 
el  nuevo  sistema  funcionará  como  el  anterior,  y  producirá  velocidades 
angulares  que  guardarán  la  misma  razón  que  en  el  primer  caso. 

266  Barra  dentada  de  dientes  oblicuos.  Cuando  en  la  figura  prece-  fig.  25. 
dente  suponemos  que  el  círculo  primitivo  ¿e'g^  adquiere  un  radio  infinito, 
este  círculo  se  cambia  en  una  recta,  y  la  rueda  O'  en  una  barra  dentada  O  Y 
de  dientes  oblicuos,  cuyos  perfiles  gaz^  g^a^z\...  son  rectas  perpendicula- 
res a  TT ;  porque  el  circulo  ausiliar  C'D'  que  tiene  por  radio  a  la  per- 
pendicular bajada  desde  el  centro  O'  sobre  TT',  viene  a  confundirse 
con  esta  ultima  recta;  y  como  al  mismo  tiempo  se  aleja  el  punto  de  con- 
tacto al  infinito,  si  queremos  hacer  rodar  la  recta  TT'  sobre  esta  circun- 
ferencia dejenerada  en  línea  recta,  cada  punto  a  describirá  una  perpendi- 
cular gaz  a  la  línea  TT'.  Los  contactos  de  los  dientes  conjugados  esta- 
rán también  todos  colocados  sobre  la  recta  TT',  en  a,  re,  x\  pero  el 
empuje  se  ejercerá  según  una  normal  a  gaz^  es  decir,  según  TT'  que  es 
úbtUua  a  la  dirección  XY  del  movimiento  que  debe  tomar  la  barra 
tlentada;  de  aquí  resulta  un  rozamiento  considerable  en  las  canales 
que  sostienen  a  esta  pieza,  y  esta  es  la  razón  porque  el  sistema  de  la 
fig.  25  es  menos  ventajoso  que  el  de  la  barra  dentada  recta  {fig.  18;. 
Ademas,  este  último  es  solo  un  caso  particular  de  la  fig.  25,  en  que 
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la  feeta.Afbitraria  TAT*  mha  tkado  forfniEii:HÍ#  angela  «ecá»  MuAO» 
no.  26.  867.  El  engatgante  ds  wolMapueáe^  «r  isiTsaioE;  eMo4iiQ6de'WiB« 
do  Io0  dos  círculos  piioiUivoa  m%  y  a*6%  aatáa  OQOípKeheDdídes  míe  en 
oUo;  BQ  aste  caso,  deapoes  de  babw  tífaldo,fornaAd9  «ii^pgQl»  Arbitti^ 
ri€^  la  recta  TslTs  y  haber  trabado  los  dea  círealeMi  ídtavioretf  CIDr<?'P*» 
tatijentesa^esta reeta  y eoBeéatricos  con  O  y  O!»  aerá'proiHae  a«p  b^eur 
rodar  a  U  secta  TAT'  aubaesivaiaente  aobra  las  cfirewifef aa^as  CP  jr 
C'i>',  fxira  eojetidrar  .ios  perfiles  6AZ  y  ^z  iqao  aeráa  siampve  irolnts» 
de  círculo»  Pero  si  los  dos  pontos  de  contacto  do  asta  tai^onte  tísoima 
TAT'  estuviesen  ana  mismo  lado  f  aspecto  al  panto  A,  4aa  ¥ota(a^  >v«►l- 
veriansll  coavesídad  en  aLmiamo  soatídp;  y  de  aquí:  lesnltacia  .nn^r^w-^ 
miento  mucho  mas  coasÁderaUe^'a' causa  de  las  lijaras  ímperfecciQnaa 
ÍQ^viiabkwen  k  ejeoucioa  materihl  de  Jos.  perfilas.  Y  aai^al  aistema  ac- 
itm\f  y  «a  jeuecal  todos  los  engacgaoted  ÍDterMKíes»'rara'^6is  ae^aii^Vsaa 
añila  práctico* 

Solo  añadiremos  qiiedeapues  de  haber  ;prQÍoagado  la:iKiIiiU  z^fbHB- 
ta  su  oríjen  /  sobre  al  círculo  C'D'i  deberemos  limitar  la  Mm^vabUH 
ZA^l  ponto  corre^HfikdUnte  G;  .psM  hallar  estfO^  0ecá  ipraaiso  (núm. 
834)  referiré]  punto/a/'  sobc^e  la iaqjente  TAT\  par  mediorda^Un^af* 
co  dexírculo  descrito  desde  elpamo^O',  y  ftaasportaren  sagüitta  €d;|mn- 
tp/*  a  G.por  otro  a^rco  de  circulo  descrita dasde  Q«  JPor  ttUino^psoloqgar 
aliperfíiUqf  s^un  jan  radío  j^O,uaa  oaoUdadiaafioidntecpara  que  la.as- 
cc^leadura  permitaque  el  diente  de  la  rueda  O. so  mueva  líbiemaateu 
LAM.'es.  ^8.  Camas  x  ^ aji^d^ros.  Sea  ABZ  ol  eje  do  un  mang^o  ieettiial^qno 
"^'^^'  df^ealterofitivamente  subir  la  cantidad  ABi/^rollrevla  eüaegiuidaa  bajar 
Ubr^maut^  abavidpaaiio  aau ;  propio  peso.  Pana  pDoduQir  t  osle  moviaMonio 
ri^cti|ÍRep>  aná(cigo  al  de  la  ^arrádentacla  delrnúm.  851»  ^a^  emplea  «ma 
jnnedacuyojeje  es'horisoa(al  y  esta  iproQ^^dado  «n-O,  ^y  a«  cítenlo  fffi* 
jflitivo^  estai^eutea  la  vertical  Az;;  :seacmiGL  ^tn  rueda  de-M9fia$'0 
idUefUes  AX,  A^X^^  Asl^a»  i^^tante  separadas  uass  de  otras  :pamdta 
tipmpo  ai  'vtq¿43Ldero  da  caer  desde  J^  a  A  4ntes  que  lo  alctf  noe  al  idiao* 
jterSijguiente.  £1  perfil  «Pteirior  d^  estsis  eamaa  debe.^er  vinaíHoUitaiAiKX 
4cl  c^rculo:a3i;  porgue aat^  oMrbftte^drila  propiedad  (omd.  45l>  da  rta* 
pareonstanteqiente  al  r$$aito  boi:is(Qptal  }IL  del  m%íadeao«  «a^tra^  4)iAato 
^p  parmRp^Aev^  s^bre  lift  ^r^tii  AS  no/rmaUitímprn  a  Ja  whrta  AXX, 
.i^lfl vi(?i9  9ujs  pea  Jt«  pedición  ^uo  Aomo  reala  -carba  4Mwte  ^la 
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f^l^ededor  dol  punto  O.  La  eat^nsion  exacta  AX  que  será  p]:eciso  dar  a 
^te  perfil  para  que  conduzca  al  resalto  desde  A  hasta  B,  se  obtendrá 
(nunx.  934)  describiendo  con  el  rt^dio  OB  un  arco  de  círculo  que  vendrá 
9.  9or^r  a  la  vpluta  AX  en  el  pqnto  pedido  X.  Podría  terminarse  esto- 
^nia  por  el  radio  AO;  pero  para  evit^ir  falsos  contacto?,  fuera  de  la  ver- 
^c^l  AZ,  que  kiciesep  inclinar  al  niaqgo  y  produjesen  rozamientos  daño- 
sos^ se  escota  la  cama  según  una  curba  pequeña  AD  arbitraria,  la  cual 
4ebe  casar  con  el  radio  AO  que  es  tanjente  a  AX. 

869«  En  cuanto  al  resalto  en  que  la  cama  ejerce  su  empuje  en  la 
dirección  yertical  AZ,  es  una  pieza  horizontal  y  rectangular  que  en  las 
máquinas  antiguas  se  fijaba  delante  del  mango  del  majadero,  como  se 
yejig.  28,  y  el  vuelo  EB  debía  ser  igual  a  la  diferencia  entre  los  radios 
OA  y  OX  de  la^.  27;  pero  como  entonces  el  empuje  de  la  cama  pa- 
si^ria  muí  léjo^  dol  centro  de  gravedad  del  majadero,  resultaría  de  aquí 
un  par  de  fuerzas  cuya  tendencia  sería  inclinar  el  mango,  y  producir  un 
rpzamiento  considerable  en  las  jimelgas  G  y  g  entro  las  cuales  se 
mueve  esta  pieza.  Para  evitar  este  grave  inconveniente,  sobre  todo 
cuando  es  grande  el  peso  del  majadero,  se  hace  uso  ordinariamente  de 
la  disposición  propuesta  por  Monlgolfier^  la  misma  que  está  represen- 
tada en  la  Jig.  29.  Aquí  el  mango  del  majadero  está  formado  de 
dos  partes  TM  y  TgN  reunidaspor  abrazaderas  laterales  J  y  7,  de  mo* 
áo  que  el  intervalo  de  M  a  N  presenta  un  vacío  en  el  cual  puede  penetrar 
e|  diente  AX  de  la  cama,  y  obrando  en  la  cara  horizontal  M  qiie  hace 
oficio  de  resalto  levanta  mui  bien  el  mango  en  la  dirección  de  su 
eje  ABZ  para  trasladarle  de  A  a  B.  Llegado  que  sea  a  esta  última 
situación,  no  cae  el  niajadero,  porque  aun  tiene  la  cama  que  re- 
correr la  mitad  del  espesor  del  resalto  ;  pero  este  pequeño  tiempo 
per4ido  será  casi  insensible,  chaflanando  el  diente  ax  según  la  curba 
índijc^cja  por  los  puntos  redondos,  esto  lo  debemos  hacer  siempre  para 
que  no  haya  partes  agudas  o  aristas  vivas  que  decenten  las  superficies 
o  produzcan  apuntalamientos. 

870.  Se  hace  también  uso  de  otra  combinación  indicada  jig.  30, 
que  se  emplea  en  las  minas  en  que  deben  los  majaderos  tener  un 
peso  considerable.  El  mango  T3  es  de  una  sola  pieza,  pero  se  guar- 
nece de  dos  resaltos  laterales  m'  y  m"  sobre  los  cuales  obran  las  dos 
ramas  x'  y  x"  (Jig.  31)  de  la  cama  ax  que  entonces  es  ahorquillada.  Su- 
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ponemos  en  la  actualidad  que  las  tres  camas  proyectadas  verticalmente 
sobre  ax,  úTg^j,  a^^  son  ahorquilladas  y  sirven  para  hacer  mover  el  mango 
T3,  en  tanto  qiio  las  camas  de  un  solo  diente  AX,  AgXg,  A3X3  obran  en 
el  mango  TMTg;  porque  así  se  adoptan  sobre  el  mismo  árbol  tantas 
ileras  de  camas  cuantos  majaderos  hai  que  mover,  teniendo  cuidado  de 
que  las  camas  de  diferentes  series  correspondan  a  diversos  radios  OX 
y  OZf  con  el  fin  de  que  los  muñones  no  tengan  que  sufrir  al  mismo 
tiempo  el  peso  de  todos  los  majaderos.  Los  tres  dientes  de  cada  serie 
son  de  hierro  colado  y  están  vaciados  auna  con  el  anillo  que  reúne  sus 
bases;  este  anillo,  poligonal  en  su  interior,  se  acomoda  sobre  el  árbol 
de  la  rueda  que  es  de  madera  y  presenta  el  mismo  numero  de  caras. 
871,  Para  mantener  los  mangos  de  los  mejaderos  constantemente  en 
la  misma  dirección  vertical,  dejándoles  siempre  la  libertad  de  subir  y  ba- 
jar, se  los  sujeta  entre  dos  piezas  horizontales  y  paralelas  (G,  G';  y  (gy  G'}, 
que  se  \\fim\x\\  jinielgasj  y  estas  están  religadas  entre  sí  por  virotillos  que 
impiden  también  al  mango  desviarse  a  derecha  o  izquierda  en  la  direc- 
ción del  eje  O'O".  Otro  segundo  orden  de  jimclgas  (G^,  G")  y  {g^  G") 
está  colocado  en  la  parte  inferior,  pero  a  una  altura  que  no  estorbe 
el  curso  del  majadero.  Los  signos  de  figura  de  X  que  se  ven  en  el 
depurado,  indican,  en  el  maderamen,  las  cabezas  de  las  piezas  o  las 
secciones  dadas  perpendicularmentQ  a  las  fibras  de  la  madera. 
LAM.  64  ^^72.  De  LAS  EXCÉNTRICAS.  En  algunas  máquinas  se  emplean  una 
Fia.  8.  clase  de  ruedas  cuyo  contorno  esterior  no  tiene  por  centro  de  la  figura 
el  centro  del  movimiento  de  rotación,  y  cuyo  objeto  es  hacer  que  alter- 
nativamente suba  y  baje  una  vara  vertical  AZ,  pero  gradualmente  y  no 
de  pronto,  como  en  el  caso  de  los  majaderos  de  que  acabamos  de  ha- 
blar. Por  consiguiente,  este  contoruo  forma  una  curba  excéntrica  que 
puede  presentar  muchas  variedades,  pero  será  suficiente  que  citemos  un 
ejemplo,  tal  es  el  que  se  representa  bajo  el  nombre  de  curba  en  corazón. 
Sea  AA4  la  altura  a  que  debo  subir  la  vara :  después  de  haber  dividido 
este  intervalo  en  partes  iguales,  por  ejemplo  en  4,  haremos  lo  mismo 
con  la  semi-circunferencia  descrita  con  el  radio  OA4;  y  enseguida, 
tomaremos  sobre  los  diversos  radios  01;  02,  03,  las  distancias 

OB=OAi,  OC=OA2,  OD=OA3,  OE=OA4,. 
y  la  curba  ABCDE,  unida  a  la  rama  simétrica  AB'C'D'E',  compondrá 
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la  excéntrica  pedida.  Con  efecto^  como  la  vara  AZ  se  mantiene  en  la 
misma  dirección  vertical  por  medio  de  las  abrazadoras  iny  n  cuando  se 
haga  jirar  la  rueda  al  rededor  de  su  eje  O,  y  cuando  el  radio  vector 
haya  tomado  la  posición  OA^,  el  empuje  oblicuo  que  ejerce  contra  la 
vara  habrá  hecho  subir  a  esta,  y  por  consiguiente  habrá  transportado 
su  pie  A  a  Aj;  en  seguida,  este  ultimo  punto  coincidirá  con  B.  Así  mis- 
mo, cuando  el  radio  OC  haya  llegado  a  la  posición  vertical,  el  pie  A  se 
hallará  trasladado  a  A2,  y  así  en  seguida  hasta  que  OE  coincida  con 
OA4;  continuando  el  movimiento  de  rotación  en  el  mismo  sentido,  la 
fama  ED'C'B'A  dejara  volver  a  caer  a  la  vara  gradualmente  desde  A4 
hasta  A. 

873.  No  se  hace  uso  de  este  sistema  sino  en  el  caso  de  no  ser  nece- 
saria lo  acción  de  una  gran  fuerza  contra  la  vara;  y  aun  entonces  es  pre- 
ciso también  tratar  de  disminuir  los  rozamientos  causados  por  el  empuje 
oblicuo.  Para  esto  se  guarnece  el  pie  de  la  vara  con  un  tejo  móvil  al 
rededor  del  eje  horizontal  A,  y  se  adopta  por  contorno  de  la  rueda  una 
curba  ahcdeíTl/a  que  esté  equidistante  de  la  excéntrica  primitiva;  esta 
nueva  curba  se  traza  haciendo  que  sea  tanjente  a  los  arcos  de  círculos 
descritos  de  los  diversos* puntos  de  ABCD...  con  un  radio  constantemen- 
te igual  al  del  tejo.  De  este  modo,  el  movimiento  rectilíneo  de  la  vara 
permanece  el  mismo  que  en  el  primer  caso,  y  en  lugar  de  un  rozamien-  . 
to  de  resbalar,  no  hai  sino  un  rozamiento  de  rodar  que  es  mucho  menor. 

874.  Cuando  se  quiere  evitar  la  variación  de  velocidad  un  poco 
precipitada  que  tiene  lugar  en  los  puntos  estremos  A  y  A4,  se  divide  el 
intervalo  AA4  en  partes  desiguales,  por  medio  de  una  semi-circunferen- 
cia  descrita  sobro  esta  distancia  como  diámetro,  y  se  divide  en  arcos 
iguales;  las  ordenadas  de  este  semi-círculo  nos  dan  los  puntos  Aj,  Ag, 
Ag,.,..  y  la  curba  ABCDE,  construida  como  arriba,  no  presenta  ya  pun- 
tos salientes.  Dejamos  al  lector  el  cuidado  de  trazar  la  excéntrica  en 
esta  nueva  hipótesis. 

875.  Observaciones.  Hemos  hecho  observar  diversas  veces  que  en 
ciertos  sistemas  de  engargante,  el  empuje  de  los  dientes  no  tenia  lugar 
sino  después  de  la  linea  de  los  centros,  en  sentido  del  movimiento;  mientras 
que  en  otro  sistema,  habia  dientes  que  se  trababan  antes  de  la  línea  de  los 
centros.  Es  importante  que  hagamos  esta  distinción,  a  causado  los  graves 
inconvenientes  que  muchas  veces  presenta  el  segundo  de  los  dos  casos. 
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En  primer  lugar,  debamo»  ajcor<krBoa  cpa^  en  tados  los  eAgteg^otM 
exaiaiuados  arriba,  no  solo  ruedan  loa  perfiles  detradientea  ama  aobw 
otros,  aino  que  también  bai  un  r^ahaldiniento  (nhn*  817),  que  ea  alrr 
gunaa  vece»  bastante  considerabldi  aegon  lo  hemoa  visto  ea  loa  numar 
Xí^B  833  y  834.  De  aquí  resalta  un  ros^anatieuto  que  es  profMceioDal  a  la 
presión  ejercida  por  loa  dientes  uno  sobre  otro>  que  absorbe  una  pfivta 
de  la  fuerza  motriz;  pero  esta  pérdida  de  fuerza  as  mas  coAsideraUe  «n 
dos  dientes  trabados  antes  de  lá  línea^  de  los  cei>trQS  que  ea  dos  dientes 
análogos  que  estén  en  contacto  después  de  esta  misma  línea.  Esta  pro- 
posicion,  que  está  confirmada  por  la  esperiencta,  se  estaUeee  por  medio 
de  principios  mecánicos  y  de  cálculos,  cuya  esposicion  nos  d^siriacía 
demasiado  del  fin  gráfico  de  esta  obra;  esta  es  la  razón  porque  nos  con- 
tentaremos con  justificarla  por  medio  de  las  conaideraeioaes  siguienlea^ 
LAM.  68.     876.     Concedamos  que  en  lajSg.  ^2,  sea  O'  la  rueda  dw^^ntei  y  qne 
"^*    •  voltee  en  la  dirección  que  indica  la  flecha  'i^\  Puede  suceder»  a,  cnanaa 
del  pequeño  numero  de  dientes^  o  ya  por  alguna  irregularidad  en  su 
ejecución,  que  en  cierta  época  el  empuje  de  las  dos  raeda&i  no  a^  ?jerza 
sino  por  un  solo  punto  m  que  x^orresponda   al  ultimo  elemento  d^l 
perfil  aV  :  y  entonces  la  punta  z,  o  mas  bien  la  arista  viva  qne  w  pro- 
yecta en  este  punto,  será  comparable  al  filo  de  unas  tijeras  cqya^  hiQJas 
fueseis  simétricas  con  relación  al  plano  diametral  OV\  Pero  miéntr*^ 
que  el  movimieqto  tiene  lugar  en  sentido  de  f"»  eí  coqtacto  marcha  de  m 
hacia  A";  y  como  el  ángulo  0'^"A"  es  agudo,  noh^ce  \t\  tijera  sino  fro- 
tar sobre  la  superficie  G"A"2"  y  pulimentarla  sin  decentarla.  Perp  ?í 
cambiamos  el  juego,  y  hacemos  que  O  sea  la  rueda  dncente,  y  jira  oa 
seutido  de  la  flecha  ?,  en  tal  caso  el  filo  de  la  tijera  marcUarái  de  m  !íá- 
cia  G"  al  lado  del  ángulo  obtuso  Cz^'G":  por  consiguiente,  se  dirijirá  a 
penetrar  en  la  superficie  A''G",  y  la  decentaríí  lijerarpeptQ   cansando 
mucha  mas  reí^istencia  al  movimiento  de  rotación  del  engargante;  y  aun 
algunas  veces,  a  influjo  de  una  gran  presión,  penetrará  h  vista  ?"  b«Sr 
tante  adentro  en  la  superficie  A"G",  para  no  poderse  en  segijiíja  despren- 
der, y  habrá  un  apuntalamiento  que  súbitamente  detendrá  a  la  máqpinc^ 
o  que  hará  que  uno  de  los  dientes  así  introducido  se  ron^pa*  Por  e^tp  es 
que  es  preciso  chaflanar  los  dientes,  y  tener  también  cuidado  de  iBuavi- 
zar  las  aristas  que  resulten  de  este  truncami^nto. 

877.     Pero  aun  cuando  se  hayan  tomado  toda9  estas  precauciones, 
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^aeians^&mpm-^n  lú  madera  o  «n  la  fundición  que  se  ha  hecho  para  for- 
mar lesdieatea,  asperezas  Inevitable»;  y  estas  asperezas  producen/ aun^^ 
Que  de  un  modo  'méno^  {Mronuncíado,  efectos  análogos  a  los  que  hemos 
d'eacTÍto  en  el  número  fi^reeedente.  De  todo  lo  cual  debemos  concluir,  eR 
qoofoniaidad  coa  la  eaperiencid^  que  el  rozamiento  y  ia  pérdida  de  la 
£iier$sa<motrí2  8on^iempreiniasiQon8Íderablesendos  dientes  que  se  dm- 
pujattiáis^es  ^  la  linea  <de  los  centros,  que  en  aquellos  que  están  ^^ 
úantaeto Ndespues  deísta  iíaeia.  Ademas,  en  el  primero  de  estos  casos, 
puede  hitber  apuntalamiento,  aun  cuando  esté  cha^flanado  el  diente 
a' V^¿*',  si  (p  w  alguna  tijera  irregularidad  sucediese  que  el  empiqe  délas 
dos  ruedas  no  tuviese  l-i^aír  sinoeu  el  último  elemento  del  perfil  a'V'  que 
hemes  cooser^do,  y  Cáesela  presión  consridiefrable.  Y  así,  podefnos  sentar 
este  prii^píD  jeaeral:  en  todo  engeírgotnie  es  preciso,  mientras  se  pueda» 
emtar  que  los  dieuteé  princij[¿en  u  traban^  entes  de  la  Unta  de  l^ 
csntMSm 

878«  £1  primer  medio  para  llenar  esta  condioien,  sería  suprimir  nen 
una  de  las  ruedas,  en  la  0\  por  '^eniplo,  t^das  Iss  poroiones  de  dientes 
que  «eistoYiesen  fuem  4el  cívctilo  primitivo  a*6%  como  io  ensemm  lasji^<- 
ras  17»  ISf  20,  22  y  23.;  y  extjir  que  la  rueda  O  fuese  steippre  ia  rueda 
duceote,  ya  fuese  el  múricniento  hacia  la  derediá,  o  yaiiáda  la  izquierda, 
porgue  vemos  muí  ble»  que  ém  leste  caso  nnnca  se  ejercía  el  onl|Mije  siso 
después  de  lalínea  de  los  centros*  Podríamos  conseguir  esta  misma  ventas- 
ja  en  el  engargante  de  voluta  de  la^^.  24,  si  redujésemos  los  perfiles  de  los 
dientes  de  O'  a  las  partes  interiores  g^/a,  heb...:  Los  engargantes  de  esté 
jénero^  ea  qneeola  una  de  las  ruedas  es  duoente,  se  llaman  no  recíprocos: 

879.  Pero  esta  disposición  presentaría  inconvenientes  en  las  grandes 
máquinas  de  movimiento  rápido.y  resistencias  mui  desiguales,  en  que  es- 
tán regularizadas  las  velocidades  por  medio  de  volantes.  Porque  entonces, 
en  rn^on  de  las  pequeñas  variaciones  periódicas  que  padece  la  velocidad, 
y  con  motivo  del  juego  que  debe  siempre  haber  entre  los  dientes  (num. 
337),  continuando  cada  una  de  las  dos  ruedas,  marchando  siempre  en  el 
mismo  sentido,  es  unas  veces  ducente  y  otras  conducida;  pero  para  Ilenat 
este  doble  empleo,  deben  ambas  estar  armadas  de  dientes  salientes  fire- 
ra  de  los  circuios  pQrin»tivoa>  corito  se  ve  en  la  J^  32,  cuyo  engarganta  se 
Mnnia  raáproeok  Y  así,  para  Conservar  esta  ventaja  sin  recaer  en  el  incon- 
veniente de  tener  contactos,  tanto  delatite  ctonto  deliras  de  la  línea  dé  h» 
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centros,  será  preciso  desgalgar  los  dientes  por  el  lado  opuesto  a  aquel  par 
donde  debe  efectuarse  el  movimiento]  es  decir^  quitar  las  partes  que  en  la 
Jig.  32,  hemos  cubierto  de  raitas;  pero  el  sistema  no  podrá  funcionar  sino 
€n  solo  un  sentido,  que  es  el  que  está  indicado  por  las  flechas  ^  y  9'  (*)• 
riG.  32.  880,  Limite  del  número  de  dientes.  Al  empuje  de  un  par  de  dientes, 
debe  sin  interrupción  ninguna  suceder  el  empuje  de  otro  par,  a  fin 
de  evirar  los  choques  retrógrados  que  se  llaman  saltos;  por  consiguiento, 
es  preciso  que  en  el  instante  en  que  ios  dos  dientes  GAZ  y  gaz  princi- 
pian a  tocarse  en  A  sobre  la  línea  de  los  centros,  estén  aun  trabados  los 
dientes  G'A'Z'  y  g'a'z'  del  par  precedente.  Pero  bajando  la  normal  Ax 
sobre  el  perfil  a\g  (yu  sea  rectilíneo  o  no),  sabemos  que  el  pie  x  de  es- 
ta normal  debe  ser  (num.  810)  el  punto  de  contacto  de  la  involuta  a'g^ 
con  la  envolvente  A'Z' :  si  este  punto  x  se  halla  debajo  de  la  cús- 
pide Z'  del  diente  de  la  rueda  O,  quedará  satisfecha  la  condición  pedi- 
da: sino,  habrá  saltos,  y  para  evitarlos,  será  preciso  aproximar  los  dien- 
tes aumentando  su  número  n  y  n^  que  deberemos  elsjir  siempre,  de 
modo  que  sean  proporcionales  a  los  radios  R  y  R^  de  los  círculos  pri- 
mitivos. De  aquí  se  sigue  que  el  número  n'  de  dientes  de  la  rueda  pe- 
queña admita  un  mínimo  que  varia  con  la  naturaleza  de  los  perfiles  y 
la  razón '  de  las  velocidades  angulares ;  tratando  de  determinar  por 
medio  del  cálculo  la  posición  de  la  normal  Ax,  M.  Savary  ha  hallado 

R' 

los  límites  siguientes,  en  los  cuales  [t  representa  la  razón  ^^  que  siempre 

es  menor  que  la  unidad. 

En  un  engargante  de  flancos n'=  o  >  10  (1+ft) 

En  un  engargante  de  linterna  ...>...  n'=  o  >    7+4ft 
En  un  engargante  de  voluta  ........  n'=  o  >  16+2íi 

No  presentamos  los  cálculos  que  conducen  a  estos  resultados,  por- 
que pueden,  en  cada  ejemplo,  reemplazarse  con  ventaja  por  la  ve- 
rificación gráfica  citada  mas  arriba,  la  cual  no  exije  sino  el  trazado 
provisorio  de  los  dos  dientes. 

(^)  Tanto  este  procedimiento  como  las  observaciones  precedentes,  san 
sacadas  de  las  lecciones  que  M.  Savary  habia  redactado  para  su  curso 
de  Máquinas  en  la  Escuela  Politécnica. 
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CAPITULO  V. 

De  los  engargantes  cónicos. 

8B1.  Se  llama  así  al  si8tema  de  dos  ruedas  cuyos  ejes  en  lugar  dtí  j^^^  g^^ 
ser  paralelos  van  a  encontrarse  bajo  un  ángulo  cualquiera.  Sean  Z'O'  fiu.  1. 
y  Z'^'  dos  de  estos  ejes^  situados  en  el  caso  actual  en  el  plano  vertical 
del  depurado;  principiaremos  por  trazar  en  el  ángulo  0*Z  V  una  recta 
Z'A',  de  modo  que  las  dos  perpendiculares  bajadas  de  uno  cualquiera 
de  sus  puntos  a  los  dos  ejes,  estén  en  razón  inversa  de  las  velocida- 
des angulares  (núm.  805)  que  quiera  dárseles  a  las  dos  ruedas,  es  decir, 
en  razón  inversa  del  número  de  vueltas  que  deben  dar  las  ruedas  en  el 
mismo  tiempo;  como  por  la  cuestión  se  nos  dan  estos  números,  la  deter- 
minación gráfica  de  la  recta  Z'A'  es  mui  fácil,  para  que  nos  detenga- 
mos mas  sobre  esto.  En  seguida,  según  la  magnitud  mayor  o  menor 
que  queramos  dar  a  las  dos  ruedas,  así  también  elejirémos  sobre  la  recta 
Z'A'  un  punto  A  mas  o  menos  distante  de  Z',  desde  el  cual  bajaremos 
a  los  ejes  las  perpendiculares  A'O'  y  AV;  estas  serán  los  radios  de  los 
círculos  primitivos^  que  servirán  de  bases  a  dos  conos  de  revolución 
Z'A'O'  y  Z' Ao\  cada  uno  de  los  cuales  será,  por  decirlo  así,  el  núcleo 
de  una  de  las  ruedas. 

882.  Para  hallar  ahora  entre  las  velocidades  angulares  la  razón  da- 
da arriba,  será  evidentemente  suficiente  hacer  voltear  los  dos  conos  pri- 
mitivos al  rededor  de  sus  ejes  inmóviles,  de  modo  que  las  circunferen- 
cias A'O'  y  A  V  adquieran  velocidades  absolutas  que  sean  iguales  (núm. 
806).  Pero  para  llenar  esta  condición  por  medio  del  empuje  de  dos 
dientes  correspondientes,  es  preciso  terminar  estos  dientes  por  dos  sn- 
perfícies  cónicas  que  tengan  su  cúspide  común  en  Z',  y  sea  una  de 
ellas  la  envolvente  del  espacio  que  recorra  la' otra,  si  dejando  entera- 
mente inmóvil  al  cono  Z'A'O',  hacemos  rodar  sobre  él  al  cono  Z'AV 
que  arrastrará  consigo  a  la  superficie  de  su  diente;  porque  aplicando  a 
este  caso  los  detalles  que  hemos  dado  en  los  números  808  y  809,  vere- 
mos claramente  que  este  rodamiento  trae  a  los  dos  conos  primitivos  a 
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la  misma  situación  relativa  que  si  hubiesen  jirado  alrededor  de  sus  ejes 
inmóviles,  y  de  modo  que  dos  puntos  cualesquiera  de  las  circunferencias 
A'O'  y  AV  recorriesen  arc(ifi  i^u^leé* 
riG.  1.  883.  En  virtud  de  este  principio,  la  solución  mas  sencilla  la  obten- 
dremos formando  :  1.^  el  diente  de  la  rueda  pequeña  con  un  plano  tira- 
do por  el  eje  Z V  que  recibe  el  nombre  de  flanco ;  2.^  el  diente  de  la 
rueda  grande,  con  una  superficie  cónica  que  constantemente  sea  tanjente 
a  ^ste  flanco^  ep  todas  l^s  pos¡,ciip#e8  que  ocupa  n^iéntra^  duc^  el  ro4a- 
np^pto  dei  cono  primitivo  Z' AV;  y  v^n^os  a  ver  que  Qste  qono  envQhevJ^ 
^1  ^pc;99  tiene  por  baa^  a  nnai  «epicicloide  esférica. 

E^  ^  f^apQ  del  círcuip  primitivo  9¡uyQ  radio  es  A'o'  ( ^  cuyo  fiwoi 
Uamarégio^  &\  plano,  ^u$Hiar  de  proyección,  que  99  el  c^spprese^fee^tft 
abatii^GpQ  el  círculo  ^egi^n  A'G^'),  trac^nnio^  ^^«a  pírc4n$br^ncia  A'Fo\ 
qji}4^  teq^  ppi?  diámetro  ^  1  radio  A  V„  y  bogárnosla  rodar  subcesivaAn^Atec 
1.^  spbr^  eli  círculo  primitivo,  c^^yo  ra^io  e8  O' A',  conieirvando  ui^iupK^ 
ei^fe  sus  planos  Ia  incliiíhacÍQi>  señalc^da  fM  el  ángulo.  o'XXi  ^^  ^^  ^ 
intejfipr  y  eii  ^  pjano  del  «círculo  primitivo  que  tiene  por  radio  a^'A\ 
!(Mir9^9  el  pjrim<er  movii^onto  de  rot|^<(ipn,  uq  f  unto  cualquiera  de  Ia 
Qircufifereiicia  R)óvit,  ^  q^jie,  por  ejepiplp,  está  ab4ti4o  en  m  sobre  el 
pl^no  bprÍ2&Q¥tat  describirá  luia  epickloide  esférica^  Quya  proyección 
lioríxQnlal  DM  9abe»os  ya  bailar  (aum.  482)»  y  cuyo  cono  jeneradoi^ 
A'S'a^  ^  obtiene  levantando  por  el  centro  oi'  la  perpendicular  k>&  al 
p^lat)0  d^l  círculo  saóvil;  d^  modo  que  esta  epicicloide  está  enterameotn 
situada  sobre  la  esfera  descrita  con  el  radio  S'A';  ademas»  si  abatimos  ei 
punto  (M»  W)  a  F  sobre  el  plano  ausiliar,  sabomona  (núm.  470)  que  la 
recta  proyectada  según  (A'M,  A'M')|  y  cuya  veiHladera  posición  en  ei 
pleno  amiliar  es  A  F,  ee  una  normal  a  la  epicicloide  en  el  puato 
(M»  M').  Por  otra  parte»  mientras  la  rotación  del  círculo  ATo'  ao- 
bre  A'G<^»  el  mismo  punto  jenerador  (M,  M')  o  F  describirá  una  epi- 
cicloide rectilioea  (aíun.  475)  que  será  precisamente  la  racta  i>'FG. 
Ssto  aupuesto,  si  tiramos  un  plano  por  esta  recta  o'FG  y  por  ^1  eje  Z  V» 
decimos  que  este  plano  aieridiano  será  tanjente  al  cono  q^e  tenga  por 
fiíA^pide  al  ponto  Z'  y  par  baiie  a  la  epicicloide  proyectada  sobre  DM* 
Con  efecto»  ai  observansM^  que  el  plaao  meridiana  ^^  coestioo  tiene  por 
tfima  vertical  a  ZVX»  y  por  traza  sc^ró  e)  plano  aoaiiiar  a  la  misoui 
línea  ^'F»  conoceremos  fócilorante  que  este  plano  es  perpendicular  a  la 
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vMta  ftbaékki  según  ^^'F^  y  proyectada  eiegcín  (A'M,  A'M');  y  como  €dta 
mctñ  es  Qormal  a  la  epicicloide,  es  ejiepta  que  el  plano  meridiano  zV'f" 
contiene  a  H  tanjente  ide  esta  emb€L  en  el  punto  (M,  M');  y  como  tam- 
ban pasa  por  )a  cúspide  Z?  del  cono  epiciclqidal^  será  por  consiguiente 
tanjente  a  esta  superficie  ^n  todo  el  largo  de  la  jen^ratriz  que  reúne  ia 
cúspide  Z'  con  el  punto  F  levantado  a  (M,  M'). 

Per  etra  parte^  este  contacto  continuará  existiendo  al  lergo  de  una 
j^neralrifl  variable  sobre  el  cono  epiciclotdal,  mientras  que  el  cono  pri- 
ÉMtivo  EiVA*  rueda  sobne  eJ  cono  Z'O'A'5  porque  en  todas  tas  posido- 
ilFes'  éel  penta  P  solnre  el  círculo  pequeño,  las  dos  cuerdas  AT  y  ^'F, 
A^Fg  yo^Pg,...  serán  siempre  perpendiculares  una  a  otra.  Luego  el  pla- 
né^  ZVF',  es  tam  propio  para  formar  él  flanco  ée  un  diente  de  la  rue- 
da ZVA*^  porque  constantemente  será  tocado  y  conducido  por  el  diente 
qu!etermTn»ahcoiiot.epieicloidaF  (Z',  MD)  del  mismo  modo  que  siel  co- 
m>'pritnitlvo  ZVA*  rodase  sin  resbalar  sobre  el  otro  cono  Z'O'A';  ló  cuatí 
coittpfeta mente  ^isfticé  a  !a  condición  del  núm.  882. 

884.  Rréstanos-  hallar  la  estenston  exacta  que  debe  tener  el  Úánco  no.  1. 
para  corresponder  a  un  arco  limitado  I>M  de  la  epicicloide.  Al  efecto, 
abatamos-eí  flanco- ZVF  sobre  el  plano  vertical,  ntoviéndolo  al  rededor 
del  eje  ZV:  en  este  movimiento,  el  punto  F  describirá  el  arco  de  círculo 
lycttjw  centro- está:  e»  ó^;  y  la  recta  Z*/ será  el  abatimiento  de  la  jene- 
i^tthr  db^contscto  que  termina  en  el  punto  (M,  Ai').  Pero  én  la  época  ett 
qi^ef  flanco  pasase  por  elór^enE^dela  epicicloide,  tocaría  aleono  epi* 
ciislbidaf  segtrn^lajemeratrí'z  proyectada  sobre  OT),  la  que  evidentemetb* 
re^eaBatirft.sobre  ZP'A^.  JLnego  el  ángulo  A'  Sl/mídeyen  su  verdadera* 
mag^nreud  soBrer  ePlIáncov  ef  espacio  angtdar  qcre  ha  conducido  y  toéadb 
eFdlisnt^epicídoidkl,  mientras  que  el  fiancoha  rodadd  desdé  el  püilto  D 
líastlr(Mi  M*)-  For  consiguiente,  a  esta  parte  angular  A'Zy  és  á  la  qué 
dbtiettids-restHnjír'la^ejecucion  déf  flanco^  si  el  diente  está  redúddo  á  lá 
pbnsiórrdéf  cono  que-  corresponde  ai  arco  DM; 

865:  Pbró  esté  procedimiento  no  setfa  de  cóttibdat  a^iKcatíon  éri  él 
d^^üi'adoj^iieraYqueva  aseguin  en  atencióti  a  que  no  condcerénlM 
entonces  íntnediatamentesrnd  la  proyeteión  hori^^ohtal  M  dé  lá  éstrémi^-» 
dkPdM  arco  BM,  cbn  la  esfera  Z'A^Pí;';  sobre  lá  cual  está  situada  la 
eplititloide.  É'rr  este  caso,  será  preciso  abatir  el  puntó  M  a  R,  proyécítát' 
estb'úfthttva  Pstíbi^él^círctrftí  líiáxltnóde  fti  esfetá/  y  bajar'  sohíé* 
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eje  Z'O'  la  perpendicular  P'K'  que  representará  el  «paralelo  sobre  'el  cual 
debe  estar  situado  el  punto  de  la  epicicloide  proyectado  en  M.  Este  pa- 
ralelo P'K'  cortará  entonces  al  círculo  jenerador  que  tiene  por  diámetro 
I  a  AVy   según  una  cuerda  proyectada  en  el  punto  M';  abatiremos  esta 

cnerda  según  M'Fque  nos  dará  a  conocer  al  punto  F,  del  cual  deduci- 
remos el /y  todo  lo  demás  como  aquí  arriba. 

886.  Trazado  del  depurado.  Sean  Z'O'  y  Z V  los  ejes  de  do»  rue- 
das, situados  en  el  plano  vertical  de  proyección;  sean  también  A'O'  y 
X'o'  los  radios  de  los  circuios  primitivos  que  determinaremos  como  se 
dijo  en  el  núm.  881;  estos  dos  círculos  están  representados  sobre  los  dos 
planos  {jig.  3  y  4)  perpendiculares  a  los  ejes,  por  las  circunferencias 
OA  y  oa.  Después  de  haber  elejido  dos  números  enteros  n  y  n'  que  es- 
tén entre  sí  en  la  misma  razón  que  los  radios  primitivos,  dividiremos  la 
circunferencia  OA  en  n  partes  iguales  AAj,  A^As,—*  y  a  la  circun- 
ferencia oa  en  rC  partes  iguales  aai,  aiO^,....  y  precisamente  suce- 
derá (núm.  836)  que  las  divisiones  AA^  y  oai,  serán  de  la  misma  Jonjí- 
tud  absoluta.  En  seguida,  subdividirémos  cada  uno  de  estos  arcos  en 
dos  partes,  una  de  las  cuales  AB,  destinada  a  formar  la  base  del  diente, 
sea  menor  que  la  otra  BAx  cerca  de  un  duodécimo  del  arco  total  AAi 
{véase  núm.  837). 
FiG.  2t3*  887.  Sentado  esto,  en  el  plano  del  círculo  primitivo  A'o\  y  sobre  es- 
te radio  como  diámetro,  describiremos  un  círculo  que  aquí  está  abatido 
según  tú' A;  en  seguida,  hagámosle  rodar  sobre  la  circunferencia  O' A', 
manteniendo  entre  sus  planos  la  inclinación  primitiva  O'AV.  En  este  mo- 
vimiento, el  punto  (A,  A')  del  círculo  móvil  describirá  una  epicicloide  si- 
tuada sobre  la  esfera  que  tiene  por  radio  a  «'A';  y  para  construir  esta  cur- 
ba  sin  mudar  de  lugar  al  contacto  actual  A  de  los  dos  círculos,  toma- 
remos dos  arcos  iguales  Am  y  AI,  y  de  aquí  deduciríamos  (num.  482)  las 
proyecciones  M  y  M'  de  un  punto  de  la  epicicloide  que  tuviese  su  oríjen 
en  I;  pero  como  el  oríjen  está  realmente  en  A,  veremos  claramente  que 
para  obtener  un  punto  (¿  de  la  proyección  horizontal  AfU  de  la  epicicloi- 
de pedida,  será  suficiente  tomar  el  arco  pfJí  igual  a  RM.  Ilecho  esto,  el  co- 
no que  tenga  por  base  a  esta  epicicloide  y  por  cúspide  al  punto  (Z',  O), 
formará  (núm.  883)  el  diente  q\ie  principia  en  (A,  A');  pero  nos  queda 
que  hallar  las  intersecciones  con  las  dos  superficies  cónicas  inferiwy  supe- 
rior que  terminan  el  núcleo  de  la  rueda,  del  cual  no  hemos  hablado  aun* 
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888.  Tiremos  por  el  punto  A'  una  recta  indefinida  A'Q',  de  modo 
q«e  forme  con  A'Z'  un  ángulo  un  poco  mayor  que  90**;  en  seguida,  y  des- 
pués de  haber  marcado  la  lonjitnd  A'a'que  se  quiere  dar  a  los  dientes, 
tirémofi  la  recta  a'V  paralela  a  A.'Ql\  y  hagamos  jirar  estas  dos  parale- 
las al  rededor  del  eje  vertical  (O,  O'Z');  de  este  modo  produciremos  dos 
conos  de  revolución  qué  terminaremos  en  dos  círculos  horizontales 
Q'Q"  y  VT"  bastante  separados  para  que  los  sólidos  que  comprendan 
presenten  una  resistencia  suficiente;  a  este  sólido  es  al  que  se  llama  tiran-- 
te,  y  algunas  veces  está  vacío,  como  en  la  Lám.  66;  en  tanto  que  la 
parte  coinprehendida  entre  los  dos  conos  descritos  por  A'Cfc'  y  a'V  for- 
ma la  corana,  en  esta  están  tallados  los  dientes  y  los  huecos,  y  de- 
berá prolongarse  hasta  cierto  límite  Z'NT'  dependiente  del  vuelo  que 
queramos  dar  a  los  dientes,  según  esplicarémos  mui  pronto  (núm.  890)« 

£n  cnanto  a  ia  rueda  pequeña,  tiraremos  la  recta  A'^'  en  una  direc- 
ción poco'  mas  o  menos  simétrica  con  A'Q'  respecto  a  la  linea  A'Z'; 
en  seguida,  desde  el  punto  a'  tiráremos  a'v'  paralela  a  A'g',  y  termina- 
remos los  dos  conos  que  estas  paralelas  describirán  al  rededor  de  Z'o\ 
por  los  dos  círculos  del  tirante  i^'v"  y  q'q''.  Finalmente  prolongaremos 
estos  mismos  conos  hasta  ei  límite  T^ríjf,  que  ahora  vamos  a  enseñar 
a  conocer  para  el  vuelo  de  los  dientes  de  esta  segunda  rueda. 

889.  Volvamos  ahora  al  cono  epicicloidal  que  tenia  su  vértice  en 
(O,  Z')  y  por  base  la  epicicloide  proyectada  sobre  K^\,  e  indaguemos 
la  curba  AGL  según  la  cual  se  proyecta  su  intersección  con  el  cono  in- 
ferior desctito  por  la  revolución  de  la  recta  A'Q'«  Como  esta  epicicloide 
está  situada  sobre  la  esfera  cuyo  radio  es  «'A',  si  cortamos  a  esta  su- 
perficie y  a  tos  dos  conos  de  arriba  con  un  plano  vertical,  como  el  O^  y 
le  abatimos  sobre  el  plano  vertical  haciéndole  jirar  al  rededor  del  eje 
(O,  O'Z'),  veremos  que  el  punto  \  se  transportará  a  JCi  y  que  72 X,  será 
el  abatimiento  de  la  jeaeratriz  del  cono  epicicloidal;  luego,  prolongando 
esta  recta  hasta  L',  en  que  corta  a  la  jeneratriz  Q'AT',  y  conduciendo 
por  medio  de  un  arco  de  círculo  ei  punto  L'  a  L  sobre  OA^  este  ultimo 
punto  L  pertenecerá  a  la  proyección  pedida  AOL. 

'  890.  De  aquí  deduciremos  la  curba  BD  simétrica  con  AC  respecto 
a  la  línea  me^ia  del  diente,  sobre  la  cual  irían  a  encontrarse  estas  cur- 
bas;  pero  como  prolongándolas  de  este  modo,  se  cortarian  las  dos  caras 
cónicas  del  diente  según  una  arista  viva,  que  es  lo  que  debemos  evitar  con 
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?,^  Hí ^qr  cwdijdo  (^íipap.^os  R43i  y.  ?176);  eg  q^^  |s  í«?^a  de  ^^gjianm  el 
d.í^^t^,  ^r^ft^jdQ  ui?  arcq  de  círc,u\p,  jP^I^  fttvift^fl  "S  l^«^  .i»ftftJifcft#^ 
^líjB  ^j  gtu[ito  díj.  ^,e.q9i^9/i;^  dq  Ic^^  9H?l)as  AQ  y  BiP.y  ífi  «quí  üMPto  liWWlf 
njji|^y,9^  9^rí^  cpoica  qu^  tiene  ppr  cúsjm^^  %]  puiiíQ  (^Zi,  Q)  y  f>pr  hftM  l» 
^rf¡9  de  ioj  ciücui^ferenci^  (PQD!,  ?'?")•  ^^^®  ^ífP*^P  4^'  ^bftflftttftlPiítóa 
^^^J.que  (ile^eírflina,eji  iHWte  (je  que  hemQ9b»W«do  w^l  i^m.  888^)5  lit 

ppijí^it^rQ^  Zf  A'Q/,  q^tá,  e^píe^ftdq  pqr  e^  4ftgttlíi  4'X'P'-. 

El,  (fpijQ  s^pj^r^or  de,  la,  ?qrpn{^,  de^r^Q  p^r  1%  rei^4Üacioa  íte  Üíl  r^c^ac. 
a;.\J?,  eptgrá  co/^do  ppr  1^  WW^  cóiMCfti^  die^  di©nj»>.  wí>%Wk  («»  oairfaift: 

j^T^^rq[tricQs  cf}V;  y.  4'Q'  S09  pv^alelw;,  ^  TOPÍQ  q3»>  poidtoeíftiWi  tn[^wr 
e^ff|^,c\^rlííií)  pqr  m^d¡p.dieTadÍQaiYi?clior«^.píoj^Qrcwníy<íe% 

§9;1^    J^ii,  9u^qtOj  a  I^  i;u^a  p^^p^.  d^^pjueA  d^i  baher  bwo^dAun 
cír^i}|o  hftfippptfil  fijobre;  (O-^  Q'í^),  CQnw»  diárwtwíi  ha^MaosD  lo^ac  eb 
<^í>R?,  xec^>.&]'A^'£i%  wl»-Aej  cqhp  ^'A.'^^;  q1  pinilOi(4^\  ^^  cfel  c^voul^  laór.^ 
vi^^  de^ff  ibir:á^  u^^  Qpi(;ÍRlQ¿df9  sítuadot  eipbmrla  eslfeireudel  nadéx  8^A.'v 
3íí  ^ftyft  IjrpySficipfl :  oH'  CQPQtrpif ^ps  sobse^  eJi  ploni)  anaUiao  dsi  lajij?.  ^;: 
%^.PffPÍ#K  HP?>  fig«r8riléí»ííe  y»  CQUOcqua.teaígBL  por  haafefteatai  cpiriw 
cloide  y  por^  cúspide. c^lpp^tí>  (.Z!^  o)»  indagarémoai  k«  kiteai^oeínn  dei^ 
e^l^x^piiP'epjiejclpidc^I  QQa  eA  coüHKi.díSjkuccuiin&dfiwnikovpQKlarevolttcMn 
d^)l&racta  4V  c^l  red.Qdof  dbleJ6^!i^*i  iiiMMflkdacái&ooiioocF  afl^.pi;Q^ 
yje^PHiji^¿{C|  d^lcoRtoroo cblí diente. .Be  qqiftí  deduoiréifitoa  por.^ Bonetiís 
lfV|)d^Vf$];9/ig  QUFbaai^i(2j^^<(}C),,.p.,^qu9;CMtajéni0H«  antes  d«i  an  encueBAro^ 
cq(^el;C4ricnlQ<4e'Qhaflanc^aiiaQtéO  j^^  esto  dm^  data  a^aanoeosal'piii^ 
tQjt^y^  ai  yuftlQ  A!2S!??'  que  prpf|(»tofá»;l0a.dientwid«  este  media:  rf. can 
tg^ipr  deji( cpAp»  pttmitívp  Z!Ai>'.  No  harómoaisiiui}  ¡ttdkareaÉMi  tMías: 
q¡P(9^c4cmefb  pQrqn.ejtQdM  AQH  eeeie^iiteeja  kipiqiieJ|íieaMBtejacu[tttde>0(ia 
IftPÍWemtriiedai. 

<y^mP/^if^\  AMiVcj>aiwlotíH{Vu«lai  dsel.dteiite  tenga  {utrílitthaogiirflSft 
^lftjre|?tftjZ)'/j¡\\5.0r^ibaei>p,  |)drti,d)^iaii  adguojuegd)  a)  lai  máquina^,  elr  tra>* 
zar  otra  recta  Zy' un.  j^pe0.ma9)d^aívifida  del]  Q9k,».}^c  a  ealar 

AUií^c^mo;^!  iU^Ue  i  ñ^cilo  del  didHte,iSuaiidb  deiax|aá  ar  poedjtratOttlos 
dQi  d^teroiiner r  lai  eetensiQQidé  i  lofi)flancoa  y  dei  lae  eaoapíraidnnwder  lat 
npíedb  grandei 

8^)    JUmita^  ib  l»^mxm\  U^vaxm^mo  en  eluém;  88&  quid  kwflán» 
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€0846  la  rueda  grande^  que  serán  conducido&por  los  dientas  dela.pei|i»e- 
¿«9  a^m  las  planos  iF^lráeiIes  OA,  OA^»  OA^,.***;  pero  para  determinarla 
parte  ütil  de  esto^  planes»  esdeck)  iaqae  sabcesii^mente  es  tocada  por 
la  porcicm  <le  cono  epicleloidal  oorreepondieifte  al  orco  finito  acj  será 
fffecisoracarríf  al  Biétodo  delinúm.  885.  Y  así,  desde  el  pm^to  ^"  en  que 
la  jeneratrlz  estrema  Z'j?"  del  cono  epícícloídai  encneutra  al  círculo 
máximo  0'^"A'  de  la  esfera  que  contiene  a  la  epicicloide  en  caestion^ 
bajéaseos  aleje  ZV  la  perpencficnlar  j9"i';  esta  coitará  al  diámetro  O' A' 
del  cífcttlo  jenerador  en  ol  panto  S  que  f>vo3iectafémos  a  3  sobre  la  cir- 
cnofeeeincia  ^ieesteoticuld;  abatiremos  el  punrtoS  a  4  sobre  el  plano  ver- 
tical» y  la  irectá  Z\4  iqiie  prodotigarémos  hasta  F'»  en  que  encuentra  al 
cono  i»feríor  de  la  corona/nos  dará  a  conocer  Ja  parte  angular  A'Z'P 
del  flanco  que  es  la  única  conducida  por  el  diente  coríespiondiente  al 
arcó  W*  Sin  embargo»  camo  la  recta  Z'F'  encnentra  también  al  cono 
superior  de  la  corona  en  el  punto  f¡(\  debemos  decir  que  la  magnitud 
exacta  del  flanco,  nos  la  da  el  trapecio  A'á'^'F',  cuyos  ángulos  F'  y  <{;' 
nos  dftf án  sdbre  el  plaeno  hoñzon^l  las  circunferencias  en  que  de- 
beóaos  terminw  loe  costados  ^  loa  flancos  AF,  af ,  B-£,.««. 

Respecto  a  la  rueda  pequefia,  tiaHaiéma»  de  un  modo  semejante  los 
lados  de  los  flancos  of,  he....  operando  sobre  la  jeneíatriz  ZT'  del  cono 
epicielóidal  que  íbrma  el  diente  de  la  rueda  graade. 

^S^.  Limitéis  de  las  escopiéadurM.  Ea  logar  de  hacer  jirar  a  las  dos 
ruedas  al  rededor  de  sus  ejes  inmóviles^  podemos,  segan  el  principio  deA 
wím^  809>  dejar  al  cono  Z'A'O'  eAfteramétíCe  ^jo^  y  hacer  rodar  sobre 
el  el  cono  Z^AV,  que  Ueyará  consigo  al  diente  correspondiente  el  arco 
ac.  Aüéiltras  esta  rotación,  k  arista  estfema  Z'p'^  del  diente,  enjendrará 
ana  superficie x^ica  que  tendrá  su  cúspide  en  Z\  y  por  base  a  la  epici- 
cloide alongada  descrita  por  el  punto  x'  en  <|ae  esta  arista  ya  a  cortar 
al  plano  del  círculo  móvil  A'¿>*;  y  las  inteffsecciones  de  esta  superficie 
con  los  dos  conos  que  terminan  la  corona  de  la  rueda  grande,  indicarán 
evidentemenlíe  los  límites  do  la  wcopleadnra  que  debe  practicarse  pam 
que  ol  diente  de  la  rueda  pequeña  pueda  moyerae  tibcamente. 

Con  el  fin  de  cofistruir  sin  coinííiision  esto  «pioioloide  alongada  quefia.2T5. 
se  haJUará  toda  ella  sobre  la  esfera  a^y  descrita  con  el  radio  Z'x',  trans- 
portamos el  triangulo  Z'A'O'  a  la  elituacipn  Z"A"0",  y  trazando  la  rec- 
ia A  V  igual  y  paralela  a  A'z\  tendremos  las  proyecciones  x''  y  x  del 
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punto  jenerador  cuando  ha  llegado  al  plano  vertical;  ademas,  el  círculo 
a;'y '  descrito  con  la  distancia  Z' V  por  radio,  representará  la  esfera  que 
contiene  a  la  epicicloide  que  buscamos.  Esto  supuesto,  si  trazamos  el 
círculo  A"B"  con  el  radio  O" A",  y  el  círculo  A"6"  con  un  radio  o" A" 
elejido  igual  o'A\  este  último  será  el  abatimiento  del  círculo  móvil  que 
debe  rodar  sobre  el  otro;  de  modo  que  tomando  dos  arcos  iguales 
A"M=  A"w,  y  prolongando  el  radio  ó^^m  una  cantidad  mG  igual  a  A'V, 
el  punto  G  será  el  abatimiento,  y  g,  g\  las  proyecciones  del  punto  jene- 
rador cuando  la  rotación  haya  hecho  recorrer  el  arco  A^'M,  si  el  oríjen 
de  esta  rotación  estuviese  en  M;  pero  como  este  oríjen  está  verdadera- 
mente en  A",  veremos  que  será  preciso  trazar  la  circunferencia  gihl  y 
tomar  el  arco  gi  desde  ^  a  /  para  obtener  un  punto  de  la  proyección  Ix 
de  la  epicicloide  pedida. 

Es  preciso  que  ahora  nos  imajinémos  un  cono  que  tenga  su  cúspide- 
en  Z"  y  por  base  a  la  epicicloide  proyectada  sobre  Ix,  y  hallemos  su  ínter 
sección  con  el  cono  inferior  de  la  corona  de  la  rueda  grande,  la  que  ten- 
drá por  jeneratriz  sobre  la^.  5,  a  la  recta  A"Q"  tirada  paralelamente 
ala  A'Q'  de  la^-  2.  Desde  luego,  la  jeneratriz  ZV  del  cono  epici- 
cloidal,  nos  dará  por  su  encuentro  con  A"Cl"  un  punto  (X'%  X)  de  la  in- 
tersección pedida.  Consideremos  en  seguida  la  jeneratriz  arbitraría  pro- 
yectada sobre  O''^^^  y  abatámosla  sobre  el  plano  vertical :  como  el  punto 
de  la  epicicloide  proyectado  en  I  está  a  la  misma  altura  que  g\  dicho 
punto  se  transportará  a  k'  sobre  la  esfera  x^^y";  por  consiguiente,  la  jene- 
ratriz estará  abatida  según  Z''k\  y  entonces  cortará  a  A'*Cl"  en  el  punto 
(r\  t)i  de  modo  que  no  habrá  mas  que  restablecer,  por  medio  de  un  arco 
de  círculo,  el  punto  r  a  L  sobre  0¿,  para  obtener  un  punto  de  la  curba 
E^'LX  según  la  cual  se  proyecta  horizontalmente  la  intersección  de  los 
dos  conos  indicados  aquí  arriba.- 

894.  Esta  curba  E"LX  es  la  que  será  preciso  transportar  a  la^.  3 
colocándola  sobre  EH,  teniendo  cuidado  de  situar  el  punto  E"  (que 
vamos  a  enseñar  a  determinar)  en  la  estremidad  E  del  flanco  BE,  y  el 
vértice  X  sobre  el  círculo  límite  THG,  el  cual  se  deduce  del  punto  T' 
en  que  encuentra  a  la  corona  de  la  rueda  la  arista  Z'^'V«  En  cuan- 
to al  punto  E"  de  la  Jig.  5,  si  tejiemos  idea  clara  de  la  rotación  del 
cono  primitivo  Z'AV  sobre  el  cono  inmóvil  Z'A'C,  reconoceremos  fá-^ 
cilmente  que  es  preciso  prolongar  el  círculo  B*'A"  una  cantidad  A''U'' 
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igual  al  arco  biU  de  lafig.  4;  y  tirar  en  seguida  el  radio  O^'U"  sobre  el 
cual  tomaremos  la  lonjitnd  U''E"  igual  al  flanco  BE  de  lajig.  3. 

Sobre  el  cono  superior  de  la  corona,  conoceremos  el  círculo  límite  8^ 
por  medio  del  pnnto  9*  en  que  la  jeneratriz  N'a*V'  está  cortada  por  la 
misma  arista  Z'p''x';  y  siendo  la  curba  ev|  semejante  a  EH,  se  deducirá 
de  esta  última  por  medio  de  radios  vectores  proporcionales. 

La  proyección  vertical  de  las  curbas  que  forman  el  contorno  de  los 
dientes,  se  concluirá  de  la  proyección  horizontal  refiriendo  los  varios 
puntos  de  esta  a  los  círculos  horizontales  a  que  pertenecen;  pero  el' 
trazado  que  hemos  ejecutado,  no  debe  mirarse  sino  como  un  complemen- 
to de  la  representación  gráfica,  porque  es  enteramente  inútil  para  el  cons- 
tructor; y  así  es  que  sobre  el  plano  vertical  de  la  rueda  pequeña  no  he- 
mos figurado  sino  un  corte  sencillo. 

895.  Desarrollo  de  los  cojinetes.  Para  ejecutar  este  engargante,  es  fig.6. 
necesario  conocer,  en  su  verdadera  magnitud,  las  intersecciones  de  las 
diversas  caras  del  diente  y  del  vacío  con  los  dos  conos  de  la  corona  en- 
jendrados  por  la  reralucion  de   las  rectas  paralelas  P'A'Q'  y  N'a'V* 

al  rededor  del  eje  0'Z\  Por  consiguiente,  desarrollaremos  estás  dos 
superficies  cónicas  por  el  método  del  núm«  251,  indagando  en  pri- 
mer lugar  la  posición  de  sus  cúspides  sobre  este  eje;  y  así,  respecto  al 
cono  P'A'Q'  por  ejemplo,  describiremos  con  su  apotema  una  circunferen- 
cia, y  sobre  esta  tomaremos  arcos  iguales  en  magnitud  absoluta  con  los 
PC,  CD,....;  y  sobre  los  radios  que  terminan  en  estos  puntos  de  división, 
tomaremos  las  lonjitudesde  las  porciones  de  jeneratricescomprehendidas 
entre  el  círculo  P'P"  y  los  diversos  puntos  proyectados  en  A,  B,  E,  H.... 

896.  Después  de  haber  tallado  el  sólido  del  tirante  de  la  corona,  apli- 
caremos sobre  las  dos  paredes  cónicas  correspondientes  a  P'Q*  y  N'V, 
los  cojinetes  de  que  acabamos  de  hablar,  construidos  de  cartón  flexible, 
con  el  objeto  de  que  haciéndolos  doblar,  puedan  coincidir  enteramente 
con  estas  superficies;  en  este  estado,  las  curbas  transformadas  habrán 
tomado  su  forma  primitiva  de  doble  curbatura,  y  entonces  trazaremos 
sobre  las  paredes  cónicas  el  verdadero  contorno  de  los  dientes,  y  délos 
vacíos.  En  seguida,  no  habrá  mas  que  ejecutar  las  superficies  cónicas  di- 
rijidas  hacia  la  cúspide  Z',por  medio  de  la  arista  de  una  regla  que  se  mo- 
verá sobre  el  contorno  inferior  y  superior,  teniendo  cuidado  de  apoyarla 
al  mismo  tiempo  sobre  los  puntos  de  smal  que  correspondan  auna  mis- 


Digitized  by 


Google 


492  LIBR^  IX.   ADICIONES. 

majeperatrÍKi cuyos  puntos  uos  lo» da  ^  trazado  ^lisnao  de  kw  eojkíetee^ 

897.  Observación.  Besjpeoto  a  las  entalladuras,  h^moa  querido  qb* 
piicar  el  noétodo  riguroso  que  servirá  para  quitar  el  solido  mínimo, 
y  cu  virtud  de  esto,  dejar  a  loa  dieates  la  mayor  resistencia  posible;  pero 
en  la  práctica,  para  no  aumentar  Jas  dificultades  que  en  la ejecudoo  pre- 
senta este  engargante,  uoscoatentaianos  condeteroMnar  los  chulee  lími* 
tes  THG  Y  Ov]  por  medio  de  dos  puntos  de  sección  T'  y  6'^  señalados 
sobre  el  plano  vertical  do  la^.  2,  y  se  prolongan  en  Uftoa  recta  los  lados 
de  los  flancos  BE,  AF,  ge,...  basta  estas  dos  círcunfereocias  límites;  o 
bien,  se  casan  sus  estremidades  eon  estas  ebrccuifereiicias  por  medio  de 
una  pequeña  curba  arbitraria,  pero  visiblememe  situaila  fuera  del  Umi*- 
te  riguroso  EH.  Esta  simpliñcaciofi,  que  siempre  deberemos  emplear, 
no  perjudica  en  nada  a  la  marcha  regular  del  eügarganley  pero  no  es 
así  para  la  siguiente*  * 

898.  Método  aproximatico.  Para  evitar  la  dilacioa  y  dificullades 
que  presenta  el  trazado  de  las  epieicloidee  eéféricSA»  muchos  constraetcH 
res  se  touiau  la  libertad  el  «ustituirloB  las  epieiclotdiefl  planas^  que  deter- 
minan del  modo  siguiente.  Despaes  de  haber  fijado  los  radios  prbakivoB 
A'O'  y  AV',  tiran  por  el  punto  A'  y  perpeBdicukurmettte  a  la  feoencris 
Z' A'  un  plano  que  noBotros  llamaremos  j9¿0n^«iMJ¿tar,  y  que  va  a  cortar  a 
los  ejes  de  las  ruedas  en  dos  puntos  que  eapresarémos  por  0«  y  o^:  ea  es- 
te plano  ausiliar  describen  dos  círculos  con  los  radios  O^A'  y  o^\  y  ope«* 
ran  como  si  estas  dos  circunferencias  debiesen  rodar  aaas€ri[>re  otra,  ^ato 
no  se  aleja  mucho  de  la  verdad,  a  lo  menos  en  el  corto  intervalo  en  qae 
se  ejerce  el  empuje  del  mismo  diente. 

Y  así,  después  de  haber  abatido  el  pksoo  ^aasUiar  con  las  dos  circun- 
ferencias que  contiene,  referiremos  a  estas  las  <livisio«es  iguales  mar- 
cadas sobre  los  círculos  primitivos,  y  e  o nstruiíéttos  Jles  perfiles  de  no 
diente  dé  cada  rueda,  lo  mismo  que  en  un  engargante  eilUadrioo  (núm. 
838).  En  seguida,  como  aquí  se  terminan  las  coronas  dis  las  dos  medbs 
de  ángulo  por  las  superficies  cónicas  que  describirán  las  lectas  AH),  j 
AV,  jirando  al  rededor  de  los  ejes  respectivos»  los  perfiles  eonstrnidoa 
arriba  reemplazarán  a  los  cojinetes  desarrollados  en  Isj^-  6;  de  modo 
que  bastará  aplicar  estos  perfiles  sobre  la  misma  corona,  para  pudor 
ejecutar  las  diversas  caras  de  los  dientes  y  de  los  vacíos,  coníbrme  lo 
hemos  dicho  en  el  núm,  896. 
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Figuras  que  ae  han  d^ado  de  citar  al  mar  jen. 
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dni  libro  VI  del  libro  I 

A«C  B«C 

n  la  directriz  A  a  la  directriz  B 

Ai  concluir  et  primer  párrafo,  agregúese  el 
siguiente  que  se  omitió  : 

£11  lii^ur  de  emplear  do4  saperfícies  có* 
n\rtM  ciiy:is  trazases  precixo  hiillur,  será  en 
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